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Vorwort. 

Das  vorliegende  Buch  ist  in  erster  Linie  als  eine  Fort- 
setzung der  ,,Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung" 
zu  betrachten,  die  ich  ebenfalls  im  Teubnerschen  Verlage  er- 
scheinen ließ.  Die  günstige  Kritik,  die  dieses  Buch  seitens 
hervorragender  Autoritäten  (u.  a.  F.  Engel,  Jules  Tannery, 
Wilh.  Wirtinger,  H.  Hahn)  erfahren  hat,  ermutigte  mich 
zur  Weiterführung  des  Werkes.  Ich  benutzte  dabei  meine 
Vorlesungsmanuskripte,  und  zwar  über  Infinitesimalrechnung 
und  Funktionentheorie,  und  glaube,  daß  das  Buch  vielleicht 
auch  als  Einführung  in  die  Funktionentheorie  geeignet  sein 
wird.  Hiermit  schließt  die  Reihe  von  Lehrbüchern,  die  aus 
meinen  Universitätsvorlesungen  entstanden  sind. 

Kgl.  Weinberge  bei  Prag,  den  31.  März  1911. 

Dr.  Gerhard  Kowalewski. 
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Erstes  Kapitel. 
Die  komplexen  Zahlen. 

§  1.  Definition  und  g^eometrische  Deutung  der 
komplexen  Zahlen.  Eine  komplexe  Zahl  ist  nichts  anderes 
als  ein  Paar  reeller  Zahlen,  bestehend  aus  einer  ersten  Zahl  a 
und  einer  zweiten  Zahl  &.  Wir  bezeichnen  ein  solches  Zahlen- 
paar mit  \a,  &}. 

Man  kann  der  komplexen  Zahl  {a,  &}  den  Punkt  P  zuordnen, 
der  in  bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Achsen  die 
Koordinaten  a,  &  hat.  Er  heißt  der  Bildpunkt 
von  {a,  6).  Der  Punkt  P  bestimmt  mit  dem  An- 
fangspunkt 0  einen  Vektor  0^.  Man  kann 
auch  diesen  Vektor  oder  irgendeinen  Vektor  Ali,  o" 
der  aus  OJ^  durch  Parallelverschiebung  hervor-  '^'^ 

geht,    zur  Versinnlichung  der  komplexen  Zahl  {a,  h\  benutzen. 

Zwei  komplexe  Zahlen  {a,  6}  und  \a\  V\  gelten  nur  dann  als 

gleich,  wenn 

a  =  a'     und     b  =  h' 

ist.  Komplexe  Zahlen  werden  im  folgenden  meistens  durch 
einen  einzigen  Buchstaben  bezeichnet.  Durch  2  =  {a,  h)  wird 
ausgedrückt,  daß  z  die  komplexe  Zahl  {a,  b]  ist. 

§  2.  Addition  und  Multiplikation.  Als  Summe  der 
beiden  komplexen  Zahlen 

wird  die  komplexe  Zahl 

definiert.     Man  schreibt  dafür  e^  +  s^- 

Als  Produkt  von  2^  und  2.2  wird  die  komplexe  Zahl 

\a,a,—  b^h2,     «i&j  +  aaM 
erklärt.     Man  bezeichnet  sie  mit  z^z^. 
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Da  der  Leser  die  komplexen  Zahlen  schon  aus  der  elemen- 
taren Algebra  kennt,  werden  ihn  diese  Definitionen  nicht  be- 
fremden. 

Man  sieht  sofort,  daß  die  Addition  und  die  Multiplikation 
kommutativ  sind.  [Zi  -{-  z^  =  z^-\-  z^,  z^z^  =  z^z^).  Ebenso- 
leicht erkennt  man,  daß  sie  assoziativ  sind,  d.  h.  (laß 
(Zi  +  z^  +  Zs  =  Zi  +  (z^  +  ^3)  und  (z^z^)  z^  =  z^  (z^z^)  ist.  Ferner 
befolgen  sie  zusammen  das  distributive  Gesetz;  es  ist  nämlich 

(z^-^  z.;)Zs==  Z^Zs  +  z^z^. 
Der  Leser  möge  dies  verifizieren. 

I«*  ,5,  =  {a.,0},     ^2=  {«2,0}, 

so  wird  nach  den  obigen  Definitionen 

^1  +  ^2  -=  K  +  «2»  0},     z^z^  =  {a^a^,  0}. 
Wenn    man    z^   und  ^3    addiert,    so   addieren    sich    a^   und  a.^. 
Wenn   man  z^   und  z^   multipliziert,   so   multiplizieren  sich  a^ 
und  «2-      Hierdurch  wird   man   dazu  geführt,   die  komplexe 
Zahl  [a,  0}    mit    der    reellen  Zahl  a    zu    identifizieren. 

Das  Produkt  einer  reellen  Zahl  Je  und  einer  komplexen  Zahl 
z  =  [a,  h)  ist  das  Produkt  der  beiden  komplexen  Zahlen  {k,  0} 
und  {a,  h),     Man  hat  also 

hz  =  {ka,  kh). 

Die  komplexe  Zahl   z  =  {a,  h}    läßt  sich  jetzt    in   folgender 

Weise  schreiben: 

z  =  {«,  0}  +  {0,h\  =  a  +  b  (0,  1}. 

Setzt  man  noch 

{0,  1}  =  i, 
so  wird  schließlich 

z  =  a  -^  hi. 

Man  nennt   a   den  reellen  und  hi  den  imaginären  Teil  von  z. 
«  =  {0,  1}  hat  die  Eigenschaft 

^=•  =  {0,  1}  {0,  1}  =  {-1,  0}  =  -l. 
Das  Quadrat  von  /  ist  also  gleich     —  1. 

§  3.  Subtraktion  und  Division.  z^  =  ai-\-  h^  i  und 
0g  =  «2  +  &2  ^  seien  zwei  gegebene  komplexe  Zahlen.  Wir 
wollen  eine  komplexe  Zahl  z ^x  +  yi  suchen,  die  der  Gleichung 
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genügt.  Da  2^-\-  s  =  (a,  +  x)  -\-  {\  +  y)  i  ist,  so  besagt  diese 
Gleichung  folgendes: 

a^-\-  x  =  «2;       ^1  +  !/  =  &2- 
Hieraus  ergibt  sich 

x  =  a^-a^,       y  =  h^—hi, 
d.  h. 

^  =  «2  —  «1  +  ih  —  h)  *'♦ 
Es  gibt  also  eine  und  nur  eine  komplexe  Zahl,  die  der  Gleichung 
Zj^-i-  s  =  .i.>  genügt.    Man  bezeichnet  sie  mit  ^.^  —  s^  und  nennt 
sie  die  Differenz  von  z^  und  z.^. 

Für  das  Produkt  einer  komplexen  Zahl  z  =  {a,  b)  mit  —  1, 
d.  h.  für 

(-1)^  =  {-1,0}  {a,  h]  =  {-a,  -b} 

schreibt  man  —  z.     Man  sieht  sofort,  daß 

^2  -  ~^i  =  ^2  +  (- ^1) 
ist. 

Wir   wollen   jetzt    eine  komplexe   Zahl  z  =  x  -]-  y  i   suchen, 
die  der  Gleichung 

Z-^Z  =  z^ 
genügt.     Da 

z^z  =  (öl  +  \i)  (x  +  yi)  =  a^x  +  {a^y  +  b^^x)i  +  b^yp 
=  ttiX  —  b^y  -\-  (\x  +  ciiy)^ 
ist,  so  verlangt  die  Gleichung  z^z  =  z^  folgendes: 
a^x  —  b^y  =  «2, 

biX  -{-  a^y  =  &2- 
Hieraus  ergibt  sich 

Hierbei  wird  vorausgesetzt,  daß  a^^ -f- b^^  nicht  gleich  Null, 
daß  also  z^  von  0  verschieden  ist.  Im  Falle  z^  =4=  ^-*  &^^  ßs 
demnach  eine  und  nur  eine  komplexe  Zahl  z,  die  der  Gleichung 
^^^  ==  ^2  genügt.  Man  bezeichnet  sie  mit  zjz-^^  und  nennt  sie 
den  Quotienten  von  z^  durch  Zy 

Wenn  z^  reell,  also  z^  =  a^  ist,  so  hat  man  nach  dem  Obigen 

z^        a,         Cj 
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Wir    heben    nocli    den   Spezialfall   z^=\,  %  =  a,  4  &i«  4=  0 

hervor.     Da  ergibt  sich 

1  Ol  —  &it 

a^—\i  nennt  man  die  zu  z^^  a^-\-  h^i  konjugierte  kom- 
plexe Zahl.     Man  bezeichnet  sie  gewöhnlich  mit  i^.     Da 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben 
Der  Leser  verifiziere  noch,  daß 

"  =  -äfg  •  - 
^1  ^     h 

ist.     Ferner  überzeuge  er  sich,  daß 

z^u  ^  z, 
z^  u       z^ 

ist,  wobei  a  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  bedeutet,  z^u/i^u 
ist  diejenige  komplexe  Zahl  z,  die  der  Gleichung 

Z., uz  ^  Zi  11 

genügt.  Multipliziert  man  beiderseits  mit  1/u,  so  ergibt  sich 
z  =  z^/^v  ^^^  Leser  zeige  endlich,  daß  z^^  ^  ^\'h  i^^>  ^-  ^• 
die  Konjugierte  des  Produkts  gleich  dem  Produkt  der  Kon- 
jugierten der  Faktoren. 

Aus  z^z^^  0  folgt,  wenn  z^^O  ist,  durch  Multiplikation 
mit   1/^2  j 

(^1^2)  •  ^  =  ^1   (-^2  •  ^)  =  ^1  •  1   =  ^1  =  0. 

Ein  Produkt  von  zwei  komplexen  Zahlen  kann  nur 
gleich  Null  sein,  wenn  wenigstens  ein  Faktor  gleich 
Null  ist.  Der  Satz  überträgt  sich  sofort  auf  Produkte  mit 
mehr  als  zwei  Faktoren. 

Man  sieht  aus  §  2  und  §  3,  daß  für  die  komplexen  Zahlen 
dieselben  Rechnungsregeln  gelten  wie  für  reelle  Zahlen.  Vgl. 
§  22  meiner  „  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung". 

§  4.  Absoluter  Betrag  und  Amplitude  einer  kom- 
plexen Zahl.  a*-f  ft^  nennt  man  die  Norm  der  komplexen 
Zahl  z  =  a-\-'bi  und  )/«''' -f  &^  ihren  absoluten  Betrag  (oder 
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kurz  Betrag).  Die  Norm  ist  das  Produkt  von  z  mit  der  kon- 
jugierten Zahl  i  =  a  —  hl. 

Der  absolute  Betrag  ist  gleich  der  Entfernung  des  Bild- 
punktes P  der  Zahl  ,r  vom  Anfangspunkt  0  (vgl.  Fig.  2).  Man 
bezeichnet  ihn  nach  Weierstrass  mit  \  z  \  und  nennt  ihn 
auch  den  Radiusvektor  von  z.  Die  positive 
.6'- Achse  möge,  nachdem  man  sie  um  ^^  gedreht, 
den  Punkt  P  enthalten.  Dann  heißt  (f  die 
Amplitude  der  komplexen  Zahl  z.  Wie  man 
Drehungen  mißt,  ist  dem  Leser  bekannt.  Es 
muß     ein     positiver    Drehungssinn     festgesetzt 

.  .  Fig.  2. 

werden  und  eine  Drehung  wird  dann  gemessen 
durch  den  Weg,  den  ein  vom  Drehpunkt  um  1  entfernter 
Punkt  beschreibt,  der  natürlich  mit  der  gedrehten  Figur  fest 
verbunden  sein  muß.  Wir  können  hier  z.  B,  den  Punkt  z  =  \ 
wählen.  Der  Weg  dieses  Punktes  wird  aber  noch  mit  einem 
Vorzeichen  versehen.  Er  wird  positiv  gerechnet,  wenn  die 
Drehung  im  positiven  Sinne,  und  negativ,  wenn  sie  im  nega- 
tiven Sinne  erfolgt.  Der  positive  Drehungssinn  wird  gewöhnlich 
so  gewählt,  daß  die  positive  a:-Achse  durch  die  Drehung  ;r/2 
in  die  positive  ^- Achse  übergeht. 

Die  Amplitude  einer  komplexen  Zahl  ist  unendlich  viel- 
deutig. Sie  ist  nur  bis  auf  ein  Vielfaches  von  2%  bestimmt. 
Ist  9  ein  spezieller  Wert  der  Amplitude,  so  ist  jeder  andere 
Wert  von  ihr  in  der  Form  9)  +  ^lx%  darstellbar,  wo  Z;  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Ist  r  der  absolute  Betrag  und  9:  die  Amplitude  der  kom- 
plexen Zahl  z  =  a  -\-hi,  so  hat  man 

a  =  r  cos  q>,   h  =  r  sin  (p. 

r  und  {p  sind  nämlich  Polarkoordinaten  und  a  und  h  recht- 
winklige Koordinaten  des  Punktes  P.  Zwischen  ihnen  besteht, 
wie  der  Leser  aus  der  analytischen  Geometrie  weiß,  der  obige 
Zusammenhang.     Jetzt  können  wir  schreiben 

z  =  r  cos  w  -\-  r  sin  cp  -i  =  r  (cos  cf  -(-  /  sin  qp). 

Die  komplexe  Zahl  ist  hier  in  zwei  Faktoren  zerlegt.  Der 
erste  Faktor  gibt  ihren   absoluten  Betrag   au,  die   Länge   des 
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Vektors  OP,  der  zweite,  dessen  absoluter  Betrag  gleich  1  ist 
(cos*  9?  +  sin^  ^  =  1),  läßt  die  Richtung  des  Vektors  OP  er- 
kennen. 

Wenn  man  die  beiden  komplexen  Zahlen 

^1  =  '"i  (ßos  9?^  +  i  sin  ^j),  ^2  =  *'2  (^^s  (p2-\-  i  sin  9)2) 
multipliziert,    so    ergibt   sich,    da    das   kommutative   und   das 
assoziative  Gesetz  gilt, 

■^i'^2  =  (^"i^'s)  [(cos  q)^  +  i  sin  q)j)  (cos  cp^  +  i  sin  (p^)]. 
Nun  ist  aber 

(cos  q)^  +  /  sin  qpj)  (cos  9*2  +  *  sin  9?,) 
=  (cos  9)1  cos  9?2  —  sin  9?^  sin  cp^)  -f  ?'  (cos  9)1  sin  9^2  +  sin  9?^  cos  9J2) 
=  cos  (9)1  +  9)2)  +  ?■  sin  (9;^  +  9)2); 

also 

^1^2  =  *'i>'2  [cos  (9?i  +  9^2)  +  i  sin  (9?^  -|-  (p^)]. 

Man  ersieht  hieraus,  daß  sich  bei  der  Multiplikation 
komplexer  Zahlen  die  absoluten  Beträge  multi- 
plizieren und  die  Amplituden  addieren. 

Der  Satz  überträgt  sich  sofort  auf  mehr  als  zwei  Faktoren. 
Insbesondere  gilt  für  die  wt*®  Potenz  der  komplexen  Zahl 
cos  9?  -f  ?  sin  9;  die  Formel 

(cos  9?  -f  ?  sin  9))"'  =  cos  J7i  (p  -\-  i  sin  m  (p 
(Moi  vre  sehe  Formel). 

Wenn  ^  =  r  (cos  cp  -\-  i  sin  (p)  ist  und  r  4=  0,  so  hat  man 

—  =  -7  (cos  q)  —  i  sin  9)). 
In  der  Tat  gibt 

(cos  (p  —  i  sin  93)  =  —  [cos  (—  9?)  -f  i  sin  (—  9?)] 


r 

mit  .s  multipliziert 
Da 


(^1  +  0) 


ist,  so  hat  man 

^  =  ^  [cos  (9^2  -  9^1)  +  i  sin  (9?.  -  9'i)]- 

Bei  der  Division  findet  eine  Division  der  absoluten  Beträge 
und  eine  Subtraktion  der  Amplituden  statt. 
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§  5.  Geometrische  Interpretation  der  Addition,  Sub- 
traktion, Multiplikation  und  Division.  Ist  1\  der  Bild- 
puukt  von  ,:^  uud  P,  •^^^r  Bildpuukt  von  z^,  ho  findet  man  den 
Bildpunkt  S  von  z^  +  Zc,,  indem  man  das  Parallelogramm  OP^SP^ 
konstruiert  (vgl.  Fig.  H).  Da  OS  gleich  der  Summe  der  beiden 
Vektoren  OP^  und  P^S  (oder  0P^\  ist,  so  können 
wir  auch  sagen:  Der  Bildvektor  von  z^-\- s.,  ist 
gleich  der  Summe  der  Bildvektoren  von  z^unüz^. 
Die  Addition  von  Vektoren  wird  bekanntlich  in 
der  Weise  ausgeführt,  daß  man  durch  eine  Parallel- 
verschiebung den  Anfangspunkt  des  einen  Vektors  ^^  ' 
nach  dem  Endpunkt  des  anderen  bringt.  Der  Summenvektor 
verbindet  den  Anfangspunkt  des  zweiten  mit  dem  Endpunkt 
des  ersten  Vektors. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  daß  die  Länge  des  Summenvektors 
nie  größer  ist  als  die  Summe  der  Längen  der  einzelnen  Vektoren. 
Die  Länge  eines  Vektors  ist  aber  nichts  anderes  als  der  absolute 
Betrag  der  zugehörigen  komplexen  Zahl.  Es  gilt  also  die 
Ungleichung 

^~i  +  5-2 :  ^  kl  I  +  ■  ^sl » 

die  sich  sofort  auf  mehr  als  zwei  Summanden  überträgt. 

^2  ~  ^1  ^^^^  (^gl-  Fig.  4)  durch  den  Vektor  P^  P^  repräsentiert, 
der  von  dem  Bildpunkt  von  z^  nach  dem  Bild- 
punkt von  Z.2   führt.        ^2  ~  -^i     i^^   ^^^   "Etni-  /^"^^ 
fernung  der  beiden  Punkte.  Daß  wirklich  P^Pg           /        J^P 
die   komplexe   Zahl  z^  — z^    darstellt,    ersieht        /^^■^"^'^^ 

man  sofort  daraus,    daß   0P.^  die  Summe  der  0 

'  .  Fig.  4. 

beiden  Vektoren   OP^  und  P1P2  ist. 

Da  in  einem  Dreieck  keine  Seite  kleiner  ist  als  die  Differenz 
der  beiden  anderen  Seiten,  so  hat  man 

'  ^1  -  -2 !  ^  kl  I  -  !  ~2 1     und     !  ^1  -  ^2 1  ^  ka    —  kl  ,  • 
Q    sei    der   Bildpunkt    von  z^z^    und    E   der  Bildpunkt   der 
Zahl  1.     Die  absoluten  Beträge  von  z^  und  z^  seien  r^  und  i\, 
die  Amplituden  q:^  und  qp^-    Dann  sind  (vgl.  Fig.  5)  die  Dreiecke 
OEP^  und   OP^Q  ähnlich.     In  der  Tat  ist 


Die  Operationen  z'  =  z-\-a,  z'  =  az,  z'  =  l/z. 


und 


OE:OP,=  OP,:OQ 


Man  erhält  also  den  Bildpunkt  von  2^2^,  indem  man  zu  OEP^ 
das  ähnliche  Dreieck  OP^Q  konstruiert  (oder  /u 
OEP^  das  ähnliche  Dreieck  OP,Q). 

Sind  z^z^  =  z  und  z^  gegeben,    so  findet  man  den 
Bildpunkt  von  z^^  z  j z^,   indem  mau  zu  OP^Q  das 
ähnliche  Dreieck   OEP^  konstruiert  (oder  zu   OEP.^ 
Fig.  5.       das  ähnliche  Dreieck  OP^Q). 

§  6.  Die  Operationen  z' =  z -\- a,  z'=az,  z' =  1  / z. 
Wenn  man  zu  der  komplexen  Zahl  z  die  komplexe  Zahl  a 
addiert,  so  erfährt  der  Bildpunkt  von  z  eine  Verschiebung,  und 
wir  können  annehmen,  daß  er  dabei  den  Bildvektor  von  a  be- 
schreibt. Addieren  wir  zu  allen  komplexen  Zahlen  dieselbe  kom- 
— »-  plexe  Zahl  a,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Ebene 

*"__^  den  Bildvektor  von  a  (vgl.  Fig.  6).     Die  ganze 

Ebene  erfährt  eine  Translation  in  sich,  z'  =  z  -\-  a 


'^    ■  ist  der  analytische  Ausdruck  dieser  Translation. 

Die    Gleichung    sagt    uns,    daß   jeder   Punkt    z    in    den  Punkt 
z'  =  z  -\-  a  übergeführt  wird. 

Wenn  a  eine  positive  reelle  Zahl  ist,  so  geht  der  Punkt  z  da- 
durch in  die  neue  Lage  z'  =  az  über,  daß  man  die  Amplitude  un- 
geändert  läßt   und  den  Radiusvektor  mit  a  multipliziert.   Wenn 

z.B.  a  =  2  ist,  werden  alle  Radien- 
vektoren verdoppelt  (vgl.  Fig.  7  a). 
Wenn  a=  1/2  ist,  wird  jeder  Radius- 
vektor um  die  Hälfte  verkürzt  (vgl. 
Fig.  7  b).  Man  nennt  diese  Operation 
eine  Streckung  (vom  Anfangspunkt 
aus). 
a  I  =  1,  also  a  =  cos  a -f  /  sin  a  ist,  so  hat  z' =  az 
denselben  Betrag  wie  z.  Die  Amplitude  von  z'  ist  aber  um  a 
größer  als  die  von  z.  Man  gelangt  von  z  znz',  indem  man  die 
Ebene  die  Drehung  a  um  den  Anfangspunkt  ausführen  läßt. 
Wenn  a  eine  beliebige  komplexe  Zahl,  a  =  Je  (cos  a  -\-  isin a), 
ist,  so  gelangt  man  von  z  z\x  z\  indem  man  zuerst  die  Drehung 


Fig.  7  a. 


Wenn 


Fig.  71.. 


Die  Operationen  z'  =  z-^a,  z'  =  az,  z'=l/z. 


Fig.  8. 


5  =  ',C08  cc  -\-  i  sin  a)  z 
und  dann  die  Streckung 

ausführt,  oder  zuerst  die  Streckung 

ä  =  ^^ 
und  dann  die  Drehung 

^'  =  (cos  a  +  /  sin  a)  j. 
Wir  wollen  die  Operation 

z^  =  y]i  (cos  — h  i 

mit  T „  und  die  Operation  z^  =  az  mit  T  bezeichnen.  Führen 
wir  T,,  «-mal  aus,  so  gelangen  wir  von  z  über  -«'i,  ^2>  •  •  •■>  ^n  —  \ 
nach  z\  also  zu  demselben  Punkt,  den  wir  durch  Anwendung 
von  T  erreichen.  Dies  drückt  man  durch  die  symbolische 
Gleichung 

T  =  t: 


n/ 


■    annehmen,    so 
z'  immer  dichter 


aus.     Lassen    wir  n    die  Werte  2,  4,  8,  IH,  • 

wird  die  Kette  der  Punkte  z,  Zi,  z.^-  ■  ■,  z„  —  i, 

und  dichter.     Es  treten  zu  den  vorhandenen  immer  neue  Punkte 

hinzu.      Alle    diese    Punkte    liegen    auf    einer    logarithmischen 

Spirale;    denn    die  Amplituden    der  Punkte  z,  z^,   •••  z„  —  i,  z' 

bilden  eine  arithmetische,  die  Radienvektoren  eine  geometrische 

Reihe. 

Wir  können  uns  nun  die  Operation  z'  =  az  in  der  Weise 
ausgeführt  denken,  daß  der  Punkt  ^  sich  auf  jener  Spirale  nach 
z'  bewegt,  und  daß  dabei  der  Radiusvektor  sich  mit  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  um  0  dreht  (log  r  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit zunimmt,  bzw.  abnimmt). 

Welchen  Winkel  bildet  die  Spirale  mit  ihren  Radienvektoren? 
Wenn  man  Z-^  ~  z  durch  z  dividiert,  so  subtrahieren  sich  die 
Amplituden.  Ihre  Differenz  konvergiert  bei  unendlich  zu- 
nehmendem n  gerade  nach  dem  gesuchten  Winkel.  Es  kommt 
also  darauf  an,  den  Grenzwert  ß  der  Amplitude  ß>,  der  komplexen 
Zahl 


^V^ 


cos      +  /  sin  — ) 
n  nj 


1 


zu  finden.     Nun  ist 
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tg  ß.  = 


I^Ä^cos^^-1        n{l-^.+    -)-l 
Hieraus  folgt 

Iimtg/3„=  r^/;    ~Tl' 

also 

tg/3  =  ,-^- 
o  '^       log  k 

Wir  wollen    zum   Scliluß    noch    die   Operation    oder  Trans- 
formation besprechen,  die  durch  die  Gleichung 

1 

ausgedrückt  wird.     Setzen  wir 

z  =-  r  (cos  (f  +  i  sin  g>), 


so  wird 


0j  =  —  (cos  qp  —  /  sin  qp). 


Wir  gelangen  also  von  0  zn  z^,  indem  wir  zuerst  den  Radius- 
vektor r  durch  seinen  reziproken  Wert  ersetzen  und  dann  noch 
die  Amplitude  (p  durch  —  cp  (oder  zuerst  g)  durch  —  (p  und 
dann  >•  durch  \/r).     Die  Operation 

(*)  *'i  =  7'     'Pi='f     oder     ^'=^ 

nennt  man  Inversion  oder  Spiegelung  an  dem  Kreise  a;^ -f  2/^=1- 
Diese  Operation  gehört  (wie  die  Spiegelungen  an  Geraden)  zur 

Klasse  der  involutorischen 
Operationen,  d.  h.  wenn  man 
sie  zweimal  nacheinander  an- 
wendet, so  ist  jeder  Punkt 
wieder  zu  seiner  Anfangslage 
zurückgekehrt. 

Fig.  9.  ° 

Die  Konstruktion  des  Punk- 
tes s'  bei  gegebenem  z  ist  in  Fig.  9  angedeutet. 

Die  Operation  ^^  =  1/s  setzt  sich  zusammen  aus  einer  In- 
version und  einer  Spiegelung  an  der  a: -Achse.  Die  Inversion 
verwandelt  r  in  1/r  und  läßt  die  Amplitude  ungeändert.  Die 
Spiegelung  an  der  a; -Achse  läßt  den  Radiusvektor  ungeändert 
und  verwandelt  cp  in  —  q>- 


Inversion  im  Räume.  H 


Bei  der  Inversion  z^  =  Xjz  und  bei  der  Transformation 
z'  =  1/z  spielt  der  Punkt  ^  =  0  eine  Ausnahmerolle,  denn  für 
s  =  0  haben  die  Symbole  Iß  und  1/z  überhaupt  keinen  Sinn. 
Will  man  diese  Ausnahme  beseitigen,  so  muß  man  zu  den 
eigentlichen  Punkten  der  Ebene  noch  einen  uneigentlichen 
Punkt  hinzufügen,  von  dem  man  dann  sagt,  daß  er  bei  den 
Transformationen  z'  =  1/z  und  z'  =  1/z  mit  dem  Punkte  z  =  0 
ein  Paar  zusammengehöriger  Punkte  bildet.  Da  \z'  über  alle 
<jrenzen  wächst,  wenn  [  z  nach  Null  konvergiert,  so  nennt 
man  diesen  uneigentlichen  Punkt  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Ebene  oder  den  Punkt  Unendlich  und  benutzt 
dafür  das  Symbol  oo. 

In  der  projektiven  Geometrie  braucht  man  unendlich  viele 
uneigentliche  Punkte.  Hier  dagegen  ist  es  zweckmäßig  nur 
einen  solchen  Punkt  einzuführen. 

§  8.  Inversion  im  Räume.  0  sei  ein  fester  Punkt  im 
Räume.  Jeder  von  0  verschiedene  Punkt  P  bestimmt  mit  0 
eine  Halbgerade.  P^  sei  ein  Punkt  auf  derselben  Halbgeraden, 
und  er  liege  so,  daß  die  Radienvektoren  OP  und  OP^  das 
Produkt  1  geben,  daß  also  OP^  der  reziproke  Wert  von  OP 
ist.  Die  Operation  (oder  Transformation),  bei  der  jeder  Punkt  P 
in  den  oben  beschriebenen  Punkt  P^  übergeht,  nennt  man  eine 
Inversion  (in  bezug  auf  0)  oder  eine  Spiegelung  au  der  Kugel 
x^  +  y'^  -\-  z^  =  1.  In  jeder  durch  0  hindurchgehenden  Ebene  voll- 
zieht sich  offenbar  eme  Inversion  im  Sinne  des  §  7.  Will  man 
den  Ausnahmepunkt  0  beseitigen,  so  muß  man  einen  uneigent- 
lichen Punkt  einführen,  den  unendlich  fernen  Punkt  des 
Raumes. 

Die  Inversion  im  Räume  drückt  sich  unter  Benutzung  recht- 
winkliger cartesischer  Koordinaten  durch  die  Formeln  aus: 

X 

^       x*-{-y--\-z* 

y 


(*) 


z 
i""  x*-\-y*-\-z*' 
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X,  y,  2  sind  die  Koordinaten  von  P  und  x^,  y^,  s^  die  von  Pj. 
Da  P  und   P^   auf  derselben   Halbgeraden   von  0  aus  liegen, 

x^^Xx,    yi  =  Xy,     s^  =  lz.       (A>0) 
Um  A  zu  bestimmen,  muß  man  benutzen,  daß 


ist,  d.  li. 

(**)  ix'  +y'-\-  z')  {x,'  +  y,'  +z,')  =  1. 

Daraus  ergibt  sich 

X  = = 

Aus  den  Formeln  (*)  ergibt  sich,  daß  bei  der  Inversion 
jede  Kugel  wieder  in  eine  Kugel  übergeht.  Dabei  be- 
trachten wir  eine  Ebene  auch  als  eine  Kugel  (mit  unendlich 
großem  Eadius). 

Die  Gleichung  einer  Kugel  lautet 
(f)  «„  {x^  +  ^2  +  ^2)  +  «j  a;  +  «2  y  +  «3  ^  +  «4  ==  0. 

Da 

X,  2/i  ■^• 


;^2^_y2_^  ^2  _______ 

ist,  so  folgt  aus  (f) 

tto  +  «1  iCj  -f-  «2«/!  +  «3-^1  +  «4  (•»!"  +  2/l^  +  *i^)  =  0. 

Die  Kugel  {a^,  a^,  a^,  a^,  a^)  geht  also  bei  der  Inversion 
über  in  die  Kugel  {a^,  a^,  a^,  a^,  «(,).  Wir  charakterisieren 
hier  eine  Kugel  durch  die  fünf  homogenen  Koeffizienten  ihrer 
Gleichung. 

Die  Ebene  (0,  «j,  a^,  «g,  a^)  verwandelt  sich  bei  der  In- 
version in  die  Kugel  (a^,  a^,  a.^,  a^,  0),  d.  h.  in  eine  Kugel, 
auf  der  0  liegt.   Die  Ebene  (^0,  a^,  a^,  «g,  0)  geht  in  sich  über. 

P  sei,  wie  bisher,  ein  von  0  verschiedener  Punkt  und  P^ 
der  inverse  Punkt  (d.  h.  der  Punkt,  in  den  P  bei  der  Inversion 
übergeht).  Wir  betrachten  eine  Raumkurve  ^,  die  durch  P 
hindurchgeht  und   dort  eine  Tangente  t  hat^).      ßj   sei   die  in- 


1)  Man  denke  sich  diese  Tangente  als  eine  von  P  ausgehende  Halb- 
gerade. Auf  ^  sei  eine  Fortschreitungsrichtung  ausgezeichnet  und  nach 
dieser  die  Tangente  gezogen.     Dasselbe  mache  man  bei  Ä'. 
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verse  Kurve  (d  h.  die  Kurve,  die  aus  ^  durch  die  Inversion 
entsteht.)  Q  sei  ein  von  P  verschiedener  Punkt  auf  Ä  und  Q^ 
der  zu  Q  inverse  Punkt.  Wir  wählen  Q  so  nahe  an  P,  daß  er 
nicht  mit  0  zusammenfällt.  .p 

Da  nun  u/n 

also  y/.y^A--i^ 

ÖP:ÖQ=ÖQ^:ÖP,  /^^'        * 

ist,  so  sind  die  Dreiecke  OTQ  und  OQ,T.     0 
ähnlich.      Die    in    Fig.  10    angestrichenen 
Winkel  sind  also  gleich.    Wir  wollen  sie  beide  mit  a  bezeichnen.« 
Der  Winkel  Q^P^P  heiße  «j,  der  Winkel  bei  0  aber  s.     Dann 

ist  offenbar 

a^  =  cc  -\-  a. 

Wenn  Q  auf  der  Kurve  ^  nach  P  hinrückt,  so  nähert  sich 
die  Gerade  PQ  der  Grenzlage  t,  in  der  sie  mit  OP  den 
Winkel  a^  =  lim  a  bildet.  Da  zugleich  lim  £  =  0  wird,  so  er- 
gibt sich  lim  «^  ^  «„.  Die  Gerade  P^  Qi  nähert  sich  also  einer 
Grenzlage  t^  und  t^  ist  die  Tangente  von  ^^  im  Punkte  P^. 
Ist  M  der  Mittelpunkt  der  Strecke  PPi  und  denkt  man  sich 
in  M  eine  Normalebene  9^  auf  PPi  errichtet,  so  geht  offen- 
bar t^  aus  t  durch  Spiegelung  an  dieser  Ebene  9^  hervor. 

Jetzt  sei  Ä'  eine  zweite  Kurve  durch  P  und  t'  ihre  Tangente 
in  P.  Ferner  sei  ^j'  die  inverse  Kurve  und  t^  ihre  Tangente 
in  P^.  Dann  ergeben  sich  t^  und  t^  aus  t  und  t'  durch 
Spiegelung  an  der  Ebene  ^l.  Daher  bilden  t^  und  t^  deu- 
selben  Winkel  wie  t  und  t',  d.  h.  die  Kurven  ^^  und  Ä'i 
schneiden  sich  in  P^  unter  demselben  Winkel  wie  die 
Kurven  ^  und  W  in  P  Wegen  dieser  Eigenschaft  nennt 
man  die  Inversion  eine  winkeltreue  oder  konforme  Trans- 
formation. 

§9.     Die   Transformationen  ^'  =  — f-^und  g^=  "!  ,  ^- 

Da  die  räumliche  Inversion  jede  Ebene  durch  0  invariant 
läßt,  so  sieht  man,  daß  auch  die  in  §  7  betrachtete  ebene  In- 
version eine  winkeltreue  oder  konforme  Transformation  (der 
Ebene)  ist.    Wenn  wir  von  dem  Winkel  {tt')  reden,  so  meinen 
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wir  eine  Drehung,  die  t  in  t'  überführt.  Wir  drehen  um  den 
Punkt  P  (Fig.  11).  Ebenso  soll  (tit[)  eine  Drehung  sein,  die 
^j  in  t[  überführt.    Da  t^,  t^  aus  t,  t'  durch  Spiegelung  an  einer 

Geraden  MN  entstehen,  so  ist 

{tiQ  =  -  {W).     (mod.  2%) 
Wenn  wir  nämlich  t  um  P  in  irgend- 
einem   Sinne    drehen,    so    dreht   sich 
das  Spiegelbild  um  Pj   im  entgegen- 
^'^-  ^^-  gesetzten   Sinne.     Man    sagt    deshalb 

von  der  ebenen  Inversion,  daß  sie  die  Winkel  umlegt. 
Die  in  §  7  betrachtete  Transformation  z'  =  1/,?  setzt  sich,  wie 
wir  dort  sahen,  aus  einer  Inversion  und  einer  Spiegelung  an 
der  a;- Achse  zusammen  Beide  Operationen  sind  konform  und 
legen  die  Winkel  um.  z'  =  1/z  ist  also  eine  konforme  Trans- 
formation ohne  Umlegung  der  Winkel.  Dasselbe  gilt  offenbar 
von  den  Transformationen  z'  =  z  -\-  a,  s'  ^az,  deren  geometrische 
Bedeutung  in  §  7  erörtert  wurde.     Die  Transformation 

läßt  sich  aus  Transformationen  von  den  drei  Typen 

z'  =  z  -i-  a,   z'  =  az,     z'  =  l/z 
zusammensetzen.     Ist  y  =  0,  so  setze  man 

a 

z  =z,+  - 

Ist  y  =4^  0,  so  schreibe   man  die  Transformation  zuerst  in   der 

Form  „       ß         s       1 

z  =  — f-  ^-^ 


und  setze 


z^  =  z  -\-  -, 
y 
1 

_  (ty-ad 

Zo   Za 


Z     =    ^gH 

y 
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Mau  erkennt  hieraus,  daß  die  Transformation  2' 


ccz-\-ß 


eine 
der 


yzi-d 
konforme      Transformation      ohne      Umlegung 

Winkel   ist. 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zu  der  räumlichen  Inversion  zurück. 
Sie  verwandelt  jede  Kugel  in  eine  Kugel,  wobei  aber  auch 
die  Ebenen  als  Kugeln  zu  betrachten  siud.  Betrachten  wir 
nun  eine  Ebene  (S  durch  0  (das  Inversionszentrum)  und  eine 
Kugel,  die  @  in  dem  Kreise  ^  schneidet,  so  geht  bei  der 
Inversion  (£  in  sich  und  die  Kugel  wieder  in  eine  Kugel  über, 
also  ^  in  einen  Kreis  der  Ebene  @.  Dabei  muß  man  die 
Geraden  der  Ebene  @  auch  als  Kreise  ansehen.  Hieraus  ergibt 
sich,  daß  die  in  §  7  betrachtete  ebene  Inversion  Kreise  in 
Kreise  überführt.  Da  bei  einer  Spiegelung  an  der  :r- Achse 
ebenfalls  Kreise  in  Kreise  übergehen,  so  hat  auch  die  Trans- 
formation z'=l/z,  die  sich  aus  der  Inversion  und  der 
Spiegelung  an  der  a;- Achse  zusammensetzt,  die  Eigenschaft 
Kreise  in  Kreise  zu  verwandeln.  Den  Transformationen 
z'  =  2  -\-  a,  ^  =  az  kommt  wegen  ihrer  in  §  7  angegebenen 
geometrischen  Bedeutung  diese  Eigenschaft  gleichfalls  zu,  mit- 


hin auch  jeder  Transformation  z^  = 


«2  + 


YZ+d 
Diese  Transformationen  bilden  eine  Gruppe.     Aus 


{ad-ßy=^0). 


i 


folgt  nämlich 
und  man  hat 


7ä  8  +  *2 

(y.«i  +  <Jt  7.)  ^  +  (7.^1  +  ^,^1)' 


(«2^2  -   ß-2y2^^) 


72 


ß2 


ßl 


+  0. 


Die   Aufeinanderfolge    von   zwei    Transformationen    der    Form 

ist    also    äquivalent    mit  einer   einzigen    Transformation   dieser 
Art.      Diese  Eigenschaft   nennt    man   die    Gruppeneigenschaft. 
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Die  hier  betrachtete  Transformationsgruppe  besteht  aus  lauter 
konformen  Transformationen  (ohne  Umlegung  der  Winkel), 
die  Kreise  in  Kreise  verwandeln. 

Wir  wollen  jetzt  die  Transformation 

betrachten.  Sie  setzt  sich  zusammen  aus  der  Spiegelung  an 
der  a:- Achse  \  =  z  und  der  Transformation  ^' =  — — r-^-  Sie  ist 
also  auch  winkeltreu  (aber  mit  Umlegung  der  Winkel)  und 
führt  Kreise  in  Kreise  über. 

Eine  spezielle  Transformation  von  der  Form  (*)  kennen  wir 
bereits,  nämlich  die  Inversion  z^  =  Xfz.  Sie  ist  involutorisch, 
d.  h.  sie  führt  ^'  wieder  nach  z  zurück.  Wir  stellen  im  An- 
schluß hieran  die  folgende  Frage: 

Wann  ist  die  Transformation  (*)  involutorisch?  Soll  0'  in  z 
übergehen,  so  muß  man  haben 

yz'^S  -yzi-cc 

Nun  ist  aber  anderseits 

—.       az  -\-  ß 

-yzVS 
Es  muß  also  für  alle  Werte  von  z  die  Gleichung 

Sz-ß  _  üz  i-^ 
-yzi-a         yz^'S 
stattfinden,  d.  h.  _ 

^,  —  ß,  -  y,  (^ 

müssen  proportional  zu 

a,  ß,  y,  d 

sein:  — 

Ö  =  Qa,  -  ß  =  Qß,  -y=^Qy,  a  =  qÖ. 

Da  hiernach  auch 

S  =  Qä,  —  ß  =  fß,  —  y  =  Qy,  a  =  Qd 

ist,  so  folgt  sofort 

Es    läßt    sich    immer    bewirken,    daß    p  =  —  l    wird.      Wenn 

p  =)=  —  1  sein  sollte,  so  setze  man 

a,=ii\  +  Q)a,  ß,^i{l  +  Q)ß,  y,=i[l  +  Q)y,  d,  =  i(l  +  Q)d. 
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Daun  hat  man 

ß^   und  7i   sind  also  reelle  Zahlen  und  «j   und  —  d^  konjugierte 
komplexe  Zahlen.     Setzen  wir 

ßi  =  ^>     ^1  =  ^-y  «1  =  "  +  ''^7     dl  =  —  a  4-  ^V7, 
so  können  wir  die  Transformation  (*)  durch  die  Gleichung 

,       {a-{-id)z-\-b 


cz  —  {a  —  id) 
ausdrücken,     a,  h,  c,  (/  sind  reelle  Zahlen,  und  es  besteht  die 


ausd 
Ungleichung 

weil  «]  dj  — /3j  j/^  ^=  0  ist. 
Die  Gleichung  (**),  d.  h. 

c^'^  -  (a  -  id)  z'  -{a  +  id)z-h  =  0, 

läßt  sich  im  Falle  c  =|=  0  folgendermaßen  umschreiben : 

/  ,       a  +  id\   /-       a  —  id\  a*+  d*-}-  bc 

Setzt  man  ,  . , 

a-j-  id 


c 

j        a-\-id 


c  ^  ' 

SO  nimmt  sie  folgende  einfache  Gestalt  an 

,-       a^  +  d-  +  bc 
ä'ä  =  — -,  —  • 

Im   Falle 

a2  +  f/2  4-  öc  >  0 

ist  dies  eine  Spiegelung  an  dem  Kreise 

a--+d^4-bc 
hh  =  -  -.J^-- 

( vgl.  Fig.  9).    Die  Punkte  des  Kreises  bleiben  einzeln  invariant. 
Im  Falle  72  i   i.     ^  r\ 

setzt   sich   die  Transformation   zusammen   aus    der   Spiegelung 

an  dem  Kreise  .  ,  j?  ,  i 

- a-4-  d^ ■\-hc 

U—  ^i 

Iv  o\v  alewBki,  die  komplexen  VeräTid.Tlichen.  2 
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und  der  Spiegelung  an  dem  Punkte  J  =  0,  dem  Mittelpunkt 
4es  Kreises  (vgl.  Fig.  12).  Der  Kreis  bleibt  bei  der  Trans- 
formation invariant,  aber  jeder  Punkt  geht 
nach  dem  diametral  gegenüberliegenden  Punkte. 
Wenn  ein  Kreis  durch  die  Endpunkte  eines  Durch- 


messers,   Grundkreises    des    %%  =  — 


a*+<i*  +  fcc 


Fig.  12 


hindurchgeht,  so  wird  er  durch  die  Trans- 
formation in  sich  übergeführt.  Denn  A  geht 
in  B,  B  in  A,  C  in  6"  und  6"  in  C  über  (weil  CM  MC'  =WA^); 
vgl.  Fig.  13.  Man  kann  den  Punkt  s',  in  den  z  bei  der  Trans- 
formation übergeht,  definieren  als  den 
zweiten  Schnittpunkt  aller  Kreise,  die 
durch  2  und  die  Endpunkte  irgendeines 
Durchmessers  des  Grundkreises  hindurch- 
gehen. 

Bei  der  Spiegelung  an  einem  Kreise  blei- 
ben alle  Kreise,  die  jenen  Kreis  (den  Grund- 
kreis)  rechtwinklig  schneiden,  invariant,  weil  MC ■  MC  =  MS^ 
ist  (vgl.  Fig.  14).  Man  kann  den  Punkte',  in  den  s  bei  der 
Spiegelung  übergeht,  definieren  als  den  zweiten 
Schnittpunkt  aller  Kreise,  die  durch  z  hin- 
durchgehen und  den  Grundkreis  orthogonal 
schneiden. 

Diese  Bestimmung  von  z'  bleibt  offenbar 
auch  gültig,  wenn  es  sich  um  eine  Spiegelung 
an  einer  Geraden  handelt  (vgl.  Fig.  15).  Eine  solche  Spiege- 
lung wird  durch  (**)  dargestellt,  wenn  c  =  0  ist.     Dann  lautet 

die  Gleichung  (**) 
(a  -  id)  z'  +{a  +  id) .?  +  &  =  0, 
d.  h.  wenn    wir     s  =  x  -\-  iy    und 
z^  =  x'  -\-  iy'  setzen, 

a{x'-\-x)-tdl,y'-]-y)  +  h 


477yc' 


Fig.  14. 


Fig.  15. 

Sie  zerfällt  in 
und 


+  i{a{:,j'-y)-d(x'-x)\-Q. 


a  {y'  —  y)  —  d  {x'  —  x)  =  0. 
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Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  daß  der  Punkt  -i — ?  d.  h.  der 
Mittelpunkt  der  Strecke  zz'  auf  der  Geraden 

liegt,  a  und  d  sind  wegen  «^+  d^ -\-  hc  =^0  und  c  =  0  nicht 
beide  gleich  Null.  Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  drückt 
aus,  daß  die  Strecke  zs'  zu  der  eben  erwähnten  Geraden 
senkrecht  ist.  Es  handelt  sich  also  wirklich  um  eine  Spiegelung 
an  dieser  Geraden. 

Wenn  wir  die  Geraden  mit  zu  den  Kreisen  rechnen,  so 
können  wir  sagen,  daß  durch 

immer  eine  Spiegelung  an  einem  Kreise,  und  zwar  an  dem 
Kreise 

c  (X2+  Y')  -'2aX-  2d  Y-b  =  0 

dargestellt  wird.  Im  Falle  a'^  +  d^ -\-  &c<0  spricht  man  von 
einer  uneigentlichen   Spiegelung. 

Wenn  man  auf  alle  Punktepaare  einer  eigentlichen  Spiege- 
lung die  Transformation  z'  =     "     ^  anwendet  (ad  —  /3y  =(=  0), 

so  erhält  man  wieder  die  Punktepaare  einer  Spiegelung.^) 
Durch  ein  Punktepaar  einer  Spiegelung  geht  nämlich  ein 
Büschel  von  Kreisen,  die  den  Grundkreis  ^  senkrecht  schneiden. 

Die    Transformation   z' = — 4-^   verwandelt   aber   Ä    in   einen 

yz  +  d 

Kreis  ü'  und  das  erwähnte  Büschel  in  ein  Büschel  von 
Orthogonalkreisen  des  Kreises  ^'. 

Durch  passende  Wahl  von  a,  ß,  y,  d  kann  man  erreichen, 
daß  Ä'  eine  Gerade  wird.  Zuerst  bewirkt  man  durch  eine 
Translation  z' =  z -{- c,  daß  Ä  durch  den  Anfangspunkt  hin- 
durchgeht, und  dann  wendet  man  die  Transformation  z' =  i/s 
an.    Jede  Spiegelung  kann  man  also  durch  eine  Transformation 

z' ^  - — j^  in  eine  Spiegelung   an   einer  Geraden   verwandeln. 

Nimmt  man  eine  passende  Drehung  z' =  kz  (|Ä;!  =  1)  vor,  so 


1)  Dies  gilt  übrigens  auch  für  uneigentliche  Spiegelungen. 

2* 
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wird  diese  Gerade  parallel  zur  .t-Achse  und  durch  eine  Trans- 
lation s' =  z  -\-  c  läßt  sie  sich  schließlich  mit  der  a'-Achse  zur 
Deckung   bringen.      Jede   Spiegelung    kann    man   somit    durch 

eine    Transformation    ,;'  =  "",  \,    in    die    Spiegelung    an    der 

yZ  -\-d  1      o  o 

a;-Achse,  z'  =  i,  verwandeln.  Hieraus  folgt  weiter,  daß  jede 
Spiegelung  in  jede  andere  durch  eine  Transformation  von  der 

Form   2'= — —  überführbar  ist. 

Wir  wollen  zum  Schluß  noch  zeigen,  daß   sich  jede  Trans- 
formation , 

aus  Spiegelungen  zusammensetzen  läßt.     Es  genügt,  wenn  wir 

dies  bei  den  Translationen,  den  Rotationen  und  den  Streckungen 

nachweisen.    Bei  der  Transformation  2'  =  Iß'  ist  es  uns  nämlich 

schon  bekannt. 
c 

Die  Translation  2'  =  2  -\-  c  erhalten  wir, 
wenn  wir  an  zwei  Geraden  spiegeln,  die  zu 
dem  A'ektor  c  senkrecht  sind  und  den  Abstand 

—  |c|  haben.    Das  sieht  man  aus  Fig.  16.    Es 

wird   zuerst   an   der  Geraden   1    und   dann    an 
■^'^'  ^^  der    Geraden   2    gespiegelt.     P  gelangt    dabei 

über  P'    nach  P"   und   zu  PP"    gehört   die   komplexe  Zahl  c. 
Eine  Rotation  um  den  Anfangspunkt  0  (mit  dem  Drehungs- 
winkel a)   kann   man   durch    Spiegelungen    an   zwei   Geraden  g 
und  g'  erhalten,    die   durch    0   hindurchgehen   und 
so  gewählt  sind,  daß  g'  aus  g  durch  die  Drehung  — 
entsteht  (vgl.  Fig.  17). 

Die  Streckung  ,?'  =  Jcz  (Je  reell  und  positiv)  ergibt 
sich,  wenn  man  die  beiden  Spiegelungen 
1         ,       k 

^"^s- 17-        ausführt. 

Wenn  man  irgend  zwei  Spiegelungen  nacheinander  vornimmt, 
so   entsteht  offenbar  stets  eine  Transformation  von  der  Form 


1 

>■ 

p- 

p 

P" 

p 

P' 

P' 

1 

2 
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§  10.  Homogfeue  Schreibweise.  Wir  wollen  die  Punkte 
der  Ebene  (einschließlich  des  unendlich  fernen  Punktes)  nicht 
wie  bisher  durch  eine  komplexe  Zahl  (Koordinate),  sondern 
durch  zwei  komplexe  Zahlen  (homogene  Koordinaten)  charak- 
terisieren. 

Wenn  es  sich  um  einen  eigentlichen  Punkt  handelt,  dem 
die  komplexe  Zahl  z  entspricht,  so  definieren  wir  als  homo- 
gene Koordinaten  dieses  Punktes  zwei  komplexe  Zahlen  ä'^,  2.,, 
die  sich  von  s  und  1  nur  um  einen  (von  Null  verschiedenen) 
Faktor  unterscheiden.     Es  soll  also   sein 

~i  =  Q^,     ^2  =  C-         (P  4=  0) 

Als    homogene    Koordinaten    des    unendlich    fernen   Punktes 
definieren   wir  zwei  komplexe  Zahlen  z^,  z^,   die  bis  auf  einen 
(von  Null  verschiedenen)  Faktor  gleich   1  bzw.  0  sind: 
Z,=  Q,     z,=  0.  (p  +  0) 

Die  homogenen  Koordinaten  sind,  wie  man  sieht,  nie- 
mals beide  gleich  Null. 

Zwei  komplexe  Zahlen  z^,  z^,  die  nicht  beide  gleich  Null 
sind,  lassen  sich  immer  als  Koordinaten  eines  Punktes  ansehen. 
Im  Falle  ^.,  =\=  0  ist  es  der  Punkt  z  =  zjz^,  im  Falle  z.^  =  0  der 
unendlich  ferne  Punkt,  z^,  z^_  und  z^-,  z*,  stellen  dann  und 
nur  dann  denselben  Punkt  dar,  wenn  z^  z^  --  z^  2^  =  ^  ist. 

Eine  linear  gebrochene  Transformation  si  =  — —^  kann  man 

unter   Benutzung    der    homogenen    Koordinaten    in    folgender 
Weise  schreiben: 

(^) 


Wir  nennen  sie  kurz  eine  lineare  Transformation. 

Da  ad  —  ßy  =^  0  ist,  so  können,  wenn  z^,  z^  nicht  beide 
gleich  Null  sind,  auch  5^,  i.>  nicht  beide  verschwinden.  Jedem 
Punkt  z^,  Z.2  entspricht  also  ein  Punkt  g^,  §2-  ^^^  Umgekehrte 
gilt  auch  und  wir  können,  da  es  bei  den  homogenen  Koordinaten 
auf  einen  gemeinsamen  Faktor  nicht  ankommt,  die  Auflösung 
von  (*)  so  schreiben: 

■',  =  -  r5i  +  «^2- 
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Man  kann  die  Transformation  (*)  auch  durch  eine  einzige 
Gleichung  darstellen,  nämlich  durch 

oder 

(**)  «11  ^1  äl  +  «12  ^1  §2  +  «21  ~^2  Sl  +  f'2S  ^2  §2  =  0 

Kl  =  -  yy      «12  =  ^y      «21  =  —  ^;      »22  =  ß)- 

Wegen  ad  —  ßy  ^  0  ist 

«11      «12 

«21     »22 

die  Determinante  der  Bilinearform  (**),  von  Null  ver- 
schieden. 

Im  Falle  «i,,  =  «21  ^^^  ^^*  Transformation  (**)  involutorisch. 

Die  Transformation  j  =  _"f  V^  lautet  in  homogener  Schreib- 
weise 

äi  =  a^i  +  ß0g, 

-        .  (ad-ßy^O) 

ij,  ^2  s^^^  ^'®  konjugierten  Zahlen  zu  2^,  s^.  Auch  diese 
Transformation  können  wir  durch  eine  einzige  Gleichung  dar- 
stellen, nämlich  durch 

(t)  («^1  +  ßh)  h  -  (y^i  +  ^^2)  äi  =  0. 

Wenn  die  Transformation  involutorisch  ist,  so  läßt  sich  durch 
Multiplikation  der  obigen  Gleichung  mit  einem  Faktor  be- 
wirken, daß  a  und  —  8  konjugierte  komplexe  Zahlen  und  ß 
und  y  reelle  Zahlen  werden  (vgl.  S.  16).^)  Schreiben  wir  (f) 
in  der  Form 

(tt)  «ll^lSl  +  «12^182  +  a21^2Sl  +  a22^2S2=  0, 

setzen  wir  also 

«  =  «12?       ^  =  «22>       y  =  —  «11;       <^  =  —  «21> 

so  sind  «12  und  «21  konjugiert  komplex  und  «n,  «22  reell. 
Soll  der  Punkt  z^,  z^  bei  der  Transformation  (ff)  in  Ruhe 
bleiben,  so  muß  er  der  Gleichung 

«11^1^1  +  «12^1^2  +  «21^2'^1  +  «22^2^2  =  ^««^r^*=  0 

genügen. 

1)  Man  beachte  die  Formel  (**)  auf  S.  17,  wo  a  =  a-\-iä,  ß==b,  y  =  c, 
6  =  —  {a—  id)  ist. 
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Sart'Zr^*  (ärj.=  «.»r)  uennt  man  eine  Hermitesche  Form. 
Eine  solche  Form  hat  stets  einen  reellen  Wert,  weil  die  zu 
I^QrsSr-^s  konjugierte  Zahl  gleich  EänZr^i,  also  gleich  2Ja,,,.3,Zr 
ist.  Vertauscht  man  in  dieser  letzten  Summe  die  gleichberech- 
tigten Summationsindizes  r,  s,  so  entsteht  wieder  UUra^r^»- 
Diese  Zahl  ist  also  zu  sich  selbst  konjugiert,  d.  h.  sie  ist  reell. 

Wenn  man  auf  die  Punktepaare  von  (ff)  eine  lineare  Trans- 
formation anwendet,  wenn  man  also  setzt 

22=vXi+iJX2,  'S'2  =  va^j  +  ^^,, 

und  zugleich 

so  verwandelt  sich  (ff)   in 

a'nXili  -f  anx^l^  +  «2i^2i"i  +  «22^2  J2  ="  ^^ 
Man  bestätigt  leicht,  daß  a^^,   a.'j  reell,  «jg,  «31  ^^^^  konjugiert 
komplex  sind  und  daß 


«11 

o't. 

«11 

«12 

l 

/^ 

X 

/* 

«21 

«22 

«21 

«22 

V 

Q 

yv 

Q 

ist  Die  Hermiteeche  Form  Z,ar,Zr2g  geht  vermöge  (**)  in 
2a'  XrX,  über. 

Man  sieht,  daß  das  Zeichen  der  Determinante  erhalten  bleibt. 
Wir  wissen  (vgl.  S.  19),  daß  es  sich  im  Falle  einer  negativen 
Determinante  um  eine  eigentliche  Spiegelung  handelt.  Eine 
eigentliche  Spiegelung  wird  also  durch  eine  lineare  Trans- 
formation wieder  in  eine  eigentliche  Spiegelung  verwandelt  und 
eine  uneigentliche  Spiegelung  in  eine  uneigentliche  Spiegelung. 

Durch  eine  passende  lineare  Transformation  läßt  sich  die 
Hermitesche  Form  UUrs^rZs,  je  nachdem  die  Determinante 
negativ  oder  positiv  ist,  in  x^Xi—  XoX^  oder  XiXi-{-x^x^  über- 
führen.*)    Jede  eigentliche  Spiegelung  ist  also  überführbar  in 

^li'i  -  ^2^2  =  0  (inhomogen  :  j  =  ^j , 

jede  uneigentliche  Spiegelung  in 

^1  ii  +  ^2  h  =  0  (inhomogen  :  j  =  -  ^^ 

1)  Vgl.   meine  „Einführung  in   die   Determinantentheorie",    S.  283. 
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§  11.    Versiuulichuug    der   komplexen  Zahlen   durch 
die  Punkte  einer  Kugel.     Wenn  wir  die  Inversion 


, X  y  


x--\-y^-\-  Z'  x^-\-y^-\-z^       "        x*-\-y^-\-  z^ 

auf  eine  Kugel  anwenden,  die  durch  den  Anfangspunkt  hindurch- 
geht, also  z.  B.  auf  die  Kugel 

80  entsteht  eine  Ebene,  bei  dem  angeführten  Beispiel  die  Ebene 

0=1. 

Die  Ebene  und  die  Kugel  sind,  weil  die  Inversion  winkel- 
treu ist,  konform  aufeinander  abgebildet.  Außerdem  entsprechen 
den  Kreisen  der  Ebene  die  Kreise  auf  der  Kugel. 

^  Nennen  wir  den  Anfangspunkt  den  Nordpol, 

den  Punkt  0,  0,  1  den  Südpol  der  Kugel,  so 
ist  die  Ebene  die  Tangentialebene  der  Kugel 
im  Südpol.  Zwei  zusammengehörige  Punkte 
der  Ebene  und  der  Kugel  liegen  auf  derselben 
Geraden  durch  den  Nordpol  (Fig.  18). 

Wenn  wir  dem  Punkt  x,  y,  1  und  seinem 
Bildpunkt  i",  l),  3  auf  der  Kugel  die  komplexe  Zahl  tv  =  x  +  iy 
zuweisen,  so  sind  die  komplexen  Zahlen  durch  die  Punkte 
der  Kugel  versinnlicht.  Wenn  der  Punkt  iv  in  der  Ebene  ins 
Unendliche  rückt,  so  geht  der  Punkt  w  auf  der  Kugel  in 
den   Nordpol    über.     3:,  i),  5    hängen    in    folgender  Weise    von 

w  =  X  +  iy  ab: 

, X  y  1 

d.  h. 

16'  ,-|-  W  IV  —  W  1 

^  ""  2{ww-]-l)'     ^^  "^  2iiww-{-l)'      ^  ^  ww  +  l  * 

Benutzt  man   statt  w  (wie  in  §  10)  zwei  komplexe  Zahlen  iv^, 
w^,  so  nehmen  diese  Gleichungen  folgende  Gestalt  an: 

^  9  ^ÄTT    ir    _1_  fiT^    in   \  '  9  ( 1T1    1/1    _i_  T/*    1/1    ^  0 


2  (tOj^  w^  -\-  w^  Wj )        '        2  (mJj  iVy  -f  10^  w, )        "        2  ( u\  u\  -\-w^w^) 

Wendet  mau   im  Räume   homogene  Koordinaten  j:j,  j,?  h)  ?i 
an,  so  kann  man  schreiben: 
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Ji  =  Wi^o  +  w^iv^, 

Die    rechten    Seiten     sind    Herrn itesche    Formen     und    jede 
Hermitesche  Form 

läßt  sich  durch  jene  vier  linear  ausdrücken.    Man  hat  nämlich 
_  1     i     . . 

«^2  *<'2  =  ^2  *^i  ? 

also      _ 

(t)  5"=  -  («Ol  +  «12)  (^/;l  «t72  +  w<i  n\)  +  ^  (««i  -  «12)  (ii^i  w-2  -  i^2 *^i ) 

+  (%2  ~"  *ii)  ^"2  '^^2  +  '^^n  (w^i'^^i  +  ^i'i^i)- 
Wir  wollen  jetzt  zusehen,  wie  sich  eine  lineare  Transformation 

iiv'i  =  air.  +  ßiv.,,  ^  .    ^^ 

{ i''2  =  yiv^  +  o  «fg 
in  den  x,  ausdrückt.     Man  hat 

j2=  iw'iW^  —  iw'iw'i, 
J3==  2m;2W'2, 

Setzt  mau  hier  für  ii\,  iv^,  w^,  w,  die  Ausdrücke 

an\  +  /3;6'2,  7^<^i  +  öic^,  äil\  +  ßtVo,  yiv^-\-  dtv.2 
ein,  so  werden  ^'i,  JÖ,  £3,  j.'^  Her m itesche  Formen  in  ic\,  iv.,. 
Jede   solche   Form  läßt   sich   aher  nach   (f)  linear  aus  J^,  ji.\,, 
jjg,  j^  zusammensetzen      Es  wird  also  sein 

(tt)  l'r  =  Crll^  +  Cr-1 1-,  +   Cr  3  ¥3  +   Cr  1  ^"4  . 

(>•=!,   2,    3,4). 
Die  Cr«  sind   reelle  Zahlen.     Die  Determinante  der  Cr,  ist  von 
Null   verschieden.      Sonst   gäbe   es   vier  reelle   Zahlen   kr,    die 
nicht  alle  verschwinden  und  die  Gleichung 
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^XrCr,=  0  {s=l,   2,    3,    4) 

r 

erfüllen.     Es  wäre  dann  beständig 

r 

wie  auch  der  Punkt  (j')  auf  der  Kugel  liegt.  Das  ist  aber 
nicht  der  Fall. 

(ff)  ist  eine  Kollineation  im  Räume.  Die  Punkte  der  Kugel 
werden  bei  ihr  ebenso  transformiert  wie  bei  (*).  Da  eine 
Kollineation  Ebenen  in  Ebenen  verwandelt,  so  sehen  wir  hier 
auf  eine  neue  Weise,  daß  bei  (*)  Kreise  in  Kreise  übergehen. 

Was  bedeutet  auf  der  Kugel  die  Transformation 

w\  =  w'o,  w'i=  Wi,  d.  h.  w'  =     ? 
Hier  wird 

J2  =  iw\  iV2  —  iw'2  w\  =  iw^  w^  —  iw^w^^  —  1C.2' 

j3  =  2w'2Ws  =  2w^w^  =  2{w^Wi  -f  w.^w^)  —  2w^w.2  =  i^  —  J3, 

J4=  2(w'iW[  +  W2W'2)  =  2{W^W^  +  WiWi)  =  E4. 

Es  ist  also  /         i\  /        i\ 

Das  ist  eine  Spiegelung  an  der  Geraden  t)  ^  0,  §  =  „  >  d.h.  an 
einem  Durchmesser  der  Kugel,  und  zwar  verbindet  dieser  Durch- 
messer die  Punkte  ?r  =  1  und  w  =  —  1. 

Was  bedeutet  auf  der  Kugel  die  Transformation 

Wi=  Wq,     iv'i  =  w. ,     d.  h.  iv'  =  =? 
Diesmal  wird  ,  ^  _ 

l\  =  ü<;2  Wi  —  iw^w^  =  J2, 

j3=  2m;iM;,  =  J4- J3, 

jl  =  2  (wgttSg  +  zt^iwj  =  J4, 
also 

?'  =  ?,   9'  =  t),   s'-|  =  -(ä-4)- 

Das  ist  eine  Spiegelung  an  der  Ebene  ä  ^  ^»  der  Äquatorebene 
der  Kugel. 
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also 


Was  bedeutet  auf  der  Kugel  die  Transformation 

w'i=  —  w^,     W2=Wif     d.h.w'=  —  —^ 

Hier  wird         ,  _  _ 

ji=  —  w^Wi  —  w^w^  =  —  El, 


'  =  -E,     ?'=-9,     ä'-i--(ä--^)' 


Das    ist   eine    Spiegelung   am    Mittelpunkt    der   Kugel.     Jeder 
Punkt  geht  in  den  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  über. 

§  12.    Eine  besondere  Klasse   linearer  Transforma- 
tionen.    Wir  wollen  jetzt  solche  linearen  Transformationen 


\w2=  'yWi-\-  du-^ 

betrachten,  die  die  Hermitesche  Form  tViW^  +  w^w^  invariant 
lassen.  Bei  der  zugehörigen  Kollineation  lautet  die  letzte 
Gleichung  jl  =  y^.  Sie  läßt  also  die  unendlich  ferne  Ebene  in 
Ruhe.  Da  sie  außerdem  die  Kugel  ll  +  ^l  -\-  1^1  —  hli=  ^  i^ 
sich  überführt,  bleibt  auch  der  Mittelpunkt  der  Kugel  in  Ruhe, 
als  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene.     Seine  Koordiraten  sind: 

0,0,  |,1. 

Verlegen  wir  durch  eine  Translation  des  Achsensystems  den 
Anfangspunkt  nach  dem  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  schreibt 
sich  die  Kollineation  wie  folgt: 

rt)i  =  Ca9i  +  Ci2l;2+Ci3t|3, 

U3  =  C3it)i+  C32t)2+  Css^S- 

Die  \)  sind  gewöhnliche  rechtwinklige  Koordinaten.  Da  unsere 
Kollineation  die  Kugel  \)l  -\-  'ql  -]-  t)l  =  1  invariant  läßt,  so  muß 
aus  den  obigen  Gleichungen  folgen 

9;'+t)3'^  +  93*=9^  +  9r+9i 
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(**)  ist  demnach  eine  orthogonale  Transformation.  Die  Deter- 
minante einer  solchen  Transformation  ist  gleich  1  oder  gleich 
—  1.  Ist  sie  gleich  -f-  1,  so  handelt  es  sich  um  eine  Rotation 
(um  den  Mittelpunkt  der  Kugeln  Ist  sie  gleich  —  1,  so  folgt 
auf  die  Rotation  noch  eine  Spiegelung  an  einer  Diametralebene 
der  Kugel.  Im  zweiten  Falle  würde  also  die  Kollineation  auf 
der  Kugel  eine  Umlegung  der  Winkel  bewirken.  Da  (*)  die 
Winkel  nicht  umlegt,  so  ist  dieser  Fall  ausgeschlossen. 

Die  Transformation  (*),  von  der  wir  annehmen,  daß  sie  die 
Hermitesche  Form  h\w^  +  W2W.2  invariant  läßt,  ist  also  auf 
der  Kugel  eine  Drehung  um  den  Mittelpunkt.  Wir  wollen 
deshalb  eine  solche  Transformation  (*)  kurz  als  eine  Drehung 
bezeichnen.     Damit  (*)  eine  Drehung  ist,  muß  die  Identität 

(aw^  +  ßiV2){ttit\  -f  ßw^)  -\-  (yw-i  +  dw.^){'yWi  +  dw^) 
=  Wiivi  -{-  W.2 w^ 
sein,  d.  h.  es  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen: 

Iaa  -{-yy  =  1, 
aß  +  y8  =  0. 
Wenn  man  in  ^  _  - 

r  ^  und  ["t) 
\y  8  ^y  8' 

zwei    gleichnamige    Spalten    zusammensetzt,   kommt  1    heraus. 

Setzt  man  dagegen  zwei  ungleichnamige  Spalten  zusammen,  so 

kommt  0  heraus. 

Man  kann  fragen ,  ob  mit  den  linearen  Transformationen, 
welche  die  Hermitesche  Form  w^^w^  +  w^w^  invariant  lassen, 
wirklich  alle  Drehungen  um  den  Mittelpunkt  der  Kugel  er- 
schöpft sind 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  bemerken  wir  zunächst,  daß 
jeder  Punkt  it\^  w.^  durch  eine  lineare  Transformation,  die 
w^w^  +  «^'2 '^2  ungeändert  läßt,  in  1,  0  übergeführt  werden  kann. 
Man  muß  a,  ß,  y,  8  so  wählen,  daß  die  Relationen  (f )  bestehen 
und  außerdem  die  Gleichung 

0  =  7  u\  4-  8  Wg 
gilt.     Aus  dieser  Gleichung  folgt 

y    =    Q'th,  8    =    -QlVy 
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Soll  nun,  wie  aus  (f)  folgt, 

sein,  so  muß  man  q  so   wählen,  daß 

1 

ist.     Man  kann  z.  B.  setzen 

1 
9  = 


Die  Gleichung  äa  -\-^y  =  l   wird  befriedigt  durch 

a=y{—  yy, 
die  Gleichung  ßß  +  Sd  =  \   durch 


ß  =y  \  —  dd (cos i}^  -r  i sin ijj). 
Über  1^  muß  man  so  verfügen,  daß  man  hat 

aß  +  yd  =  0, 
d.  h. 


(ff)        l/(l  -  T^y)  (1  -  5d)  (cos  t  +  ?■  sin  ^)  +  yd  =  0. 
Nun  ist  y  =  qw^,  d  =  —  QW-^^,  y  =  Qtv.^,  S  =  —  qw^,  also 

1  — ■i"y= — ^^-^7 — _  )     1  —  00=  —  -— — i -i     yo  = 


Die  Gleichung  (ff)  lautet  also 


yiv^w^w^w^  (cos ^  +  / sin  ^)  —  t<;,  et'g  =  0 

oder  - 

,    .    .  w.  w, 

cos  il>  -r  '  sm  il>  = ^7-3 

yti\  ic,  t(;i  tPj 

Sie   läßt   sich   durch   passende  Wahl  von  ip  befriedigen,  da  die 
rechte  Seite  den  Betrag  1  hat. 

Liegt  nun  eine  Rotation  ^  um  einen  Durchmesser  der  Kugel 
vor,  so  können  wir  auf  sie  eine  solche  Drehung  u\  =  au\  +  ßzv2, 
tr'-2  =  yw^  +  8 IV.,  oder  kurz  ^  anwenden,  daß  die  Rotations- 
achse mit  der  j^- Achse  zusammenfällt.  Eine  Drehung  9?'  um 
die  5 -Achse  wird  aber  dargestellt  durch  eine  Gleichung 
?f' =  ?(;(cos  X  +  Vsin  A)   oder   durch  Gleichungen  von  der  Form 

(ttt)  ^^''i  "=  ^^'1  (cos  X  +  i  sin  A\     ic\  =  vr,. 

Hier  ist  aber  n\w'i  -\-  w'^w'^  ==  'a\ii\  -f  w^w^.    Wendet  man  nun 

auf  (ttt)   die  Umkehrung   von  2)   an,  so  entsteht  eine  lineare 
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Transformation,  die  h\w^^ -r  w^w^  invariant  läßt  und  die  der 
analytische  Ausdruck  von  Üt  ist. 

Damit  haben  wir  gezeigt,  daß  jede  Rotation  um  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  sich  durch  eine  lineare  Trans- 
formation ausdrückt,  welche  die  Hermitesche  Form 
*^i*^i  +  ^2^^2  i^  sich  überführt. 

Man  darf,  ohne  daß  man  eine  andere  Transformation  erhält 
und  ohne  daß  die  Relationen  (f)  zu  gelten  aufhören,  a,  ß,  y,  d 
mit  einem  Faktor  q  multiplizieren,  der  den  absoluten  Betrag  1 
hat.  Der  Leser  möge  sich  überzeugen,  daß  nach  passender 
Wahl  dieses  Faktors  folgende  Formeln  gelten: 

a  =  cos  -ö-  (cos  qp  +  i  sin  9?),     ß  =  —  sin  d^  (cos  %  -^  ^  ^^^  X^' 
y  =  sin  ■O-  (cos  x  —  *  sin  x),      ^  =       cos  d-  (cos  (p  =  i  sin  (p). 

Er  möge  ferner  diese  Rotation  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
mit  dem  Zentrum  der  Kugel  als  Anfangspunkt  ausdrücken. 

§  13.    Endliche  Gruppen  linearer  Transformationen. 

B^,  S2,  .  ■  .,  *S'^  seien  2^  verschiedene  lineare  Transforma- 
tionen, die  eine  Gruppe  bilden,  d.  h.  es  sei  immer  SkSj 
(Jc^  ?  =  1,  2,  .  .  .,  p)  mit  einer  der  Transformationen  S^,  S'g,  ■  .  .,  Sp 
identisch.  Mit  S^Si  bezeichnen  wir  die  Aufeinanderfolge  von 
Sk  und  Si.  Zuerst  wird  S^  und  dann  Si  ausgeführt.  Wir  wissen, 
daß  eine  solche  Aufeinanderfolge  von  zwei  linearen  Trans- 
formationen mit  einer  einzigen  linearen  Transformation  äquivalent 
ist,  und  diese  mit  S/^Si  äquivalente  lineare  Transformation  soll 
mit  einer  der  Transformationen  S^,  S^,  .  .  .,  Sp  identisch  sein. 
Je  und  l  brauchen  hierbei  nicht  verschieden  zu  sein. 

Man  spricht  im  vorliegenden  Falle  von  einer  endlichen 
Gruppe,    weil    die   Anzahl   der   Transformationen   endlich    ist. 

Wenden  wir  auf  die  Hermitesche  Form 

die  lineare  Transformation  Ä^an^),  so  entsteht  eine  Hermitesche 
Form,  die  wir  mit 


1)  Wir  setzen  in  h  für  die  iv  ihre  Ausdrücke  in  den  w'  ein  und  lassen 
nachher  die  Striche  '  fort. 
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bezeichnen  wollen.  Offenbar  ist  {h)Sk  wie  h  eine  positive 
Hermitesche  Form.  Dasselbe  gilt  von  der  Hermiteschen 
Form 

H=i/>)S,+  {h)S,+  ■■■+  (h)S,. 

Wenden  wir  auf  (H)  die  Transformation  Sk  an,  so  ergibt  sich 

{H)Sk  =  (h)S,Sk  +  ih^S,Sk  +  •  •  •  +  {h)S,S,. 
S^Sk,  S^Skf  ■■■,SpSk  sind  in  der  Reihe  S^,  S^,  ■•■,Sp  ent- 
halten. Es  können  nie  S^Sk  und  StS^  (>•  >  t)  identisch  sein. 
Zu  Sk  gibt  es  nämlich  in  der  Gruppe  eine  lineare  Trans- 
formation S'k,  so  daß  SkSk  die  Identität  ici  =  qw^,  Wi=Qiv^ 
ist.     Wenn  Sk  durch  die  Gleichungen 

dargestellt  wird,  so  läßt  sich  Sk  durch  die  Gleichungen 

IV  i  =dii\  —  ßw^, 

iv%  =  —  yiv^-}-  aw^ 
ausdrücken.  Wären  nun  SrSk  und  StSk  identisch,  so  müßten 
2L\x.(ih.{ßrS}^Sk  und  (StSk)Sk  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  Sr{SkSk') 
und  St{SkS'k),  d.  h.  Sr  und  Sf  identisch  sein.  Wir  haben  hier 
benutzt,  daß  für  die  Zusammensetzung  (Multiplikation)  linearer 
Transformationen  das  assoziative  Gesetz  gilt.  Das  kommutative 
Gesetz  gilt  hier  nebenbei  bemerkt  nicht 

Da  S-^^Skf  Äg/S'i-,  ■  ■  ■ ,  SpSk  der  Reihe  S^,  S.^,  ■  ■  ■ ,  Sp  angehören 
und  sämtlich  verschieden  sind,  so  stellen  sie  eine  Permutation 
dieser  Reihe  dar.     Infolgedessen  ist 

Qi)S,Sk  +  (h)S,Sp  +  •  ■  ■  +  {h)SpSk 
=  (h)S,-i-{h)S,\-^  ■■■  -{-(1i)Sp, 

^•^-  {H)Sk=H.  (Jc=l,2,...,p) 

Alle  Transformationen  der  Gruppe  lassen  demnach  die  positive 
Hermitesche  Form  H  invariant. 

Eine  solche  Form  kann  man,  wie  wir  bereits  erwähnten, 
durch  eine  lineare  Transformation  auf  die  Gestalt  m?i%  +  w^iVo 
bringen.  Sy,  S2,  .  .  .,  Sp  verwandeln  sich  dabei  in  eine  Gruppe 
von  linearen  Transformationen,  die  ü\u\-{-w„w.2  in  sich  über- 
führen, d.  h.  in  eine  Gruppe  von  Drehungen. 
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Jede  endliclie  Gruppe  von  linearen  Transformationen 
läßt  sich  durch  eine  lineare  Transformation  zu  einer 
Gruppe  von  Drehungen  machen. 

Ist  S  eine  Rotation  mit  der  Achse  g  und  dem  Drehungs- 
winkel cc,  so  sind  S^=  SS,  S'' =  S^S,  .  .  .  Rotationen  um  die- 
selbe Achse  g,  mit  den  Drehungs winkeln  2a,  da,  Aa,  .  .  .  Ge- 
hört S  einer  Gruppe  von  Drehungen  S^,  S^,  ■  .  .,  Sp  an,  so  gilt 
dasselbe  von  S^,  S^, .  .  .  unter  den  Drehungen  S,  S^,  S^,  .  .  ., 
Sp  +  '^  muß  es  also  zwei  geben,  die  miteinander  identisch  sind, 
etwa  Ä*  und  S^'^'.  Dann  ist  S'  eine  Drehung  um  2r7t 
()■  =  1,  2,  .  .  .V)     Man  hat  also 

2r:r 

d.  h.  a  steht  in  einem  rationalen  Verhältnis  zu  7t. 

Wenn  alle  Rotationen  der  Gruppe  8^,8^,  ■  .  .,  Sj,  dieselbe 
Rotationsachse  haben,  so  können  wir  sie  durch  Drehungswinkel 
charakterisieren,  die  dem  Intervall  (0,  27t)  angehören,  0  ein- 
geschlossen und  27t  ausgeschlossen  Ein  Drehungswinkel  ist, 
wie  wir  wissen,  gleich  Null.  Wenn  nämlich  *S'  irgendeine  der 
Drehungen  S^,  »S^,  .  .  .,  Sp  ist,  so  hat  bei  passender  Wahl  von 
l(J  =  1,  2,  .  .  .,  2J  +  1)  die  Drehung  >S''  den  Drehungswinkel  2r7i 
oder,  was  dasselbe  ist,  0.  Unter  den  nichtverschwindenden 
Drehungswinkeln,  die  in  der  Gruppe  8^,82,...,  Sp  vorkommen,' 
sei  (p^  der  kleinste.  Er  gehöre  zu  -S'^.  Dann  läßt  sich  zeigen, 
daß  der  Drehungswinkel  (f/^  von  Sk  ein  Vielfaches  von  (f^  ist. 
Wäre  das  nicht  der  Fall,  so  ließe  sich  (p^  von  cpk  etwa  m-mal 
fortnehmen  und  es  bliebe  ein  positiver  Rest  ipk,  der  zwischen 
0  und  (pj^  liegt.     Man  hätte  also 

(pk=  m(pi+  Wh- 

Ist  nun  S^^i  die  Identität,  so  ist  T^=  S^^^~'^  eine  Rotation  mit 
dem  Drehungswinkel  —  qpj  und  T^"*  eine  solche  mit  dem 
Drehungswinkel  —  nKp^,  also  S^T^  eine  Rotation  mit  dem 
Drehungswinkel  (p^  —  tn  cp^  =  t^^.  Es  gäbe  demnach  in  der 
Gruppe    eine    Rotation,    deren    Drehungswinkel    positiv,    aber 


1)  Da  ,S'«-i»S'  (ebenso  SS^-^)   die  Identität  ist,  so  ist  Ä^-i  die  Um- 
kehrung von  S.    Man  bezeichnet  sie  mit  5'—^.    Sie  gehört  der  Gruppe  an. 
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kleiner  als  ^^  ist.  Das  ist  aber  ausgeschlossen.  Wir  sehen 
hieraus,  daß  die  Gruppe  aus  den  Rotationen 

Si,  s^^, .  .  .,  S^'^ 
besteht.  Man  nennt  eine  solche  Gruppe  eine  zyklische  Gruppe, 

Die  Rotationsachse  möge  den  Nordpol  und  Südpol  der  Kugel 
verbinden.  Nehmen  wir  einen  Punkt  auf  dem  Äquator  und 
unterwerfen  ihn  den  Drehungen  6'^,  .  .  .,  S^^,  so  entsteht  ein 
dem  Äquator  einbeschriebenes  ?i-Eck,  das  bei  allen  Rotationen 
der  Gruppe  in  sich  übergeht.  Verbinden  wir  die  Ecken  dieses 
Z^-Ecks  mit  dem  Nordpol  und  Südpol,  so  erhalten  wir  eine 
Zj-seitige  Doppelpyramide,  die  natürlich  auch  alle  Rotationen 
der  Gruppe  gestattet,  d.  h.  bei  ihnen  invariant  bleibt. 

Um  alle  endlichen  Rotationsgruppen  zu  finden,  bei  denen 
mehrere  Rotationsachsen  auftreten,  verfährt  man  so.  8^,82,  • . .,  /S* 
seien  die  Rotationen  der  Gruppe  S^^,  S.2,  ■  .  .,  Sp,  die  um  die 
Rotationsachse  g  stattfinden.   Die  Identität  rechnen  wir  mit  dazu. 

S^,  S2,  .  .  .,  Sk  ist  eine  Untergruppe  von  S^,  S^, .  .  ,  Sp.  Die 
Ordnung  einer  Untergruppe  (d.  h.  die  Anzahl  der  ihr  an- 
gehörenden Transformationen)  ist  aber  immer  ein  Teiler  der 
Ordnung  der  ganzen  Gruppe.  Wenn  T  und  T'  irgend  zwei 
Transformationen  der  Gruppe  sind,  so  gibt  es  in  der  Reihe 

S^T, .  .  .,  SkT,   S^T  , . .  .,  SkT 
entweder  k  oder  2k  verschiedene  Transformationen.    Ist  T'  in 
der  Reihe  S,T,  .  .  .,  SkT  enthalten,  also  etwa  T'  =  SiT,  so  sind 

S,T',...,SkT' 
identisch  mit 

S^SiT, . .  .,  SkSiT, 

d.h.  (vgl.  S.  31)  mit  S^T,  .  .  .,  SkT,  aber  abgesehen  von  der 
Reihenfolge.  Kommt  T'  in  der  Reihe  S^T,  ...,  SkT  nicht 
vor,  so  haben  S^T,  .  .  .,  SkT  und  S^T',  .  .  .,  SkT'  kein  Glied 
gemein.     Aus  S  T' =  S  T 

würde,  wenn  S~'^  die   ümkehrung  von  Sm  ist,  folgen 

r  =  s-'s„T. 

S  ~iSn  ist  aber  eine  Transformation  der  Gruppe  S^,  .  .  .,  Sk. 
Da  S^T',  .  .  .,  SkT'  k  verschiedene  Transformationen  sind,    so 

Kowalewski,  die  komplexen  Veränderlichen.  3 
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haben  wir  in  der  Reihe  S,T, .  .  .,  S^T,  S,T',  .  .  .,  S,T'  2h  ver 
schiedene  Transformationen.     In  dem  Schema 

S^S^,  .  . .,  SkS^, 

8182,  .  .  .,  SkS^, 


S^Sp, .  .  .,  SkSp 

ist  jede  Transformation  der  Gruppe  Si,  S^,  ■  .  .,  Sj,  enthalten, 
denn  in  der  Untergruppe  Si,.  .  .,8^  kommt  die  Identität  vor. 
Je  zwei  Zeilen  des  Schemas  sind  entweder  identisch  (abgesehen 
von  der  Reihenfolge  der  Glieder)  oder  total  verschieden.  Daher 
ist  p  ein  Vielfaches  von  ]c,  und  wir  können  setzen  p  =  Jc]v'. 
Man  nennt  Je'  den  Index  der  Untergruppe. 

P  sei  einer  der  Pole  der  Achse  g,  d.  h.  einer  der  beiden 
Punkte,  in  denen  g  die  Kugel  trifft.  Wie  viele  verschiedene 
Lagen  nimmt  P  an,  wenn  man  darauf  die  Rotationen  81,82,..  .,Sjj 
anwendet?  8^8i,  .  .  .,  SkSi  führen  P  in  dieselbe  Lage  über. 
Sind  die  Zeilen  8^8i,...,  8k8i  und  8^81',  . ,  ,  8k8i'  nicht  identisch, 
so  liefern  sie  zwei  verschiedene  Lagen  von  P.  Wären  nämlich 
die  Punkte  {P)8i  und  {P)Sf  identisch,  so  wären  es  auch  die 
Punkte  P  und  {P)8i'Sr^.  Hiernach  wäre  8i-8r^  eine  der 
Rotationen  8^,  .  .  .,  8k,  also  81'  eine  der  Rotationen  S^8i, .  .  ., 
Sk8i.  Das  widerspricht  aber  der  Annahme,  daß  81'  nicht 
unter  diesen  Rotationen  vorkommt. 

P  nimmt  also,  wenn  man  darauf  die  Rotationen  8^,8^,  ■  ■  -,8^, 
anwendet,  genau  p.]c  =  Je'  verschiedene  Lagen  an.  Ist  P'  eine 
solche  Lage  und  unterwirft  man  P'  allen  Rotationen  81,8^,.. .,  Sp, 
so  kommen  dieselben  Je'  Lagen  heraus  wie  bei  P  Ist  nämlich 
P'  der  Punkt  {P)S,  so  sind  die  Punkte  {P')8„  .  .  .,  {P')8p 
identisch  mit  {P)88i,  .  .  ..,  {P)88p.  Da  haben  wir  also,  ab- 
gesehen von  der  Reihefolge,  die  Punkte  (P)8j^,  .  .  .,  {P)8p. 
Denn  88^,  .  .  .,  88p  sind  sämtlich  verschieden  und  gehören 
anderseits  der  Gruppe  an,  Sie  sind  also,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge  mit  81,... ,8p  identisch.  Wir  nennen  die  Punkte 
(P)Äi,  , .  .,  {P)8p  äquivalente  Pole,i) 


1)  Jeder  bleibt  bei  k  Rotationen  der  Gruppe  invariant,  wenn  man  die 
Identität  mitrechnet. 
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Sehen  wir  nun  von  der  Identität  ab,  so  haben  wir  p  —  1 
Rotationen  in  der  Gruppe  6\,  .  .,  Sp.  Bei  jeder  gibt  es  eine 
Rotationsachse  mit  zwei  Polen.  Das  sind  im  ganzen  2p  —  2 
Pole,  die  natürlich  nicht  alle  verschieden  zu  sein  brauchen. 
Nehmen  wir  einen  solchen  Pol  und  ist  k'  der  Index  der  Unter- 
gruppe, die  ihn  invariant  läßt,  so  gehört  er  einer  Gruppe  von 
Je'  äquivalenten  Polen  an.  Jeder  Pol  dieser  Gruppe  bleibt, 
wenn  man  von  der  Identität  absieht,  bei  Z;  —  1  Rotationen 
invariant.     Hieraus  erkennt  man,  daß 

i:{k-  l)^-'=2p-2 

sein  muß,  d.  h.  _, ,  ^.^       _  ,, 

Z!{p  —  k  )=  2p  —  2. 

Die  Summe   links   besteht  mindestens  aus  zwei  Gliedern,  weil 
aus  p  —  k'  =  2p  —  2  die  sinnlose  Gleichung  —  1^  ==p  —  2  folgt.^) 
Enthält  die  Summe  zwei  Glieder,  so  hat  man 

p^i;  +p-  7.V  =  2i)  -  2, 
''■  ''■  it/  +  fe'  -  2, 

k\  und  /i'g    sind   also  beide  gleich  1,   d.  h.  jeder  Pol  bleibt  bei 

allen  Rotationen  der  Gruppe  invariant.    Das  ist  der  uns  schon 

bekannte   Fall   der   zyklischen  Gruppe,   den    wir    ausschließen. 

Enthält  die  Summe  L{p  —  //)  drei  Glieder,  so  haben  wir  die 

Gleichung     ^^  _  ^  ,  _^ ^  _  ^,^, +^  _  ,^,  ^  2p  -  2, 

d.  h. 

k^-Vk.^  +  k^^p  +  2. 

kl,  k.J,  /is    sind  Teiler    von  p,    aber  von  1    und  p    verschieden. 
Dividiert  man  durch  p,  so  ergibt  sich 

n  1  +  1  +  1  =  1  +  2. 

Wären  /.\,   A-g,   k^    alle    drei    größer    als    zwei,    so    hätte    man 
A'i^  3,  /v2^3,  A:3^3,  also 

2 
Das  ist  aber  unmöglich,  weil  die  linke  Seite  1  -| — >  d.  h.  größer 

l'i   p  ist,  da    die    Gruppe   hier  nicht  bloß   aus   der  Identität  besteht, 
wenigstens  gleich  2. 

3* 
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als  1    sein    soll.     Wir   dürfen   also  ruhig  \  =  2  setzen.     Dann 
verwandelt  sich  (*)  in 

Wäre  auch  A'2=2,  so  müßte  h^^ pj2  sein,  was  nur  bei 
geradem  p  eintreten  kann. 

Wenn  Är^  =  Ä'.2  =  2  und  Ji^=p/2  ist,  so  gibt  es  zwei  Systeme 
von  je  pß  äquivalenten  Polen  und  ein  System  von  zwei 
äquivalenten  Polen  Gehört  ein  Pol  Q  zu  einem  der  beiden 
ersten  Systeme,  so  bleibt  er  nur  bei  zwei  Rotationen  der  Gruppe 
invariant,  unter  denen  sich  die  Identität  befindet.  Ist  S  die 
eigentliche  Rotation,  die  ihn  invariant  läßt,  so  muß  S'^  schon 
die  Identität  sein.  S  ist  also  eine  Drehung  um  zwei  Rechte, 
eine  sogenannte  Umwendung,  man  kann  auch  sagen:  eine 
Spiegelung  an  der  Rotationsachse.  Gehört  ein  Pol  P  zu  dem 
dritten  System,  so  bleibt  er  bei  p/2  Rotationen  der  Gruppe 
invariant,  unter  denen  sich  wieder  die  Identität  befindet.  Der 
andere  Pol  P'  der  Rotationsachse  ist  der  mit  ihm  äquivalente. 
Da  die  in  der  Gruppe  enthaltenen  Umwendungen  diese  beiden 
Pole  vertauschen  müssen,  so  sind  die  Umwendungsachsen  alle 
senkrecht  zu  PP'.  Ist  P  der  Nordpol,  P'  der  Südpol  der 
Kugel,  so  liegen  sie  also  in  der  Äquatorebeue.  Die^/2  Rotationen 
um  PP'  bilden  eine  zyklische  Gruppe.  Wendet  man  sie  auf 
Q  an,  so  erhält  man  die  Ecken  eines  regulären  —Ecks.  Das 
sind  die  pß  äquivalenten  Pole  eines  der  beiden  ersten  Systeme. 
Die  Pole  Q'  des  anderen  ^-gliedrigen  Systems 
bilden  ein  zweites  dem  Äquator  einbeschriebe- 
/  \     nes  reguläres^- Eck.    Da  eine  Umwendung  um 

die  Achse  Q' M  jeden  Pol  Q  in  einen  äquiva- 
lenten überführen  muß,    so    ist   die  Lage   der 
Fig.  19.  beiden  ^ -Ecke  die  in  Fig.  19  angedeutete. 

Die  Gruppe  besteht,  wie  man  sieht,  aus  allen  Rotationen,  die 
eine  reguläre  w-seitige  Doppelpyramide  invariant  lassen  oder 
auch    ein    reguläres   n-Eck    mit    dem    Mittelpunkt    im    Dreh- 


punkt Jf  (w=|)- 
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Im  Falle  p  =  4  wird  das  --Eck  ein  Zweieck.  Die  Gruppe 
besteht  aus  der  Identität  und  drei  Umwendungen,  die  ein 
Quadrat  mit  dem  Mittelpunkt  31  invariant  lassen.  Zwei  Um- 
wendungen finden  um  die  Diagonalen  und  die  dritte  um  die 
Nt)rmale  des  Quadrats  statt.  Die  Achsen  der  Umwendungen 
bilden  also  ein  orthogonales  Tripel.  Man  nennt  diese  Gruppe 
eine  Vierergruppe. 

Nun  kehren  wir  zu  der  Gleichung  (**)  zurück  und  nehmen 
an,  daß  /.^  und  Ji^  größer  als  2  sind.  Wären  beide  größer  als 
3,  so  hätte  man  im  Widerspruch  mit  (**) 

Wir  dürfen  daher  \  =  3  setzen.    Dann  verwandelt  sich  (**)  in 

^       )  k,        Q^  p 

l/ÄTg    ist    also    größer    als    1/6.      Für  l:^    bleiben    also  nur  die 

Werte  3,  4,  5. 

Im  Falle  A-g  =  3  ist  nach  (***j  p  =  \2.  Wir  haben  also  eine 
12-gliedrige  Gruppe.  Bei  ihr  gibt  es,  da  Z.'^  =  2,  ein  System 
von  6  äquivalenten  Polen,  ferner,  da  Ji^  =  Ic^  =  3,  zwei  Systeme 
von  je  4  äquivalenten  Polen.  Zu  jedem  Pol  P  des  ersten  Systems 
gehört  eine  ümwendung  und  zu  jedem  Pol  Q  des  zweiten 
Systems  eine  dreigliedrige  zyklische  Untergruppe,  ebenso  zu 
jedem  Pol  R  des  dritten  Systems.  Wenn  man  die  zyklische 
Untergruppe  nimmt,  die  Q  invariant  läßt,  so  vertauscht  sie  die 
drei  mit  ^  äquivalenten  Pole  Q\  Q",  ^"' unter  sich.  Q' Q"  Q'" 
ist  also  ein  reguläres  Dreieck.  Dasselbe  gilt  von  QQ"Q"', 
QQ'Q'",  QQ'Q",  d-  li-  QQ'Q"Q"'  ist  ein  reguläres  Tetraeder, 
das  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt.  Die  Pole  jR,  B',  R",  Fi" 
des  dritten  Systems  liegen  den  Punkten  72,  B,\  R",  R'"  diametral 
gegenüber.  Sie  bilden  auch  ein  reguläres  Tetraeder.  Jetzt 
müssen  wir  nur  noch  die  Lage  der  sechs  Pole  P  ermitteln,  die 
das  erste  System  bilden.  Zu  P  gehört  eine  Ümwendung,  die 
die  Punkte  Q  unter  sich  vertauscht.  Verbindet  man  die  Mitten 
von  zwei  gegenüberliegenden  Kanten  des  Tetraeders  ^^'^"  ^"', 
so  entsteht  offenbar  eine  Achse,  die  eine  solche  Ümwendung 
liefert.    Es  gibt  drei  solche  Achsen  und  ihre  sechs  Endpunkte 
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sind  die  Pole  des  ersten  Systems.  Sie  bilden  die  Ecken  eines 
regulären  Oktaeders,  das  ebenfalls  bei  der  Gruppe  invariant 
bleibt. 

Man  kann  sieh  leicht  überzeugen,  daß  die  hier  vorliegende 
12-gliedrige  Gruppe  aus  allen  Rotationen  besteht,  die  das 
reguläre  Tetraeder  ^  ^' ^"  ^'"  invariant  lassen.  Jede  Kante  AB 
des  Tetraeders  muß  nämlich  bei  einer  solchen  Rotation  wieder 
in  eine  Kante  übergehen.  Ist  Ä' B'  diese  andere  Kante,  so 
kann  Ä  in  Ä'  und  B  in  i>',  aber  auch  Ä  in  B'  und  B  in  Ä' 
übergehen.  Jedesmal  gibt  es  eine  und  nur  eine  Rotation,  die 
das  Gewünschte  leistet.  Man  kann  die  Kante  Ä' B'  auf  sechs 
Arten  wählen.  Jedesmal  hat  man  zwei  Rotationen,  im  ganzen 
also  12  Rotationen.  Wir  nennen  daher  die  12-gliedrige  Gruppe 
die  Gruppe  des  Tetraeders, 

Jetzt  kehren  wir  wieder  zu  der  Gleichung  (***)  zurück  und 
setzen  ^3  =  4.  Dann  wird  j)  =  24.  Da  l\  =  2,  k^  =3,  1c^=  4: 
ist,  so  haben  wir  ein  System  von  12,  eins  von  8  und  eins  von 
6  äquivalenten  Polen.  Zu  jedem  Pole  R  des  dritten  Systems 
gehört  eine  viergliedrige  zyklische  Gruppe,  die  ihn  invariant 
läßt.  Sind  nun  R'R"R"'R^^B^  die  andern  Pole  dieses  Systems, 
so  müssen  vier  von  ihnen  ein  Quadrat  bilden  und  der  fünfte 
R^  muß  in  Ruhe  bleiben.  Er  liegt  also  dem  Punkte  R  diametral 
gegenüber.  Nun  gibt  es  in  der  Gruppe  eine  Rotation,  die  R 
in  R^  überführt,  offenbar  eine  Umwendung  um  eine  zu  RR^ 
senkrechte  Achse.  Sie  muß  auch  das  Quadrat  in  sich  über- 
führen. Daher  muß,  wenn  wir  R  zum  Nordpol  machen,  das 
Quadrat  in  der  Meridianebene  liegen.  Die  Gruppe  besteht  aus 
allen  Rotationen,  die  ein  reguläres  Oktaeder  in  sich  überführen. 
Wir  nennen  sie  daher  die  Gruppe  des  Oktaeders.  Verbindet 
man  die  Schwerpunkte  von  zwei  gegenüberliegenden  Seiten- 
flächen des  Oktaeders  und  bringt  diese  Verbindungslinie  mit 
der  Kugel  zum  Schnitt,  so  erhält  man  zwei  von  den  acht  Polen 
des  zweiten  Systems.  Sie  bilden  einen  Würfel,  und  da  dieser 
wie  das  Oktaeder  zwölf  Kanten  hat,  läßt  sich  die  Gruppe  auch 
bezeichnen  als  die  Gruppe  des  Würfels.  Wo  liegen  nun  die 
zwölf  Pole  des  ersten  Systems?  Es  gibt  sechs  Paare  gegen- 
überliegender Oktaederkanten.    Verbindet  man  bei  jedem  solchen 
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Paar  die  Mitten,  so  entsteht  eine  Achse,  deren  Endpunkte  zwei 
von  jenen  zwölf  Polen  sind. 

Jetzt  ist  bei  der  Gleichung  (***)  nur  noch  der  Fall  /i'3  =  5 
zu  diskutieren.  In  diesem  Falle  ist  -p  =  60.  Da  l\  =  2,  h,  =  3, 
^■3  ^  ö;  o^^^  ®^  ®^^  System  von  30,  eins  von  20  und  eins  von 
12  äquivalenten  Polen.  Man  findet  hier  durch  ähnliche  Über- 
legungen wie  in  den  anderen  Fällen,  daß  die  Pole  des  dritten 
Systems  die  Ecken  eines  regulären  Ikosaeders  bilden.  Die  Pole 
des  zweiten  Systems  erhält  man,  indem  man  vom  Mittelpunkt 
der  Kugel  Lote  auf  die  20  Seitenflächen  des  Ikosaeders  fällt 
und  sie  mit  der  Kugel  zum  Schnitt  bringt.  Diese  20  Pole 
sind  die  Ecken  eines  regulären  Dodekaeders.  Die  30  Pole  des 
ersten  Systems  ergeben  sich,  wenn  man  vom  Mittelpunkt  Lote 
auf  die  Kanten  des  Ikosaeders  fällt.  Die  Gruppe  besteht  aus 
allen  Rotationen,  die  das  Ikosaeder  oder  das  Dodekaeder  in- 
variant lassen.  Wir  nennen  sie  daher  die  Gruppe  des 
Ikosaeders  oder  des  Dodekaeders. 

§  14.  Die  Modulgruppe.  Wir  wollen  diejenigen  linearen 
Transformationen 

betrachten,  bei  welchen  a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  mit  der  Deter- 
minante 1  sind: 

ad  ~  ßy=  1. 

Diese  Transformationen  bilden  eine  Gruppe,  welche  man  als 
die  Modulgruppe  zu  bezeichnen  pflegt.  Daß  die  bezeichneten 
Transformationen  wirklich  eine  Gruppe  bilden,  ist  leicht  zu 
verifizieren.     Aus  (*)  und  aus  ^) 

m;/'=  a'«V+  ß'i^'2, 

folgt  nämlich 

w^"  ={a'a-{-  ß'y)  u\  +  («'^  ^-  ß'S)  U',, 

<'=(/«  +  ö'r)wi  +  (r'ß  +  d'd)w,. 


1)  k',  ß',  /,  S'  ganze  Zahlen,  cc  ö' -  ß' y' =1. 
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=  1. 


Die  Koeffizienten  sind  hier  wieder  ganze  Zahlen  mit  der  Deter- 
minante 1.     Man  hat  nämlich 

a!a  +  {Vy,     a' ß  +  ß'd  U'ß'      aß 

y'«  +  d'r,    y'ß  +  8'S    ~\y'  S'     yd 

Wenn  T  eine  Transformation  der  Modulgruppe  ist, 
so  gilt  dasselbe  von  T~^,  der  Umkehrung  von  T.  Löst 
man  die  Gleichungen  (*)  nach  tv^,  w^  auf,  so  ergibt  sich 

Wi  =  du\'  —  ßw^', 
w^=  —  yiv/  +  «Wj', 

S,  -ß 

-  y,   a 


und  es  ist 


ccd  -  ßy  =  1. 


Aus  (*)  folgt 


w\  =  aWi  -f  ßw2, 

.W  =  y^'i  +  ^^%' 

Mau  sieht  hieraus,  daß  konjugierte  Punkte,  d.  h.  Bildpunkte 
von  konjugierten  komplexen  Zahlen,  bei  der  Transformation  (*) 
in  konjugierte  Punkte  übergehen.  Die  Achse  der  reellen  Zahlen 
bleibt  bei  der  Transformation  invariant.  Sie  teilt  die  Ebene 
in  zwei  Hälften.  Als  obere  Halbebene  wollen  wir  diejenige 
bezeichnen,  wo  die  Ordinate  y  positiv  ist,  als  untere  Halbebene 
die  andere.  Die  Transformation  (*)  läßt  jeden  Punkt  in 
seiner  Halbebene. 

In  welcher  Halbebene  der  Punkt  «üj,  w^  liegt  ^),  hängt  davon 
ab,  ob  in  t^\ :  u\2  der  Koeffizient  von  /  positiv  oder  negativ  ist. 
D.  h.  es  kommt  darauf  an,  ob 


positiv    oder   negativ    ist.     Da  tv^w^  positiv   ist,    so    kommt   es 
also  schließlich  auf  das  Zeichen  von 


i  {w^  w, 
an.     Nach  (*)  und  (**)  hat  man  nun 


1)  Es  handelt  sich  um  einen  eigentlichen  Punkt.    Der  unendlich  ferne 
Punkt  gehört  nämlich  zur  Achse  der  reellen  Zahlen. 
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Wj'  w^ 

aWi+  ß 

w^, 

awi  +  ßw^ 

w^}  w^ 

yw^  +  S'iVi,     y^Vi  +  Sw^ 

a  ß 

1    Wi      ICy 

Wi   w^ 

f  d 

W2  w^ 

«fg    W.2 

Daraus    ersieht    man.    daß    der    Punkt  w^,  w.2    bei    der    Trans- 
formation (*)  in  seiner  Halbebene  bleibt. 

Da  konjugierte  Punkte  in  konjugierte  Punkte  übergehen,  so 
genügt  es  zu  wissen,  wie  (*)  mit  den  Punkten  der  oberen  Halb- 
ebene umgeht. 

«fj,  W2  sei  ein  Punkt  der  oberen  Halbebene  und  iv^,  w^  der  kon- 
jugierte  Punkt.      Die  beiden  Punkte  iv^,  iCo   und  w^,  w^   sind 
die  Nullpunkte  (Wurzelpunkte)  der  quadratischen  Form 
(W,iv,-  W,w,){W,tv,-  W,w,) 
=  w^w^  W^^  —  W^  W2  {w^w^  +  «e^2^i)  +  W^^w^w^  =  £1. 

Wenn  wir  W^,  W^  auf  reelle  Werte  beschränken,  ist  diese 
Form  beständig  positiv.  Sie  verschwindet  nur,  wenn  TT^,  W^ 
beide  gleich  Null  sind.  Man  nennt  solche  Formen  positive 
quadratische  Formen. 

Setzt  man 

{W^^aW,-\-ßW„ 

so  ist  nach  (*)  und  (**) 


(t) 


also 


W^  wl 

aß 

TFi  w^ 

Tfi  Wi 

W,'  w,' 

y  d 

W,  w. 

TTg  w^ 

W^'  w^'l        a  ß\ 

TFi  w^ 

\W,  w. 

w,'  w; 

y  d, 

TT,  *^2 

W,  w. 

ü' 


{W,'w,'-W,'w,')  (TF.W-  W,'w,') 
=  (W^w^ -  W,w^)  (TFi'^2  -  ^2^1)  =  ^• 
Die  quadratische  Form  D>  verwandelt  sich  also,  wenn  man 
die  Transformation  (f)  anwendet,  in  C,   d.  h.  in  eine  quadra- 
tische Form,  deren  Wurzelpunkte  w^',  w^  und  Tv^,  w^    sind. 

Anstatt  uns  mit  der  Wirkung  der   Transformation  (f)  auf 
die  Punkte  der  Ebene  zu  beschäftigen,  können  wir  demnach 
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die  Wirkung  der  Transformation  (f)  auf  die  positiven  quadra- 
tischen Formen  betrachten.  Dabei  werden  wir  W^,  W^  als 
reell  ansehen. 

§  15.  Zwischeubetrachtung  über  die  Äquivalenz  von 
positiven  quadratischen  Formen.  Zwei  quadratische 
Formen 

f(x,  y)  =  a^x'  +  2a^xy  +  a,?/^ 
und 

sollen  hier  äquivalent  heißen,  wenn  es  eine  ganzzahlige ^j 
lineare  Transformation  mit  der  Determinante  1   gibt 

.^•'  =  ax  -\-  ßy  /X  =  dx'  —  ßy' 

if  =  yx  -\-  dy,  ^?y  =  —  y^'  +  <^y/' 

die  die  Gleichung 

nach  sich  zieht.  Setzt  man  in  /'  für  n',  y'  die  Ausdrücke 
ccx  +  ßy,  yx  -f-  dy  ein,  so  entsteht  die  quadratische  Form  /, 
setzt  man  in  f  für  x,  y  die  Ausdrücke  dx'  —  ßy',  —  yx'  -f  ccy' 
ein,  so  entsteht  f. 

Wir  wollen  uns  mit  der  Äquivalenz  von  positiven  quadra- 
tischen Formen  beschäftigen. 

Soll  f  eine  positive  quadratische  Form  sein,  soll  sie  also 
für  jedes  von  0,  0  verschiedene  reelle  Werts3'stem  x,  y  einen 
positiven  Wert  haben,  so  muß 

positiv  sein.     Schreibt  man 

(t)  f{x,  y)=l  {a,x  +  a,  yf  +  ''-^^^^^f, 

so  sieht  man,  daß  auch 

positiv  sein  muß.  Man  erkennt  zugleich,  daß  die  Bedingungen 
(tt)  «0  >  0,    «,«2  ""  f'i'  >  ^ 

1)  d.  h.  die  Koeffizienten  sind  ganze  Zahlen. 
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für  den  positiven  Charakter  der  Form  /"  hinreichend  sind.  /"  ist, 
wie  die  Formel  (f)  zeigt,  stets  positiv  and  nur  daun  gleich 
Null,  wenn  aoa;+ «1?/ =  0  und  ?/  =  0  ist,  d.h.  x  =  0  und  y  =  0. 
Aus  den  Ungleichungen  (ff)  ersieht  man,  daß  auch  a^  >  0 
ist.     Setzen  wir  nun 

so  wird 

a^:  Ya^a^  ist  wegen  üqü^  >  a^^  eine  Zahl,  die  zwischen  —  1 
und  1  liegt.  Es  gibt  also  zwischen  0  und  ti  einen  Winkel  co, 
so  daß  man  hat 

—  =  cos  03, 

l/«0«2 

also 

Jetzt  können  wir  f  geometrisch  interpretieren.  Wir  nehmen 
in  der  Ebene  irgend  eine  Achse  Oj  und' 
drehen  sie  um  0,  so  daß  sie  den  Winkel  c? 
beschreibt.^)  In  dieser  neuen  Lage  bezeich- 
nen wir  die  Achse  mit  0)).  Machen  wir 
Oj  und  Ol)  zu  Koordinatenachsen,  so  ist 
f{x,  y)  das  Quadrat  der  Entfernung  des 
Punktes  j=*a;ya„,  t)  =  yYa.^   vom  Anfangspunkt. 

Ebenso  ist 

/■(a;,  -Xi,    y,^-  y,) 

das  Entfernungsquadrat  der  beiden  Punkte 
und 

Wir  wollen  Ol,  Ol)  kurz  die  Achsen  der  quadratischen 
Form  /  nennen.  Den  Punkt  j;  =  a;"/äo,  Q  =  yj/a,  werden  wir 
kurz  als  den  Punkt  z,  y  bezeichnen. 

(/j',  0'^'  seien  die  Achsen  der  mit  /  äquivalenten  Form/''. 


1)  Wir    denken    uns    einen    positiven    DrehuDgssinn    festgesetzt    und 
führen  die  obige  Drehung  im  positiven  Sinne  aus. 
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Zwischen  den  beiden  Ebenen  Oj,  0\)  und  O'j',  O'f)'  besteht 
die  Abbildung  ocf  =  ax  -{-  ßy,  y'  =  yx  -\-  öy.  Es  ist  eine  so- 
genannte Affinität,  nämlich  eine  Kollineation,  bei  der  die  un- 
endlich fernen  Geraden  beider  Ebenen  einander  zugeordnet 
sind.  Im  vorliegenden  Falle  ist  diese  Affinität  von  besonders 
einfacher  Art.     Sind  nämlich 

rrj,  y^    und    x^,  i//, 
x^,  7/2    und    a;,',  y^ 
zwei  Paare  zusammengehöriger  Punkte,  so  ist 

x^  -x^=a  {x^  -x^)  +  ß  (1/2  -  ^1), 

und  daher 

/'(^2  -  ^x,  Ih  -  Vi)  =  f  (^2'  -  ^1,  2/2'  -  ^i)- 
Diese  Gleichung  besagt,  daß  zwei  Punkte  der  einen  Ebene 
dieselbe  Entfernung  voneinander  haben  wie  die  entsprechenden 
Punkte  der  anderen  Ebene.  Die  Affinität  ist  daher  eine  Kon- 
gruenz oder  eine  Symmetrie.  Um  zu  erkennen,  ob  sie  eine 
Kongruenz  oder  eine  Symmetrie  ist,  betrachten  wir  die  beiden 
Punkte 

X  =  1,  y  =  0    und    X  =  0,  y  =  1. 

Ihnen  entsprechen  die  Punkte 

x'  =  u,  y'  =  y    und    x'  =  ß,  y'  =  d. 
Da  ad  —  ßy  =  1,  also  positiv  ist,  liegen  die  Punkte  a,  y  und 
ß,  d  ebenso  zu  dem  Anfangspunkt  0'  wie  die  Punkte  x' =  1, 
y' =  0    und   x'==0,   y' =  1.      Hieraus   ersieht  man,    daß  eine 
Kongruenz  und  nicht  eine  Symmetrie  vorliegt.^) 

Die  beiden  Ebenen  Oj,  Ot)  und  O'j',  O't)'  —  man  könnte 
sie  die  Ebenen  der  beiden  Formen  f  und  f  nennen  —  sind 
also  durch  die  Gleichimgen  x'  =  ax  -\-  ßy,  y'=yx-{-dy  kon- 
gruent aufeinander  abgebildet.  Wir  brauchen  die  Ebenen  nur 
noch  aufeinander  zu  verschieben^),  um  jeden  Punkt  ä;,  y  mit 
dem  entsprechenden  Punkt  x\  y'  zur  Deckung  zu  bringen. 


1)  Wir  denken  uns  die  beiden  Ebenen  so  aufeinander  liegend,  daß 
der  positive  Dreliungssinn  in  der  einen  mit  dem  positiven  Drehungseinn 
in  der  anderen  übereinstimmt. 
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Fig.  21. 


Wenn  x  und  y  ganze  Zahlen  sind,  so  soll  x,  y  ein  Gitter- 
punkt der  Form  /'heißen.  Die  sämtlichen  Gitterpunkte  bilden 
das  Punktgitter  von  /'.  In  Fig.  21  ist  ein  Stück  dieses 
Gitters  zu  sehen. 

Da  a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  sind,  so  entspricht  jedem 
Gitterpunkt  von  f  ein  Gitterpunkt  von 
/'.  Sind  nämlich  x  und  y  ganze  Zahlen, 
so  gilt  dasselbe  von  x'  =  ax  -\-  ßy  und 
y^  =  yx  +  dy.  Da  wegen  ad  —  ßy  =  1 
zugleich  x  =  dx'  —  ßy',  y=  —  yoc'  -{-  ay' 
ist,  so  sieht  man,  daß  auch  umgekehrt 
jedem  Gitterpunkt  von  f  ein  Gitter- 
punkt von  /■  entspricht.  Die  Abbildung  der  Ebene  von  /"  auf 
die  Ebene  von  f  ist  aber,  wie  wir  sahen,  eine  Kongruenz. 
Daher  gilt  der  folgende  Satz: 

Positive  quadratische  Formen,  die  äquivalent  sind, 
haben  kongruente  Punktgitter.^) 

In  Fig.  22  sieht  der  Leser  das  gemeinsame  Punktgitter  der 
beiden  äquivalenten  Formen  x^  -f  y^ 
und  x'^ -\- 2x'y' -{- 2y'^.  Die  zweite 
geht  in  die  erste  über,  wenn  mau 
x'  =  X  —  y,  y'  =  y  setzt.  Wir  haben 
die  Ebenen  der  beiden  Formen  so  über- 
ander geschoben,  daß  die  Gitter  zu- 
sammengefallen sind. 

Auch  die  Umkehrung  des  obigen  Satzes  ist  richtig. 

Wenn  zwei  positive  quadratische  Formen  kongruente 
Punktgitter  haben,  so  sind  sie  äquivalent. 

Bringt  man  die  beiden  Gitter  zur  Deckung,  so  fällt  jeder 
Punkt  X,  y  der  Ebene  Oj,  Ot)  mit  einem  bestimmten  Punktes;',  y' 
der  Ebene  O'j',  O'l)'  zusammen.^)  Es  ist  auf  diese  Weise  eine 
Abbildung  zwischen  den  Ebenen  realisiert,  die  sich  durch 
Gleichungen     von     der     Form     x'  =  ax  +  ßy,     y'  =  yx  -\-  dy 


*-p.r' 


Fig.  28. 


1)  Man  muß  nur  auf  die  Gitterpunkte  achten  und  die  Linien  in  den 
Gitter  fortlassen. 

2)  Wir  können  ruhig  annehmen,  daß  0  und  0'  zusammenfallen. 
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ausdrückt.  Demi  x']/«,,,  yVci2  ^^*^  '^' K«'o>  !/' Vci'i  sind  die 
Koordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in  bezog  tiuf  zwei 
schiefwinklige  Achsensysteme  mit  gemeinsamem  Anfangspunkt. 
Da  für  X  =  1,  y  =  0  und  x  ^  0,  y  =  l  ganzzahlige  Werte 
von  x',  y'  herauskommen  müssen,  so  sind  a,  ß,  y,  d  ganze 
Zahlen.  Es  entsprechen  aber  auch  gauzzahligen  x',  y'  stets 
ganzzahlige  jc,  y.     Da  nun 

dx'  —  ßy'  —yx'-\-uy' 

ist,  so  müssen  auch 

S  -ß 


aö  —  ßy  aS  —  ßy 

-7 


^-} 


ad  —  ßy  ad  —  ßy 

ganze  Zahlen  sein.  Die  Determinante  dieser  vier  Zahlen,  d.  h. 
1:  {ad  —  ßy)  muß  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  sein,  d.h.  ad  —  ßy 
muß  gleich  1  oder  gleich  —  1  sein.  Da  die  beiden  t) -Achsen 
aus  den  entsprechenden  y -Achsen  durch  gleichsinnige  Drehung 
(um  Winkel  z wichen  0  und  jr)  hervorgehen,  ist  der  Fall 
ad  —  ßy  =  —  1  ausgeschlossen. 

a,  ß,  y,  d  sind  also  ganze  Zahlen  mit  der  Determinante  1, 
und  es  gilt  vermöge  x'  =  ax  +  ßy,  y'  ==  yx  -\-  dy  die  Gleichung 
f  =  f,  weil  eben  zwei  entsprechende  Punkte  gleich  weit  von 
0  bzw.   0'  entfernt  sind. 

So  ist  also  die  Kongruenz  der  Puuktgitter  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  die  Äquivalenz  von  zwei 
positiven  quadratischen  Formen. 

Einer  Klasse  von  paarweise  äquivalenten  Formen  entspricht 
—  so  können  wir  es  auch  ausdrücken  —  ein  und  dasselbe 
Punktgitter.  Bei  jeder  Form  erscheint  dieses  Gitter  in  einer 
besondern  parallelogrammatischen  Anordnung.  Vgl.  Fig.  22, 
wo  ein  „Fundamentalparallelogramm"  von  X'-\-y'^  und  eins 
von  x'^ -\-  2x'y'  -i-  2y'^  schraffiert  ist. 

Bei  dem  Gitter  einer  positiven  quadratischen  Form  f  gibt  es 
eine  ausgezeichnete  parallelograramatische  Anordnung,  die  wir 
jetzt  auseinandersetzen  werden. 
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Fig.  23. 


Wir  beschreiben  um  den  Gitterpunkt  0  einen  Kreis,  der 
außer  0  noch  andere  Gitterpunkte  enthält.  Jedenfalls  fällt  in 
diesen  Kreis  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gitterpunkteu. 
Wir  fassen  nur  die  von  0  verschiedenen  ins  Auge  und  wählen 
unter  ihnen  einen  solchen  aus,  der  mög- 
lichst nahe  an  0  liegt.  Er  heiße  A. 
Die  Gerade  OA,  von  0  nach  A  hin 
orientiert,  machen  wir  zur  j'- Achse. 
Wir  ziehen  nun  durch  0  und  A  zwei 
Geraden  senkrecht  zur  j; '-Achse.  Sie 
schließen  einen  Streifen  der  Ebene 
ein,  der  durch  die  j '-Achse  in  zwei  Gebiete  geteilt  wird.  Wenn 
man  die  positive  j '-Achse  im  positiven  Sinne  dreht,  so  tritt 
ein  Teil  von  ihr  in  das  eine  Gebiet  ein.  Dieses  Gebiet  wollen  wir 
betrachten.  In  Fig  23  ist  es  schraffiert.  Wir  bezeichnen  es  mit  @. 

In  ®  gibt  es  Gitterpunkte,  die  von  0  und  A  verschieden 
sind.  Um  das  zu  erkennen,  stützen  wir  uns  auf  zwei  Eigeu- 
Schäften  des  Gitters,  die  auf  der  Hand  liegen.  Wenn  man 
das  Gitter  einer  Translation  unterwirft  und  es  geht  dabei  ein 
Gitterpunkt  wieder  in  einen  Gitterpunkt  über,  so  geht  jeder 
Gitterpunkt  in  einen  Gitterpunkt  über.  Spiegelt  man  das 
Gitter  an  einem  Gitterpunkt,  so  geht  es  in  sich  über. 

Angenommen,  es  gäbe  in  ©  nur  die  beiden  Gitterpunkte  0 
und  A,  also  nur  Gitterpunkte  auf  der  j '-Achse.  ^)  Dann  ver- 
schieben wir  %  so,  daß  es  die  Lagen  ®j,  @,,  .  .  .  annimmt  oder 
so,  daß  es  die  Lagen  ®_i,  ®— 2,  •  •  •  annimmt.  In  keinem 
dieser  Gebiete  könnte  es  dann  einen  Gitterpunkt  geben,  der 
nicht  auf  der  j: '-Achse  liegt.  Wäre  z.  ß.  in  @„  ein  solcher 
Gitterpunkt  vorhanden,  so  müßte  es  auch  in  @„_i  und  ©„4-1 
einen  geben.  Verschieben  wir  nämlich  die  Ebene  so,  daß  A 
nach  0  oder  0  nach  A  gelangt,  so  geht  jeder  Gitterpunkt  in 
einen  Gitterpunkt  über  und  @„  nimmt  die  Lage  @„_i  bzw. 
©„  +  1  an.  Aus  einem  Gitterpunkt  in  %„,  der  nicht  auf  der 
j '-Achse  liegt,  wird  ein  ebensolcher  Gitterpunkt  in  ®„_i  bzw. 


1)  Zwischen  O  und   A   liegt  kein   Gitterpunkt,   weil  A   in  möglichst 
großer  Nähe  von  0  gewählt  wurde. 
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&„^i,  also  in  dem  linken  oder  rechten  Nachbargebiet.  Wendet 
man  diese  Betrachtung  wiederholt  an,  so  gelangt  man  zu  einem 
Gitterpunkt  in  (3,  der  nicht  auf  der  ^' '-Achse  liegt. 

Gäbe  es  in  @  keinen  solchen  Gitterpunkt,  so  könnte  auf 
der  einen  Seite  der  ^' '-Achse  überhaupt  kein  Gitterpunkt  liegen, 
ebenso  aber  auch  auf  der  andern  Seite,  wie  man  durch  Spiegelung 
an  0  erkennt.  Es  gäbe  also  nur  auf  der  g '-Achse  Gitterpunkte. 
Das  widerspricht  aber  der  Struktur  eines  Gitters. 

P  sei  ein  Gitterpunkt  in®,  der  nicht  auf  der  ji;'- Achse  liegt. 
Ziehen  wir  durch  ihn  eine  Parallele  zur  j'-Achse,  so  wird  von 
<5J  ein  Rechteck  abgetrennt.  In  diesem  kann  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Gitterpunkten  liegen.  Wir  fassen  diejenigen  ins 
Auge,   die  wie  P  nicht   der  j'-Achse    angehören.     Unter  ihnen 

wählen  wir  einen,  der  möglichst  nahe 
an  der  j'-Achse  liegt.  Er  heiße  Q. 
Ziehen  wir  durch  Q  eine  Parallele 
zur  j'- Achse,  so  entsteht  Fig.  24. 
Zwischen  den  beiden  Parallelen  gibt 
es  keinen  Gitterpunkt.  Um  das  zu 
erkennen,  schiebe  man  (55  wieder  in  die  Lagen  @j,  0^»,  •  ■  • 
und  @_i,  ®_2,  •  •  • 

Auf  den  Parallelen  selbst  sind  die  Gitterpunkte  so  verteilt, 
wie  Fig.  24  es  zeigt.  Jetzt  wählen  wir  auf  der  Parallelen 
durch  Q  den  Gitterpunkt  C  in  möglichster  Nähe  von  0  und 
machen  OC,  von  0  nach  C  orientiert  zur  ^'-Achse.  Ot)'  entsteht 
aus  Oj'  durch  positive  Drehung  um  einen  Winkel  zwischen  0 
und  7t,  wie  Ot)  aus  Oj.  Den  Achsen  Oj',  Ot)'  entspricht  eine 
parallelogrammatische  Anordnung  des  Gitters  mit  dem  in  Fig.  24 
schraffierten  Fundamentalparallelogramm.  Zu  dieser  aus- 
gezeichneten parallelogrammatischen  Anordnung  des  Gitters 
der  Form  /  gehört  eine  äquivalente  Form 

f'=-ao'x''+2a,'x'ij'+a^'y'\ 

Wir  wissen,  daß  kein  Gitterpunkt  näher  an  0  liegt  als  der 
Punkt  A,  d.  h.  x'  =  l,  y'  =-  0.     Es  ist  also 

«o'  ^  «o'«'^  4-  2a/a/y  +  a.Jy'\ 
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wie  man  auch  die  ganzen  Zahlen  a/,  y'  (nicht  beide  ver- 
schwindend) wählen  mag.  Setzt  man  a:' =  0,  ?/ =  1,  so  ergibt 
sieh 

Wir  wissen  ferner,  daß  keiner  der  Gitterpunkte  x\  1  näher 
an  0  liegt  als  C,  d.  h.  x'  =  0,  ij  =  1.     Es  ist  demnach 

Setzt  man  hier  a:'  =  ±  1,  so  findet  man 

—  2a/  <  a^     und     2«/  ^  a^'. 
Hieraus  ersieht  man,  daß  die  Ungleichung 

2   a/  I  <  «o' 
stattfindet. 

Damit  ist  folgender  Satz  gewonnen: 

Zu  jeder  positiven[^quadratischenForm/"=ao^'  "t  2öiX\(/ 
+  «2^/^  gibt  es  eine  äquivalente  Form  Z'' =  «o'a;'^+  2a^x'y' 
-f  aj y''-  bei  der  die  Ungleichungen 

2a,'i^ao'^< 
stattfinden. 

Man  nennt  eine  solche  Form  eine  reduzierte.  Jede  positive 
quadratische  Form  ist  also  äquivalent  mit  einer  reduzierten 
Form. 

Kann  es  zu  einer  positiven  quadratischen  Form  mehr  als 
eine  äquivalente  reduzierte  Form  geben? 

Aus  dem  Verfahren,  durch  das  man  zu  der  reduzierten  Form 
gelangt,  ist  ersichtlich,  daß  Yä]  die  kürzeste  Entfernung  ist, 
die  zwei  Gitterpunkte  von  /'  haben 
können.  Ferner  läßt  sich  leicht  er- 
kennen, daß  ein  Gitterpunkt,  der 
nicht  auf  der  j'- Achse  hegt,  von  0 
wenigstens  um  Ya^  entfernt  ist.  Auf 
der  Geraden  y'^1  gibt  es  nämlich 
keinen  Gitterpunkt,  der  näher  an  0 
liegt   als    C.     Fällen   wir  von    0   auf 

die  Gerade  das  Lot  OF,  so  liegt  keiner  von  jenen  Gitterpunkten 
näher  an  F  als  C,  d.  h.  FC  ist  höchstens  gleich  ^  OA,  d.  h.     Ya^. 

Kow  ale  wski,  die  komplexen  Veriinderlichen.  4 
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Aus 

0C^=  OF'-hFC 

folgt  nun 

a^^KOF'+lai 

Um  so  mehr   ist 

ö2<0i^^+^a^, 

mithin 

0F^> 

Ja^,    d.h.     OF^ 

V\i< 


Ist  x\  y'  oder  P  irgendein  Gitterpunkt  mit  der  Eigenschaft 
?/'>!,  so  trifft  die  Strecke  OP  die  Gerade  ?/'  =  l  in  einem 
Punkte  P',  und  man  hat 

OP  =  y'OP'. 

Da     0P'>  0F^y~ya'2,     so  wird 

OP>y'yi-Val 

y'  ist  aber  mindestens  gleich  2,  also  y'  y  ^  mindestens  gleich 

2I/— >  d.  h.  yS,  jedenfalls  größer  als  1.     Folglich  ist 

0P>Y7,. 

Hat  man  einen  Gitterpunkt  x',  y'  mit  negativem  y',  so  spiegelt 
man  ihn  zuerst  an   0. 

a'o,  a'i  sind,  wie  aus  der  obigen  Betrachtung  hervorgeht, 
durch  das  Gitter  der  Form  /'eindeutig  bestimmt,  können  sich  also 
nur  in  a'i  unterscheiden.  Es  gilt  nun  der  Satz,  daß  zwei 
äquivalente  Formen  gleich  große  Fundamentalparal- 
lelogramme haben.  Diese  Tatsache  drückt  sich  durch  die 
Gleichung 

«(,«2  ~  *1  =  ^0^2  —  «1 

aus.-')  Man  sieht  hieraus,  daß  auch  a't^  eindeutig  bestimmt  ist. 
Zwei  verschiedene  mit  f  äquivalente  reduzierte  Formen  können 
sich   also  nur  im  Vorzeichen   von  a'  unterscheidea.     Die  eine 

lautet  I    ! 'i  ,    n    f    I    I  ,      'fs 

aox'-+  2aix'y'  -{-  «2?/ 


1)  Setzt  man  in  a^,  a;*  + 2aj  a;  + a^  y  ^  für  x,  y  die  Ausdrücke,  dx' 
—  ßy't  —7^'-{-^y'  ßiii}  so  multipliziert  sich  bekanntlich  die  Diskrimi- 
nante  a^a^—aj  mit  {ad  —  ßy)^  =1. 
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und  die  andere 

a'ox''-2a[x'ij'-\-  aiy'^ 

Wenn  aö  =  a[  ist,  so   sind  diese  beiden  Formen  tatsächlich 
äquivalent.     Die  erste  geht  in  die  zweite  über,  wenn  man  x\ 
y'  durch   y',    —  x'  ersetzt.      Das   ist   eine   ganzzahlige   lineare 
Transformation  mit  der  Determinante  1. 
Ist  «ö  <  «2,  so  hat  bei  beiden  Formen 
der  Punkt  A  (Fig.  26)   dieselbe  Lage. 
Die   Punkte  C  liegen,   wie   Fig.  26    es 
zeigt,    d.  h.  symmetrisch  zu    OF.      Es 
ist  also  bei  der  einen  Form 


cos  ra 


mithin 


_  1  lAo 
-  2  K^' 


d.  h.     2  i  a[ 


«0- 


4  a.2        aö  «2 

Die  beiden  reduzierten  Formen  lauten  demnach: 

aQx'^+ a'ax' y^ -\- a'^y^^     und    alix'^  —  a'ax' y' -\- a'^y'-. 

Wir  können  jetzt  folgenden  Satz  aussprechen:  Eine  positive 
quadratische  Form  f  ist  stets  mit  einer  reduzierten 
Form  aQX'^-\-  2a[x'  y'  -\-  a'^y''^  äquivalent,  d.  h.  mit  einer 
Form,  die  den  Ungleichungen 

2\a[    ^  «0  ^  a2 

genügt.  Nur  wenn  «o  =  «2,  ai  =f=  0  oder  2  |  «i  |  =  «o  ist,  gibt 
es  außer  aöx'^ -\- 2aix' y'  -}- a'^y'^  noch  eine  andere  reduzierte 
und  mit  f  äquivalente  Form,  nämlich  aox'-—  2aix'y'  -{-  cdy''^. 


§  16.     Fuudameutalbereiche   der   Modulgruppe.     Ein 

Punkt  a^,  02  der  oberen  Halbebene  und  sein  konjugierter 
Punkt  räj,  «2  sind,  wie  in  §  14  bemerkt  wurde,  die  Wurzel- 
punkte der  positiven  quadratischen  Form 

O  =^  (Dg  rä,  Wl  —  Wi  W^  (cOi  Wo  +  ^2  ^i)  +  ^2  '^i  ^v 

Anstatt  die  Punkte  einer  Transformation  der  Modulgruppe  zu 
unterwei-feu,  kann  man  auf  Q  eine  ganzzahlige  lineare  Trans- 
formation mit  der  Determinante   1  anwenden.    Wir  wissen  aus 

4* 
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§  15,  daß  es  möglich  ist,  Q  auf  diese  Weise  in  eine  reduzierte 
Form 

£i'=(oim^Wr--  WiWi{(o[cöi-\-a)ico[)+  W^^'coiäi 
zu  verwandeln.     Dann  ist  also 

\  (Ol  0)2  +  (02  Co[  \  <.  K>2  räg  ^  O]  ö{ 

oder,  inhomogen  geschrieben, 

(*)  \z'+r\<  1  <.^'i'. 

Die  Ungleichung  z' z' ">  1  bedeutet,  daß  der  Punkt  s'  vom 
Anfangspunkt  wenigstens  um  1  entfernt  ist.  Die  Ungleichung 
\  s'  -\-  s'  \  ^  l  besagt,  daß  die  Abszisse  des  Punktes  2'  ihrem 
Betrage  nach  höchstens  gleich  ^  ist.  z'  gehört 
also  dem  in  Fig.  21  schraffiertem  Gebiet  @  an. 
Jeder  Punkt  ,5  der  oberen  Halbebene  ^)  ist  mit 
einem  Punkte  2'  von  @  äquivalent,  d.  h.  durch 
y  eine  Transformation  der  Modulgruppe  in  ihn 
überführbar.  Wir  können  nach  §  15  auch 
sagen,  wann  es  in  @'  mehrere  mit  z  äquivalente 
Punkte  gibt.  Dies  ist  nur  der  Fall,  wenn 
in  (*)  wenigstens  ein  Gleichheitszeichen  steht,  wenn  also  ,,s' 
+  ^  I  =  1  ist,  d.  h.  die  Abszisse  von  0'  gleich  +,^>  oder  wenn 
5"  i  =  1  ist,  d.  h.  der  Radiusvektor  von  z'  gleich  1.  In  beiden 
Fällen  liegt  2'  auf  dem  Rande  von  &  und  der  andere  mit  3 
äquivalente  Punkt  2"  ist  so  beschaffen,  daß  z"  -f  J"  =  —  (*;'  +  i') 
ist,  d.  h.  er  ergibt  sich  aus  0'  durch  Spiegelung  an  der  //-Achse. 
Rechnet  man  nur  den  stark  gezeichneten  Teil  des  Randes 
mit  zu  ®,  so  kann  man  sagen: 

Jeder  Punkt  der  oberen  Halbebene  ist  mit  einem 
und  nur  einem  Punkte  von  ®  äquivalent. 
Wegen  dieser  Eigenschaft  nennt  mau  &  einen  Fundamental- 
bereich der  Modulgruppe  (für  die  Punkte  der  oberen  Halbebene). 
Man  kann  einen  solchen  Punkt  z==x  +  iy  auf  folgende  Weise 
in  den  Fundamentalbereich  &  hineinbringen.    Die  ganze  Zahl  h 
sei  so  gewählt,    daß  \x  —  k\  ^-     ist.     Wendet  man   auf  z  die 
Translation 


1)  Die  Achse  der  reellen  Zahlen  ist  ausgeschlossen. 
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z'  =  z  —  k, 
d.  li.  x'  =  X  —  k,  ij'  =  y,  au,  so  gelangt  der  Punkt  in  den  durch 
die  beiden  Geraden  x  =  db  ,,   begrenzten  Streifen. 

Ist  zufällig  auch  x'^  -\-  j/'^^  1,  so  liegt  z'  schon  in  &.  Sollte 
sich  z'  auf  dem  Rand  rechts  der  y-Achse  befinden  (vgl.  Fig.  27), 
so  genügt  es,  noch  die  Translation  z' =  z  —  1  oder  die  Trans- 
formation j'  =  —  1/z  anzuwenden  (je  nachdem  x'  =  ^  oder 
x'  <l   ist). 

Wenn  x'^  -\-  y'^  <il  ist,    so   führe   man   die  Transformation 

z"=-\/z'  aus,  d.  h. 

ff  '  ^  ff  y 


Da  .r'^ +?/"-<  1   ist,  hat  man 

y"  >  y'- 

Wählt  man  die  ganze  Zahl  k"  derart,  daß  \  x"  —  k"  \  <i 
ist,  und  wendet  die  Translation  z'"  =  z"  —  k"  an,  so  liegt  z'" 
eventuell  schon  in  (5J  und  kann,  wenn  es  sich  auf  dem  Rande 
rechts  der  ?/ -Achse  befinden  sollte,  in  der  oben  beschriebenen 
Weise  auf  den  Rand  links  der  ^-Achse  gebracht  werden,  der 
mit  zu  @  gehört. 

Liegt  z'"  noch  nicht  in  @,  so  gehe  man  zu  —  1/z'"  über.  Dann 
ist  y'"  >  y".  Nun  folgt  eine  Translation  usw.  Nach  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Schritten  gelangt  man  in  den  Bereich  @. 
Das  geht  aus  §  15  hervor.  Man  muß  nur  die  einzelnen  Schritte 
im  Sinne  des  §  15  deuten. 

Eine  Translation  wie  z'  ^  z  —  k  entsteht  durch  k\  -  malige 
Wiederholung  der  Translation  ,?'  =  z  -\' 1  oder  z'  =  z  —  'i,  je 
nachdem  Ä"  negativ  oder  positiv  ist. 

Demnach  können  wir  folgenden  Satz  aufstellen:  Jeder 
Funkt  der  oberen  Halbebene  läßt  sich  mit  Hilfe  der 
drei  Transformationen 

z'  =  z-\-\,     z'=z  —  \,     z' = 

in  den  Fundamentalbereich  (5}  bringen,  und  zwar  in  einer 
endlichen  Anzahl  von  Schritten. 
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S  sei  eine  Transformation  der  Modulgruppe,  die  den  Punkt 
Zq  des  Fundamentalbereiches  ®  etwa  nach  00  bringt.  Ist  Si 
eine  Transformation  der  Gruppe,  die  den  Punkt  2^  eben  wieder 
in  den  Fundamentalbereich  ©  hineinschafft,  so  muß  sie  ihn  in 
dieselbe  Lage  2q  überführen,  weil  jeder  Punkt  der  oberen 
Halbebene  nur  mit  einem  Punkt  von  ©  äquivalent  ist.  SS^ 
läßt  den  Punkt  z^^  in  Ruhe.  Denn  durch  S  wird  z^  in  2„  und 
durch  Si  wird  s^  in  2q  übergeführt. 

Wir  wollen  den  Punkt  Zq  so  wählen,  daß  er  eine  irrationale 
Abszisse  hat.  SS^  habe  die  Koeffizienten  P  ^V  Da  Zq  bei 
SS^  invariant  bleibt,  gilt  die  Gleichung 

_ccz^±ß 

^»"y^o  +  'J 
d.  h. 

Setzen  wir  Zq^  Xq  -\-  iy^,  so  zerlegt  sie  sich  in 

.**^  (  r(^^-2/^)  +  (<5-«)^o-/5  =  o. 

Da  «/o  >  0  ist,  folgt  aus  der  letzten  Gleichung 

2yXQ-\-  d  -  «  =  0. 

Sie  kann,  weil  wir  x^  als  irrational  voraussetzen,  nur  in  der 
Weise  bestehen,  daß 

y  =  0,     d  -  a  =  0 

ist.  Aus  der  ersten  Gleichung  (**)  ergibt  sich  noch  /5  =  0. 
Die  Transformation  SS^  ist  also  die  Identität  oder  S  die  Um- 
kehrung von  S^. 

Wir  können  nun  eine  Transformation  wie  S^  aus  den  Trans- 
formationen 
(^***)  z'  =  z  +  l,     z'=z-\,     ^'=-f 

zusammensetzen  (vgl.  S.  53).  Von  S^  wird  nämlich  nur  ge- 
fordert, daß  dabei  Zq  in  den  Fundamentalbereich  %  gelangt. 
Die  ümkehrung  von  S^,  d.  h.  die  Transformation  S,  läßt 
sich  also  ebenfalls  aus  den  Transformationen  (***)  zusammen- 
setzen. 
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Jede  Transformation  der  Modulgruppe  kann  man 
herstellen,  indem  man  eine  endliche  Anzahl  von  Malen 
die  Transformationen  (***)  anwendet.  Man  nennt  diese 
Transformationen  die  Fundamentaltransformationen  der 
Modulgruppe. 

Der  Leser  wende  die  Fundamentaltransformationen  wieder- 
holt auf  den  Fundamentalbereich  ©an.  Es  entsteht  dann  eine 
Zerlegung  der  oberen  Halbebene  in  Fundamentalbereiohe.  Jeder 
einzelne  ist  ein  Kreisbogendreieck  (wie  ®).  Fig.  28  zeigt 
einige  von  diesen  Fundamentalbereichen.  Der  Leser  setze  die 
Fiffur  fort. 


Fig.  28. 


§  17.  Trauslationsgruppeu.  Wir  wollen  eine  Gruppe 
betrachten,  die  aus  Trans- 
lationen besteht,  außerdem 
aber  noch  folgende  Eigen- 
schaft hat.  Es  gibt  eine  po- 
sitive Zahl  B,  so  daß  bei  jeder 
Translation  (die  nicht  die 
Identität  ist)  wenigstens  die 
Weglänge  s  zurückgelegt  wird. 
In  der  Gruppe  soll  es 
also  nicht  beliebig  kleine 
Translationen  geben.  Endlich  wollen  wir  fordern,  daß  die 
Translationen  der  Gruppe  paarweise  invers  sind. 

Jede  Translation  können  wir  durch  den  Punkt  c  repräsentieren, 
in  den  sie  den  Anfangspunkt  2  =  0  überführt,  oder  auch  durch 
den  Vektor,  der  vom  Punkte  0  nach  dem  Punkte  c  hinführt. 
Die  Translation  mit  dem  Bildpunkt  c  wird  dargestellt  durch 
2'  =  z  +  c. 

Sind  c  und  c'  Bildpunkte  von  Translationen  der  Gruppe,  so 
ist  auch  c'  —  c  ein  solcher.  Neben  z'  =  2  -\-  c  kommt  nämlich 
auch  die  inverse  Translation  z'  =  z  —  c  in  der  Gruppe  vor. 
Führt  man  2' ^  z  —  c  und  2' =  z -{- c'  nacheinander  aus,  so 
ergibt  sich  eine  Translation,  die  ebenfalls  zu  der  Gruppe  gehört 
(wegen  der  Gruppeneigenschaft)  und  den  Bildpunkt  c'  —  c  hat. 
Wir  können  auch  sagen,  daß  jeder  Vektor,  der  die  Bildpunkte 
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von  zwei  verschiedenen  Translationen  der  Gruppe  verbindet,  der 
Bildvektor  einer  Translation  der  Gruppe  ist.  Alle  diese  Vektoren 
haben  wenigstens  die  Länge  s.  Wenn  wir  also  um  die  Bild- 
punkte aller  Translationen  der  Gruppe  (die  Identität  ein- 
geschlossen) Kreise  vom  Radius  s/2  beschreiben,  so  greifen 
sie  nicht  übereinander.  Je  zwei  solche  Kreise  stoßen  höchstens 
mit  ihren  Rändern  zusammen..  Daraus  ergibt  sich  sofort, 
daß  in  jedem  Kreise  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Translationsbildpunkten  liegen  kann.  Es  handle  sich 
z.  B.  um  einen  Kreis  ^  vom  Radius  R.  Wir  nehmen  p  von 
den  Bildpunkten,  die  in  ihn  hineinfallen,  und  beschreiben  um 
jeden  einen  Kreis  vom  Radius  s/2.  Vergrößern  wir  R  um  s/2, 
so  liegen  alle  diese  Kreise  in  dem  vergrößerten  Kreise  Ä. '  Da 
die  kleinen  Kreise  nicht  übereinandergreifen,  so  ist 


also 


Hieraus  geht  der  behauptete  Satz  hervor. 

Wenn  man  eine  Translation  ^  vornimmt,  die  einen  Bild- 
punkt der  Gruppe  wieder  in  einen  solchen  überführt,  so  führt 
sie  jeden  Bildpunkt  der  Gruppe  in  einen  Bildpunkt  der  Gruppe 
über.  Gelangt  z.  B.  der  Bildpunkt  c  nach  c',  so  wird  %  dar- 
gestellt durch  0' =  3 -\- (c' —  c).  Sie  gehört  der  Gruppe  an. 
Führt  man  nach  %  irgendeine  Translation  der  Gruppe  aus, 
z.  B.  5''  =  .e'  -f  y,  so  ergibt  sich  die  Translation  s' =  2 -{- (y -\- c' 
—  c).  Sie  gehört  ebenfalls  der  Gruppe  an  und  hat  den  Bild- 
punkt y'  =  y  -r  (c'  —  c),  der  oiBfenbar  aus  y  durch  Anwendung 
von  %  entsteht. 

Ist  c  ein  Bildpunkt  der  Gruppe,  so  ist  auch  —  c  ein  solcher, 
weil  mit  z' =  s -\- c  zugleich  s' =  g  —  c  in  der  Gruppe  vor- 
kommt. Spiegelt  man  also  einen  Bildpunkt  der  Gruppe  am 
Anfangspunkt,  so  erhält  man  wieder  einen  Bildpunkt  der  Gruppe. 

Beschreiben  wir  um  den  Anfangspunkt  0  einen  Kreis,  der 
überhaupt  noch  andere  Bildpunkte  der  Gruppe  enthält,  so 
können  wir  unter  ihnen  einen  Punkt  0^  aussuchen,  der  möglichst 
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Kig.  29. 


nahe  an  0  liegt.  Wenden  wir  wiederholt  die  Translation  au, 
die  0  nach  0^  oder  0^  nach  0  bringt,  so  ergeben  sich  die 
Bildpunkte  0^,  Og,   •    •   und  0_i,  0^.,, 

Außer   ihnen  kann   es  auf  der   Ge-  _»■— -'^^'); 

raden  0  0^  keinen  Bildpunkt  der  Gruppe  o.i 
geben.  Läge  ein  solcher  Bildpunkt  B 
zwischen  0„  und  On-{-i,  so  denke  man  sich  durch  eine  Trans- 
lation 0„  nach  0  (also  On  +  \  nach  0^)  gebracht.  Dann  fiele 
B  auf  die  Strecke  00^,  wo  es  aber  keinen  Bildpunkt  der 
Gruppe  gibt,  weil  Oj  in  möglichst  großer  Nähe  von  0  ge- 
wählt worden  ist. 

Es  kann  sein,  daß  es  außer  0,  0^,  Oo,  •  •  •  und  0_],  ö_2, 
■  •  •  keine  Bildpunkte  mehr  gibt.  Dann  besteht  die  Gruppe 
aus  den  Translationen 

(-|-)  !s' =  3 -\- c     und     s' =  z  —  c 

und  ihren  Wiederholungen,  c  ist  die  zu  Oj  gehörige  komplexe 
Zahl.  Die  Translationen  (f )  heißen  die  Fundameutaltranslationen 
der  Gruppe. 

Gibt  es  noch  außerhalb  der  Geraden  0  0^  einen  Bildpunkt 
der  Gruppe,  etwa  Q,  so  konstruiere  man  das  Parallelogramm 
OO-iQjQ  (Fig.  30).  In  diesem  gibt  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Bildpunkten  der  Gruppe. 
Unter  ihnen  wählen  wir  einen  Punkt  S, 
der  zwar  nicht  auf  der  Geraden  OOj, 
aber  doch  möglichst  nahe  au  ihr  liegt. 
Kein  Bildpunkt  der  Gruppe  liegt  dann 
näher  an  der  Geraden  0  0^  als  S. 
Man  erkennt  dies  sofort,  indem  mau  ^ 
auf  das  Parallelogramm  00^  Q^Q 
wiederholt  die  Translationen  (f)  anwendet 
andern  Seite  der  Geraden  kein  Bildpunkt  näher  an  ihr  liegt 
als  S,  hat  seinen  Grund  darin,  daß  mit  ihm  auch  sein  Spiegel- 
bild in  bezug  auf  0  ein  Bildpunkt  der  Gruppe  sein  müßte. 

In  dem  Parallelogramm  OO^S^^S  sind  nur  die  Ecken  Bild- 
punkte der  Gruppe.  Daß  es  auch  auf  SS^  keine  andern  Bild- 
punkte geben  kann,  wird  klar,  wenn  man  die  Translation  an- 
wendet, die  S  nach   0  bringt. 


Fig.  30. 

Daß  auch  auf  der 
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s,- 


/>7A 

ö'Y — 0// 


Fig  31. 


Zu  S  möge  die  komplexe  Zahl  y  gehören.  Wenn  wir  auf 
das  Parallelogramm  OO^S^S  die  Translationen 

(tf)     z' =  2  +  c,     z'=z  —  c,     z'^^z  +  y,     z' =  s  —  y 

wiederholt  anwenden,  so  entsteht  die  Fig.  31.     Die  Ecken  der 

Parallelogramme  sind  Bildpunkte 
der  Gruppe  und  zwar  die  einzigen. 
Gäbe  es  z.  B.  in  dem  Parallelogramm 
0'0[S[S'  noch  einen  andern  Bild- 
punkt der  Gruppe,  etwa  B',  so 
könnte  man  die  Translation  an- 
wenden, die  0'  nach  0  bringt,  also 
0'0[S[S'  nach  OO^S^S.  Dann 
ginge  B'  in  einen  Punkt  B  über,  der  in  OO^SiS  liegt,  und 
man  hätte  dort  außer  den  Ecken  noch  einen  andern  Bildpunkt 
der  Gruppe.    Einen  solchen  gibt  es  aber  nicht. 

Nennen  wir  Fig.  30  ein  lineares  und  Fig.  31  ein  ebenes 
Punktgitter,  so  können  wir  sagen,  daß  die  Bildpunkte  der 
Gruppe  entweder  ein  lineares  oder  ein  ebenes  Punkt- 
gitter bilden. 

Im  ersten  Falle  hat  die  Gruppe  die  zwei  Fundamentaltrans- 
lationeu  (f),  im  zweiten  Falle  die  vier  Fundamentaltranslationen 

(tt). 

Wir  wollen  jetzt  noch  Fundamentalbereiche  für  die  Gruppen 
angeben.  Im  ersten  Falle  nehmen  wir  irgendeine  Gerade  g 
die  nicht  parallel  zu  0  0^  ist  und  unterwerfen  sie  der  Trans- 
lation z'  =  s  -{-  c.  Dann  entsteht  eine 
parallele  Gerade  g',  und  der  von  beiden 
begrenzte  Streifen  (unter  Ausschluß  der 
einen  Geraden,  z.  B.  unter  Ausschluß 
von  g)  ist  ein  Fundamentalbereich  der 
Gruppe.  Jeder  Punkt  der  Ebene  ist 
mit  einem  und  nur  einem  Punkte  des 
Fundamentalbereichs  äquivalent  (d.  h. 
durch  eine  Transformation  der  Gruppe  in  ihn  überführbar). 
Im  zweiten  Falle  (vgl.  Fig.  32)  nehme  man  ein  Parallelogramm, 
das    aus    OO^S^S   durch    eine    beliebige    Parallelverschiebung 
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entsteht,  z.  B.  0*0*S*S*,  und  lasse  die  Seiten  0*S*  und 
S*S{^  fort.  Ein  solches  Parallelogramm  ist  ein  Fundamental- 
bereich der  Gruppe.  Jeder  Punkt  der  Ebene  ist  mit  einem 
und  nur  einem  Punkte  des  Fundamentalbereichs  äquivalent. 
Man  sieht  das  sofort,  wenn  man  auf  den  Fundamentalbereich 
die  Fundamentaltranslation  anwendet. 

§  18.  Doppelverhältnis  von  vier  Funkten  als  In- 
variante   gegenüber   linearen  Transformationen.     Wir 

betrachten  jetzt  eine  beliebige  lineare  Transformation 

^  1    w^' =  y  Wi -\- d  w^. 

w^,  w»  sind  komplexe  Zahlen,  die  nicht  beide  verschwin- 
den Durch  ihr  Verhältnis  ist  ein  Punkt  der  Ebene  (oder  der 
Kugel)  bestimmt  (vgl.  S.  21). 

«j,  ögi  h^,  62)  ^1,  Cgj  d^f  d^  seien  vier  verschiedene  Punkte. 
Sie  mögen  bei  (*)  in  a/,  «3';  &/,  h^';  c/,  c/;  d/,  (^3'  übergehen. 
Wir  können  dann  setzen: 


n.^  =  ya^  +  da,» 


h^=a\-\-  ßb.2, 

dl  =  ccd^-i-  ßd^, 
d^  =  yd^-\-  dd^. 


Hieraus  folgt 
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das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte^)  («),  (h),  (c),  (d). 
Der  Ausdruck  hängt  wirklich  nur  von  den  Punkten  ab. 
Wenn  wir  z.  B.  a^,  a,  mit  denselben  Faktor  q  multiplizieren, 
wobei  der  Punkt  a^,  a^  derselbe  bleibt,  ändert  sich  (**)  nicht. 
Es  tritt  nämlich  im  Zähler  und  Nenner  der  Faktor  q  hinzu. 
Ebenso  ist  es,  wenn  man  ?>j,  fto  oder  c.^,  f.,  oder  ri^,  d^  mit 
einem  gemeinsamen  Faktor  versieht.  Sowohl  im  Zähler  als 
auch  im  Nenner  kommen  ja,  wie  man  sieht,  die  vier  Spalten 
«1       &i       Ci       d^ 

«2  &2  ^2  '4 

vor  (nur  in  verschiedener  Anordnung). 
Benutzt  man  für  die  Determinante 

I  ^1     Vi 

das  Symbol  {xy),    so   läßt   sich   das  Doppelverhältnis  der  vier 
Punkte  (ö),  {h),  {c),  (d)  so  schreiben: 

'   \ac){hd):{ad){hc). 
Wir  wollen  es  mit  {ah cd)  bezeichnen.    Die  Gleichung  (f)  lautet 
dann  («'  h' c' d')  =  (ahcd)  und  besagt,  daß  bei  allen  linearen 
Transformationen     das    Doppelverhältnis    (ahcd)    un- 
geändert  bleibt. 

Das  Doppelverhältnis  (ahcd)  ist  eine  Invariante  der  vier 
Punkte  (a),  (b),  (c),  (d)  gegenüber  allen  linearen  Trans- 
formationen. Man  kann  nicht  jedes  Punktquadrupel  in  jedes 
andere  Punktquadrupel  durch  lineare  Transformation  üb 
führen  Dies  gelingt  nur,  wenn  die  Doppelverhältnisse  gleich 
sind.^) 

Drei  Punkte  (r/),  (h),  (c)  haben  gegenüber  den  linearen 
Transformationen  keine  Invariante. 

Sind  (a),  (h),  (c)  drei  verschiedene  Punkte  und  («'), 
(6'),  (c')  ebenfalls  drei  verschiedene  Punkte,  so  gibt 
es  eine  und  nur  eine  lineare  Transformation,  die  (a) 
in  (a'),   {h)  in  (&'),  (c)  in  (c')  überführt. 

1)  (a)  ist  der  Punkt  a^,  a^. 

2)  Daß  diese  Bedingung  auch  hinreichend  ist.  geht  aus  dem  folgen- 
den hervor. 
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Eine  lineare  Transformation  dieser  Art  erhält  man  durrh 
Auflösen  der  Gleichungen 

(a'w')  (aw) 

{a'c')         {ac)' 
jb'w')  _  ifiw) 

nach  w^',  w^-  Gäbe  es  noch  eine  andere  lineare  Transfor- 
mation, die  das  Verlangte  leistet,  so  müßte  ein  Punkt  ä  vor- 
handen sein,  der  bei  beiden  in  verschiedene  Lagen  (V  und  d" 
übergeführt  wird.     Anderseits  ist  aber 

{a'b'c'd')  =  {abcd) 
und 

(a'h'c'd")  =  {abcd), 
also 

(a'h'c'd')==(a'h'c'd"), 
d.h. 

(a'c'){b'd')  _  {a'c'){b'cl") 

(a'd'){b'c')  ~  (a'd")(b'c') 

^^^^  ^)  ^  (b'd") 

{a'd')  ~  (a'd")' 

woraus  wieder  die  Identität  der  Punkte  (d')  und  (d")  folgt. 

Wir  sehen  aus  dem  Obigen,  daß  der  Punkt  (d')  durch  das 
Doppelverhältnis  (a'h'c'd')  vollkommen  bestimmt  ist.  Zwei 
komplexe  Zahlen,  die  sich  von  {a'c')(h'd')  und  (a'd'){b'c') 
um  denselben  Faktor  q  unterscheiden,  würden  also  ebenso 
zur  Lagebestimmung  von  d'  ausreichen,  wie  dj'  und  d^'. 

Die  Punkte  (a),  (&),  (c),  (d),  die  wir  wie  bisher  als 
verschieden  voraussetzen,  liegen  dann  und  nur  dann 
auf  einem  Kreise,  wenn  (ab  cd)  reell  ist. 

Bringt  man  (a),  (b),  (c)  durch  eine  lineare  Transformation 
T  auf  die  a:-Achse  in  die  Lagen  (a'),  (6'),  (c'),  so  folgt  aus 
(a'b' c'd')  =  (abcd),  falls  (abcd)  reell  ist,  daß  auch  (^')  auf 
der  a;- Achse  liegt.  Die  Verhältnisse  a^'.a^',  b^'ibj,  c^' :  cj 
sind  nämlich  reell  Also  ergibt  sich  aus  der  obigen  Gleichung 
auch  für  d^  :  dj  ein  reeller  Wert.  Wenden  wir  nun  die  um- 
gekehrte lineare  Transformatien  an,  so  geht  die  a;- Achse  in 
einen  Kreis  über.  Daraus  folgt,  daß  im  Falle  eines  reellen 
(abcd)  die  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen.  Liegen 
die  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  und  verwandelt  man  diesen 
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durch  die  lineare  Transformation  T  in  die  .«-Achse,  so  ist 
(a'h'c'd')  reell,  folglich  wegen  der  Invarianteneigenschaft  des 
Doppelverhältnisses  auch  {ah cd). 

Man  erhält  eine  sehr  einfache  analytische  Darstellung  des 
durch  drei  verschiedene  Punkte  (a)  (&),  (c)  hindurchgehenden 
Kreises,  wenn  mau  sich  der  Parameter 

X  =  {ac){bw),  ii  =  {aiv){hc) 
bedient,  tv  liegt  dann  und  nur  dann  auf  dem  genannten 
Kreise,  wenn  A  und  ^u.  ein  reelles  Verhältnis  haben.  Da  es 
auf  einen  geraeinsamen  Faktor  bei  iv^,  w^  nicht  ankommt,  so 
dürfen  wir  unter  X,  /i  reelle  Zahlen  verstehen,  die  nicht  beide 
verschwinden.  Durch  Auflösung  der  obigen  Gleichungen  nach 
iv^y  W2  ergibt  sich: 

j   Wj^  =  a^ (& c) l  —  hi{ac)[i, 
^ ' ^  l   IV2  =  a.,{hc)X  —  &2 (« c) y^- 

Dabei  haben  wir  wieder  einen  gemeinsamen  Faktor  von  w^ 
und  w^  fortgelassen.  Für  /u.  =  0  wird  {w)  der  Punkt  (a),  für 
X  =  0  der  Punkt  (&)  und  für  X  =  ^  der  Punkt  (c).  Es  ist 
nämlich  ^^  ^^^^^  ^  ^^  (^^^>j  ^  ^^  (^^  j)  _  Q^ 

a.2{bc)  -f  h.^ica)  +  c^iah)  =  0, 
also 

ai(&c)  —  \{ac)  =  —  c\{ab)f       a^{bc)  —  \{ac)  =  —  c^{ah). 

Führt  man  durch  eine  lineare  Transformation  (a),  (&),  (c)  in 
(«'),  (&'),  (c')  über,    so  verwandelt  sich  der  Kreis  (f)  in  den 

f'l\'  I  w,'=a,'(h'c')X-h,'ia'c')(^, 

^'"'^  1  w,'=  a,'(h'c')X  -  h,'{a'c')^, 

und  zu  zwei  entsprechenden  Punkten  gehört  immer  dasselbe 
Verhältnis  X  :  /a.     Denn  man  hat 

A  :  /i  ==  (ahctv)  =  {a'h' c' tv'). 
Nimmt  man  auf  dem  Kreise  (f)  vier  Punkte,  die  den  Para- 
metersystemen  Xi,  /ii*,    A,,  /Ag?    ^3?  /^3  5    ^4?  /^4    entsprechen,    so 
haben  sie  das  Doppelverhältnis 
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Der  Leser  wird  das  leicht  bestätigen.  Handelt  es  sich  um 
Punkte  auf  der  a;- Achse,  so  lassen  sich  l,  ^  als  projektive 
Koordinaten  ansehen,  und  es  ist  bekannt,  daß  dann  (fft)  das 
Doppelrerhältnis  der  vier  Punkte  im  Sinne  der  projektiven 
Geometrie  ist.  Da  man  jede  Gerade  durch  eine  Drehung  um 
den  Anfangspunkt  und  eine  darauf  folgende  Translation  in 
die  rc- Achse  verwandeln  kann,  so  ist  für  vier  Punkte  einer 
beliebigen  Geraden  das  Doppel  Verhältnis  (ah  cd)  mit  dem 
Doppelverhältnis  der  projektiven  Geometrie  identisch. 

Einen  Kreis  kann  man  durch  eine  Translation  so  ver- 
schieben, daß  er  durch  den  Anfangspunkt  hindurchgeht.^) 
Wir  wollen  auf  den  verschobenen  Kreis  die  Transformation 
tv^  =  1V2,  iv^  =  Wy  anwenden  (Inversion  und  Spiegelung  an 
der  :*;- Achse).  Durch  die  Inversion  wird  er  eine  Gerade. 
Die  vier  Punkte  (a),  {b),  (c),  {d)  des  Kreises  mögen  dabei  in 
(a*),  (6*),  (c*),  {d*)  übergehen.  Die  Spiegelung  macht  aus 
der  Geraden  wieder  eine  Gerade  und  aus  («*),  (&*),  (c*),  (d*) 
vier  Punkte  (a'),  (&'),  (c'),  (rf')  mit  demselben  Doppel- 
verhältnis. Nun  ist  {ahcd)  =  (a'Vc' d')  =  ia*'b*c*d*)  und 
(a*&*c*(Z*)  das  projektive  Doppelverhältnis  der  vier  Geraden^ 
die  den  Anfangspunkt,  d.  h.  einen  Punkt  des  Kreises  mit 
(a),  (&),  (c),  iß)  verbinden.  (Satz  des  Pappus).  Das  Doppel- 
verhältnis von  vier  Punkten  eines  Kreises  ist  also  gleich 
dem  projektiven  Doppelverhältnis  ihrer  vier  Verbindungs- 
geraden mit  irgendeinem  Punkte  des  Kreises  (vgl,  die 
Fußnote). 

Der  Leser  möge  bestätigen,  daß  das  Doppelverhältnis  von 
(fl\  (6),  (c),  (d),  wenn  man  die  Punkte  durch  die  komplexen 
Zahlen 

«j  Oi  <^2  "« 

charakterisiert,  so  lautet: 

(g  -  c)  (b  -  d) 
{a^-dÜh  -  c) ' 

1)  Dreht  man  den  Kreis  vorher  um  seinen  Mittelpunkt,  so  kann  mau 
bewirken,  daß  ein  bestimmter  Punkt  des  Kreises  nach  dem  Anfangs- 
punkt gelangt. 
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Die  Punkte  (a),  (b),  (c),  (d)  mögen  auf  einem  Kreise  liegen, 
der  um  den  Anfangspunkt  beschrieben  ist  Bezeichnet  man 
ihre  Amplituden  mit  2a,  2ß,  2y,  2^,  so  ergibt  sich  (was  der 
Leser  ausrechnen  möge) 

Das   ist   aber   gerade  das  Doppelverhältnis 
der    Verbindungslinien    von    (a),    (h),    (c), 
Fig.  33.  ((7)    mit   dem    Bildpunkte    der    komplexen 

Zahl  -  1   (vgl.  Fig.  33). 


Zweites  Kapitel. 
Komplexe  Funktionen  reeller  Veränderlicher. 

§  19.  Häufuugsstelleu  von  Funkt  mengen.  Wc  sei  eine 
Punktmenge  auf  der  Zahlenkugel,  d.  h  auf  der  Kugel,  deren 
Punkte  wir  in  §  11  zur  Versinnlichung  der  komplexen  Zahlen 
benutzt  haben  Nehmen  wir  irgendeinen  Punkt  P  auf  der 
Kugel  und  schneiden  die  Kugel  mit  einer  Ebene,  die  nicht 
durch  P  hindurchgeht,  so  entstehen  zwei  Kugelhauben  Eine 
von  ihnen  enthält  den  Punkt  P  und  soll  eine  Umgebung 
von  P  heißen.  Wenn  es  in  jeder  Umgebung  von  P  unendlich  viele 
Punkte  der  Menge  Tl  gibt,  wird  P  als  eine  Häufungstelle 
von  9Jf  bezeichnet     P  braucht  nicht  zu  9Ji  zu  gehören. 

Den  Inbegriff  aller  Häufungsstellen  von  3JJ  bezeichnet  man 
als  die  Ableitung  von  9J?  und  benutzt  dafür  das  Symbol 
3Ji'.  Die  Ableitung  von  9JZ'  nennt  man  die  zweite  Ableitung 
von  SÜJ?  und  schreibt  dafür  3JJ"  usf. 

Wenn  9J?'  in  3Jl  enthalten  ist,  heißt  W  eine  ab- 
geschlossene Punktmenge.  9Jl'  ist  immer  abgeschlossen^), 
d.  h.  eine  Häufungsstelle  von  Häufungsstellen  ist 
wieder  eine  Häufungsstelle 

P  sei  eine  Häufungsstelle  von  ))Jl'.  Wir  beschreiben  um 
P  mit  dem  sphärischen  Radius  s  einen  Kreis  ^  und  mit  dem 

1)  Wir  nehmen  an,  daß  W  wenigstens  einen  Punkt  enthält. 
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sphärischen  Radius  «/2  einen  zweiten  Kreis  Äj  P^  sei  eine 
Hiiufungsstelle  von  9JJ,  die  in  ^'j  liegt.  Ein  um  P,  mit  dem 
sphärischen  Radius  «/2  beschriebener  Kreis  liegt  oü'enbar  in 
ß'.  In  diesem  um  Punkt  P^  beschriebenen  Kreise  gibt  es 
nun  unendlich  viele  Punkte  von  9JJ.  Also  liegen  auch  in  ^ 
unendlich  viele  Punkte  von  3}i.  Hat  man  irgendeine  Um- 
gebung U  von  P,  so  kann  man  durch  Verkleinerung  von 
e  bewirken,  daß  ^  in  U  enthalten  ist.  Also  gibt  es  in  jeder 
Umgebung  von  P  unendlich  viele  Punkte  von  9J?,  d.  h.  P  ge- 
hört zu  '))l'. 

Wie  m'  in  m",  so  ist  W'"  in  m"  enthalten,  ferner  m^"" 
in  W"  usf. 

Weim  man  sich  von  der  Zahlen kugel  in  die  Zahlenebene 
begibt,  so  wird  eine  Umgebung  eines  eigentlichen  Punktes  P 
so  aussehen,  wie  Fig.  34a  zeigt.  Dagegen 
ist  eine  Umgebung  des  unendlich  fernen 
Punktes  immer  das  Äußere  eines  Kreises 
(vgl.  Fig.  34  b). 

Eine  Punktmenge  9JJ  in  der  Ebene  heißt 
beschränkt,  wenn  sie  sich  ganz  in  einen 
Kreis  einschließen  läßt,  wenn  also  der  unend- 
lich ferne  Punkt  weder  zu  9}?  noch  zu  9K' 
gehört. 

Von  Wichtigkeit  ist  das  folgende  Weierstraßsche  Theorem. 
Eine  unendliche  Punktmenge  in  der  Ebene  hat  we- 
nigstens eine  Häufungsstelle. 

Ist  der  unendlich  ferne  Punkt  keine  Häufungsstelle,  so  bil- 
den die  eigentlichen  Punkte  eine  beschränkte  Menge  9J?.  Sie 
lassen  sich  also  in  einen  Kreis  einschließen 
und  auch  in  ein  Quadrat  O,  dessen  Seiten 
parallel  zu  den  Achsen  Ox,  Oy  sind.  Teilen 
wir  dieses  Quadrat,  indem  wir  die  Mitten  der 
gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  in  vier 
Teile,  so  wird  wenigstens  eins  dieser  Viertel 
wie  O  unendlich  viele  Punkte  von  9Jl  ent- 
halten. Es  heiße  O^.  In  D^  gibt  es  wieder  ein  Viertel  Co, 
das  unendlich  viele  Punkte  von  9}?  enthält  usw. 


Fig.  34. 


Fig.  35. 


Kowalewski,  die  komplexen  Veränderlichen. 


(jÖ  Häufungsstellen  von  Punktmengen. 

Nun  werde  0„  dargestellt  durch  die  Ungleichungen 

a„  <Cx  <.  b„ , 

c>,  <y<dn. 

Dann  ist  immer  <a„,  fe„>  eine  Hälfte  des  Intervalls  ^a„^\, 
?>„_!>,  ebenso  <c„,  d,^  eine  Hälfte  des  Intervalls  <cv,_i,  rf„_i>- 
Man  weiß,  daß  die  Grenzwerte 

lim  a„  =  lim  h„  =  Xq, 

lim  c„  =  lim  r/,,  =  7/„ 

existieren,  und  daß  ./o  in  jedem  <a„,  6„>,  ^^  in  jedem  <c«, 
J„>,  also  der  Punkt  x^^,  y^  in  jedem  Q„  enthalten  ist.  Ist  U 
irgendeine  Umgebung  von  Xq,  y^,  so  wird  bei  genügend 
großem  n  das  Quadrat  D„  ganz  in  U  enthalten  sein.  In  £l„ 
gibt  es  aber  unendlich  viele  Punkte  von  3Jf,  folglich  auch 
in  U,  d.  h.  :/;„,  y^  ist  eine  lläufungsstelle  der  betrachteten 
Menge. 

Es  gibt  unendliche  Punktmengen,  bei  denen  man  sofort  er- 
kennen kann,  daß  der  unendlich  ferne  Punkt  ihre  einzige 
Häufungsstelle  ist.  9)?  sei  eine  unendliche  Menge,  die  nur 
eigentliche  Punkte  enthält,  und  sie  sei  so  beschaffen,  daß  jeder 
ihrer  Punkte  zu  einem  Kreise^)  vom  Radius  s  anschwellen 
kann,  ohne  daß  irgend  zwei  dieser  Kreise  übereinandergreifen. 
Dann  gibt  es  in  jedem  beliebigen  Kreise  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Punkten  der  Menge.  Es  ist  also  kein  eigentlicher 
Punkt  eine  Häufungsstel'e.  Der  unendlich  ferne  Punkt  ist  die 
einzige  Häufungsstelle. 

Eine  Punktmenge  d)l,  deren  einzige  Häufungsstelle  der  un- 
endlich ferne  Punkt  ist,  ist  abzählbar,  d.h.  ihre  Punkte  lassen 
sich  mit  den  Nummern  1,  2,  3,  •  •  •  versehen,  so  daß  jede 
Nummer  einmal  und  nur  einmal  vorkommt. 

^„  sei  der  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  ganzzahligen 
Radius  n  beschriebene  Kreis.  In  ihm  liegt  eine  endliche  Teil- 
menge von  9J?,  die  wir  9)^„  neimen  wollen.  Mit  9Ji„  +  i  —  W„ 
bezeichnen  wir  die  Menge,  die  von  931  „-j_i  übrig  bleibt,  wenn 
man  Tl„  davon  fortnimmt. 


1)  Der  Kreis  hat  den  betreffenden  Punkt  zum  Mittelpunkt. 
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Wir  versehen  zuerst  die  Punkte  von  9J?j  mit  den  Nummern 
1,  '2,  .  .  ;  Pi,  danu  die  Punkte  von  ^[JJg— 9??,  mit  den 
Nummern  2)^+  1,  Jii  f  2,  .  .  ,  p.^,  dann  die  Punkte  von 
Wl^ — 9J^,  mit  den  Nummern  i^g  +  l)  i^2  ^"  ^?  2^3  u^f-  Jöder 
eigentliche  Punkt  von  ÜJi  kommt  dabei  einmal  und  nur  einmal 
au  die  Reihe.  Innerhalb  der  einzelnen  Mengen  3J?i,  W., —  Wi, 
9)^3 — 9JJo,  •  •  •  dürfen  wir  die  Reihenfolge  der  Punkte  be- 
liebig wählen.  Wir  können  sie  immer  so  wählen,  daß  die 
Radienvektoren  eine  aufsteigende  Reihe  bilden,  daß  also  jeder 
folgende  mindestens  ebenso  groß  ist  wie  der  vorhergehende. 
Die  Punkte  von  9)?^  haben  kleinere  Radienvektoren  als  die 
von  9}?2 — 91)^1  und  diese  wieder  kleinere  Radienvektoren  als 
die  von  '$11  — '^)l.,  usf.  Die  Punkte  von  9)?  sind  jetzt  also 
derart  numeriert,  daß  immer 

\^n\  ^  \^'>  +  l  I 

ist  {)i  =  1,  2,  3,  .  .  .\     .;„  ist   der    mit    n   numerierte    Punkt 
von  m. 

Hat  eine  Punktmenge  nur  eine,  und  zwar  eine  eigentliche 
Häufungsstelle  c,  so  verwandelt  sie  sich  bei  der  Transformation 

tV        — 

in    eine  Menge    der    eben  betrachteten  Art^).      Sie  ist  also  ab- 
zählbar, d.  h.  sie  läßt  sich  als  eine  Punkt  folge  schreiben. 

Aus  der  Abzählbarkeit  einer  Punktmenge  kann  man  nichts 
über  ihre  Häufungsstellen  schließen.  Es  gibt  Punktfolgen,  für 
die  jeder  Punkt  der  Ebene  eine  Häufungsstelle  ist.  Wenn  wir 
diejenigen  eigentlichen  Punkte  betrachten,  die  rationale  car- 
tesische  Koordinaten  haben,  so  bilden  sie  eine  abzählbare  Menge. 
Wir  wissen  nämlich,  daß  die  rationalen  Zahlen  sich  in  P^orm 
einer  Folge  schreiben  lassen:  )\,  r^,  r^,  .  .  .  Bilden  wir  nun 
die  Folge 

1)  Der  Leser  wird  sich  ohne  Schwierigkeit  überzeugen,  daß  bei  einer 
linearen  Transformation  Häufungsstellen  in  Häufungsstellen  übergehen. 
Er  braucht  dies  nur  au  den  speziellen  Transformationen  z' =ke,  z'  =  z 
-\-a,  z'=  zu  prüfen.  Aus  ihnen  läßt  sich,  wie  wir  gesehen  haben, 
jede  lineare  Transforuiation  zusammensetzen. 


ßg  Häufungsstellen  von  Punktmengen. 

(>*i.  *"i);  (»"i'  ^2);  (^2)  ^1);  (''1;  »'3);  (r,^,  r^),  (rg,  rj;  .  .  ., 
so  kommt  darin  jeder  Punkt  mit  rationalen  Koordinaten  vor.  Wir 
können  durch  Streichung  der  Wiederholungen  bewirken,  daß 
er  nur  einmal  vorkommt  Für  diese  Punktfolge  ist  dann  jeder 
Punkt  der  Ebene  eine  Häufungsstelle.  Denn  innerhalb  und 
außerhalb  jedes  Kreises  gibt  es  unendlich  viele  Punkte,  deren 
Koordinaten  rational  sind. 

Wenn  eine  Punktfolge  nur  eine  einzige  Häufungsstelle 
P  hat,  so  liegen  in  jeder  Umgebung  von  P  nicht  nur  un- 
endlich viele,  sondern  fast  alle  Punkte  von  9}?,  d.  h.  alle  mit 
einer  endlichen  Anzahl  von  Ausnahmen.  Ist  U  eine  Umgebung 
der  Häufimgsstelle  und  läge  außerhalb  U  eine  unendliche 
Teilmenge  SUJ^  von  9J?,  so  hätte  nach  dem  Weierstraßschen 
Satze  ^■^  wenigstens  eine  Häufungsstelle  Q^  die  aber  von  P 
verschieden  ist,  weil  in  U  kein  Punkt  von  9)?^  vorkommt. 
Wl  hätte  also  zwei  verschiedene  Häufungsstellen  P  und  Q. 

Wenn  in  jeder  Umgebung  von  P  fast  alle  Punkte  einer 
Punktfolge  liegen,  so  ist  P  ihre  einzige  Häufungsstelle. 

Man  hat  für  diese  Beziehung  einer  Punktfolge  zu  einem 
Punkt  einen  besondern  Namen.  Wenn  in  jeder  Umgebung 
von  P  fast  alle  Punkte  der  Folge  P^,  Pg,  P3,  .  .  .  liegen,  so 
sagt  man,  daß  die  Folge  nach  P  konvergiert  und  nennt  P 
ihren  Grenzpunkt.     Man  schreibt 

lim  P„  =  Pi. 

Grenzpunkte  und  einzige  Häufungsstellen  sind  nach  dem 
Obigen  ein  und  dasselbe. 

P  sei  eine  Häufungsstelle  der  Punktmenge  9}?  auf  der  Zahlen- 
kugel. Wir  konstruieren  um  P  einen  Kreis  ^„  mit  dem 
sphärischen  Radius  1/n  und  lassen  n  die  Werte  1,  2,  3,  .  .  . 
annehmen.  P^  sei  ein  Punkt  von  Wl  in  ^j,  Pg  einer  in  ^g; 
aber  nicht  der  Punkt  P^,  ferner  P3  ein  Punkt  von  9J?  in  ^3, 
aber  weder  P^  noch  Pg  usf.  Dann  ist  Pj,  Pg,  P3,  .  .  .  eine 
Punktfolge  aus  9JJ,  die  offenbar  nach  P  konvergiert.  Daß  die 
Punkte  P„  sich  in  der  angegebenen  Weise  wählen  lassen,  folgt 
daraus,  daß  in  jedem  Kreise  ^„  unendlich  viele  Punkte  von 
9)i  liegen. 


Kleinste  konvexe  Umachließnng.  (39 


Eine  Häufungsstelle  von  Wl  ist  also  stets  der  Grenz- 
punkt einer  in  Sffl  enthaltenen  Punktfolge. 

Ist  SJi  eine  Punktfolge,  so  können  wir  es  so  einrichten,  daß 
P„^i  in  dieser  Folge  hinter  P„  steht,  daß  also  P^,  P.2,  .  .  ■ 
eine  Teilfolge  von  ihr  ist. 

§  20.  Kleinste  konvexe  Umschließung  einer  be- 
schränkten Punktmenge.  Wir  betrachten  jetzt  nur  be- 
schränkte Punktmengen.  Eine  solche  Punktmenge  heißt 
konvex,  wenn  alle  ihre  Sehnen  mit  zu  ihr  gehören.  Als 
Sehne  einer  Punktmenge  bezeichnen  wir  die  Verbinduiigs- 
strecke  zweier  Punkte  der  Menge.  Konvex  ist  z.  B. 
die  Punktmenge,  die  aus  allen  Punkten  eines  Dreiecks 
besteht.  Dagegen  ist  das  in  Fig.  36  gezeichnete 
Viereck  nicht  konvex,  weil  z.  B  die  Sehne  AB 
nicht  ganz    in  dem  Viereck  enthalten  ist.  ^'^'-  ^^ 

30^  sei  irgendeine  beschränkte  Punktmenge.  Es  gibt  kon- 
vexe Umschließungen  von  äR,  d.  h.  konvexe  Punktmengen, 
die  dJl  enthalten.  Wir  können  äR  z.  B.  in  ein  Dreieck  ein- 
schließen. Wir  wollen  nun  die  Punktmenge  U  betrachten,  die 
aus  den  gemeinsamen  Punkten  aller  konvexen  Umschließungen 
von  SR  besteht.  Ein  Punkt  gehört  also  dann  und  nur  dann 
zu  U,  wenn  er  in  sämtlichen  konvexen  Umschließungen  von 
3)i  vorkommt.  Alle  Punkte  von  3R  gehören  hiernach  zu  U. 
Offenbar  ist  U  selbst  eine  konvexe  Umschließung  von  9Jl.  Sind 
nämlich  A  und  B  zwei  Punkte  von  ihr,  so  stecken  sie  in  jeder 
konvexen  Umschließung  von  33^  Folglich  steckt  auch  die  ganze 
Strecke  AB  in  jeder  konvexen  Umschließung  von  9}?,  d.  h.  sie 
ist  in  U  enthalten.  U  möge  die  kleinste  konvexe  Um- 
schließung von  dJl  heißen. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  9Ji  abgeschlossen  und  zusammen 
hängend^)  ist,  so  läßt  sich  die  kleinste  konvexe  Umschheßung 
sehr  einfach  bestimmen,    Sie  besteht  nämlich  aus  allen  Punkten, 
die  auf  Sehnen  von  9J?  liegen. 


1)  Zusammenhängend  heißt  9)i,  wenn  sich  irgend  zwei  Punkte  von  ^JJi 
stets  durch  einen  Sehnenzug  verbinden  lassen,  dessen  Sehnen  eine  vor- 
geschriebene Kleinheit  haben. 
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9J?  sei  der  Inbegriff  aller  Punkte,  die  auf  Sehnen  von  9JZ 
liegen.  Offenbar  ist  SD?  beschränkt.  3R  ist  aber  auch  zu- 
sammenhängend. Liegt  z.  B.  B  auf  der  Sehne  AB  und  S  auf 
der  Sehue  CD,  so  können  wir,  um  von  M  nach  ä  zu  gelangen, 
zuerst  die  Strecke  RA  zurücklegen,  dann  von  Ä  nach  C  auf 
einem  Sehnenzug  von  9J?  gehen  und  endlich  die  Strecke  CS. 
Die  Strecken  IIA  und  CS  lassen  sich  in  Teile  von  vor- 
geschriebener Kleinheit  zerlegen,  und  der  Sehnenzug  von  A^ 
nach  C  läßt  sich,  weil  äJi  zusammenhängend  ist,  derart  wählen, 
daß  die  Sehnen  die  gewünschte  Kleinheit  haben.  '\Vir  haben 
dann  aber  in  SO?  einen  Sehnenzug,  der  li  mit  S  verbindet  und 
aus  Sehnen  von  der  verlangten  Kleinheit  besteht. 

Jetzt  werden  wir  zeigen,  daß  Tt  auch  abgeschlossen  ist. 
B  sei  eine  Häufungsstelle  von  dJt  und  B^.  B^,  B.^,  ...  eine 
Punktfolge  aus  SR,  die  nach  jR  konvergiert.  B„  liege  auf  der 
Sehne  AnB,,  von  9J?.*j  Die  beschränkte  Punktfolge  A-^^,  A^, 
A.^,  .  .  .  hat  wenigstens  eine  Häufungsstelle -J  A  und  es  gibt 
eine  Teilfolge  A[,  A'^,  A'^,  .  .  .,  die  nach  A  konvergiert.  B[, 
B'^y  B^,  ...  sei  die  entsprechende  Teilfolge  von  B^,  B.,,  B.^, 
.  .  .  Nun  sei  B  eine  Häufungssstelle  von  B\,  B?,  Bi,  .  .  . 
und  B'l,  B'i,  B'i,  .  .  .  eine  Teilfolge,  die  nach  B  konvergiert. 
Wir  können  also  schreiben: 

lim  A'J>  =  A,   \im  B[:^B,    lim  B'J,  =  B. 

Entsprechende  Teilfolgen  sind  hier  in  entsprechender  Weise 
bezeichnet.  Wegen  der  Abgeschlossenheit  von 
3JJ  gehöi-en  A  und  B  der  Menge  9J?  an.  AB 
ist  also  eine  Sehne  von  Wt.  Nun  liegt  B'^  auf 
der  Sehne  A',IB',!.  Läge  B  nicht  auf  der  Sehne 
AB,  so  könnte  nicht  limR'„'  =  i^  sein.  Man  sieht 
dies  sofort,  wenn  man,  wie  Fig  37  es  andeutet, 
'^'  ""■        die   Sehne  AB  in  ein  Rechteck  einschließt,   das 

den    Punkt   B    außerhalb    läßt.      A',',    und    B',[    treten    bei    zu- 


1)  Wir  lassen  auch  Sehnen  von  der  Länge  Null  zu. 

2)  Bei  Punktfolgen  braucht  man  nicht  anzunehmen,  daß  ihre  Punkte  alle 
wirklich  verschieden  sind.  Sie  sind  schon  durch  die  Indizes  unterschieden. 
Wir  betrachten  sie  als  verschieden,  wenn  sie  verschiedene  Indizes  haben. 
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nehmendem  n  schließlich  in  dieses  Rechteck  ein,   in   dem  dann 
auch   die  Sehne  Ä,',  B[',   mit  dem  Punkte  li''.  liegt. 

'SR  ist  eine  konvexe  Pimktmenge.  Wenn  alle  Punkte  von 
^)l  auf  einer  Geraden  liegen,  ist  dies  ohne  weiteres  klar.  Wir 
nehmen  deshalb  an,  daß  3J2  nicht  auf  einer  Geraden  liegt  und 
zeigen  zunächst,  daß  ü)i  folgende  Eigenschaft  hat: 

Jedes  Dreieck  ABC,  dessen  Ecken  zu  SOi  gehören,  ist  ganz 
in  3}?  enthalten.  Von  den  Seiten  des  Dreiecks  ist  dies  selbst- 
verständlich. Wir  brauchen  es  also  nur  für 
die  inneren  Punkte  zu  beweisen.  D  sei  ein  «vt 
solcher  Punkt.  Man  ziehe  die  Strecken  DB 
und   DC  und   verlängere   sie   über   D    hinaus 

bis    zu  B'   bzw.  C     Da  'SR  eine   beschränkte __^ 

Punktmenge    ist,    kann    man     erreichen,    daß      ^     y.    „g 

auf  B'C    kein    Punkt    von    dR    liegt.     Man 

braucht  nur  jene  Verlängerungen  genügend  weit  zu  ziehen. 

Nun  bemerke  man,  daß  es  sowohl  im  Innern  als  auch  außer- 
halb des  Dreiecks  DB'C  Punkte  von  SR  gibt.  Im  Innern 
liegt  der  Punkt  Ä  und  außerhalb  liegen  B  und  C  Da  nach 
A'^oraussetzung  SR  eine  zusammenhängende  Punktmenge  ist, 
lassen  sich  in  SR  die  Punkte  A.,  A^,  .  .  .,  Ap^x  so  wählen, 
daß  die  Sehnen  AA^,  .  .  .A^A.2,  ,  Ap^^Ap-i,  A,,-iB  kleiner 
als  1/w  sind.  Wir  haben  hier  einen  Sehnenzug,  der  innerhalb 
des  Dreiecks  DB'  C  beginnt  und  außerhalb  dieses  Dreiecks 
endigt.  Eine  seiner  Sehnen  muß  daher  den  Rand  des  Dreiecks 
schneiden,  und  dieser  Schnittpunkt  P„  hat  die  Eigenschaft,  daß 
es  einen  Punkt  Q„  von  SR  gibt,  der  um  weniger  als  1/n  von 
ihm  entfernt  ist.  Erteilen  wir  n  die  Werte  1,  2,  o.  ,  .  .,  so 
entsteht  auf  dem  Rande  des  Dreiecks  DB'C  eine  Punktfolge 
Pj,  P.2,  P3,  .  .  .,  die  eine  Häufungsstelle  P'  hat.  Wir  können 
aus  Pj,  P2,  Pg,  .  .  .  eine  Teilfolge  Pi,  P2,  P3,  •  •  •  heraus- 
heben, die  nach  P'  konvergiert.  Ql,  Q2,  Qi,  ...  sei  die  ent- 
sprechende Teilfolge  von  Qi,  Q.2,   Q3,     ■  ■     Sicher  ist  dann 

PLQn  <   ^ 

und  aus  lim  P'„  =  P'  folgt  daher  lim  Qn  =  P'.     Der  Punkt  P' 
ist  also  eine  Häufungsstelle  von   SR   und    gehört   somit   wegen 
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der  Abgeschlossenheit  von  S}}1  selbst  zu  9}?.  Wir  sehen,  daß 
es  auf  dem  Rande  des  Dreiecks  DB'C  irgendwo  einen  Punkt 
von  Wl  gibt.  Auf  B' C  liegt  aber  kein  solcher  Punkt,  folglich 
auf  DB'  oder  DC.  Jedenfalls  ist  also  D  ein  Punkt,  der  einer 
Sehne  von  SJ?  angehört,   d.  li.  in  9K  enthalten  ist. 

Jetzt  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dnß  'il?  eine  konvexe  Punkt- 
meuge  ist.  AB  und  CD  seien  irgend  zwei  Sehnen  von  9)?, 
P  ein  Punkt  auf  AB  und  Q  ein  Punkt  auf  CD.  Wir  müssen 
zeigen,  daß  die  Strecke  PQ  ganz  zu  9J^  gehört.  Die  vier 
Punkte  yl,  B^  C,  D  können  die  Ecken  eines  konvexen  Vierecks 
bilden.  Ziehen  wir  in  ihm  eine  Diagonale,  so  entstehen  zwei 
Dreiecke,  die  ganz  zu  9Ji  gehören.  Folglich  gehört  auch  das 
Viereck  ganz  zu  '^H,  ebenso  die  Strecke  PQ,  die  ganz  in  dem 
Viereck  enthalten  ist.  Hilden  A,  B,  C,  D  nicht  die  Ecken 
eines  konvexen  Vierecks,  so  liegt  einer  der  vier  Punkte  in 
dem  von  den  drei  andern  gebildeteten  Dreick.  Dieses  Dreieck 
gehört  ganz  zu  W.    In  ihm  liegen  AB  und  CD,  also  auch  PQ. 

§  21.  Erster  Mittelwertsatz  für  Integrale  kom- 
plexer Funktionen  einer  Veränderlichen,  u  {x),  v  (x) 
seien   reelle   Funktionen   der   reellen  Veränderlichen   x.     Dann 

heißt 

f{x)  =  u{x)  +  iv(x) 

eine  komplexe  Funktion  von  x. 
Das  Integral 


./ 


b 

f{x)dx 


wird  definiert  durch  die  Gleichung 

6  6  6 

/  f(x) dx  =  I  u (x) dx  -\-  i  I  v{x)d x. 

a  a  a 

Dieses  Integral  existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  u{x)  und 
v{pc)  in   <a,  &>   integrierbar  sind. 

Wir  wollen  u{x)  und  v{x)  als  stetig  voraussetzen.  Be- 
trachten wir  die  Punkte  mit  den  Koordinaten 

1  =  uipc),     i)  =  'o{x),  {a  ^x^h) 
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so  bilden  sie  eine  beschränkte  Punktmenge  SR,  die  abgeschlossen 

und  zusammenhängend  ist.     Ihre  kleinste  konvexe  Umschließung 

9Jt  besteht  aus  allen  Punkten,   die    auf  Sehnen  von  9J?  liegen. 

Setzen  wir  nun 

b  —  a 

Xr=  a  -\-  r  —^  (r  =  0,  1.  .  .  .,  n) 

und  betrachten  den  Punkt  P„  mit  den  Koordinaten 

*''  ~  b-a  ' 

SO  gehört  er,  wie  mau  sich  leicht  überzeugt,  zu  9}l.  Bei  un- 
endlich zunehmendem  n  wird 

h 
b 

lim  \)„  =  j--—  I  V  {x;  dx. 

a 

P,t  konvergiert  also  nach  dem  Punkte  mit  den  Koordinaten 

6  b 

~  J  u  {x)  dx,     ^J  V  {x)  dx. 

a  a 

Da  9JJ,  wie  wir  in  §  20  gezeigt  haben,  abgeschlossen  ist,  so 
gehört  dieser  Punkt  ebenfalls  zu  3JJ.  Liegt  er  auf  der  Sehne, 
die  die  Punkte  u{.t:'),  v{x')  und  'u{x"),  r{x")  verbindet,  so 
kann  man  seine  Koordinaten  in  der  Form 

Vu{x')  +  V'u{x''),     X'vix')  4-  A"v(a;") 

schreiben,  wobei  X' ,  X"  Zahlen  aus  dem  Intervall  <0,  1>  mit 
der  Summe  1  sind.  Es  gelten  also  Formeln  von  folgender 
Gestalt 


ß 


i{x)dx  =  {b-a)[x'u(x')  +  X"h{x")}, 
fv{x)dx  =  (&  -  a)\x'v(x')  +  X"v{x")\. 
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Aus  ihnen  geht  hervor: 

b 

(*)  ff(^) äx  =  {h-a)[k'  f\x')  +  X"  f{x ") )  • 

a 

Wir  wiederholen,  daß  hierbei 

Ebenso  leicht  würde  man  folgende  allgemeinere  Formel  be- 
weisen können,  wo  iv{x)  eine  reelle  Funktion  bedeutet,  die 
in  *(«,  i>  stetig  und  nirgends  negativ  (oder  nirgends  positiv)  ist: 

(**)      Jf{x)a-{x)dx  =  [Vf{x')  +  X"f{x'')\fw{x)dx. 

a  a 

Diese   Formel    muß    mau    als    eine    Verallgemeinerung    des 
ersten  Mittelwertsatzes  der  Integralrechnung  ansehen. 
Aus  (**)  folgt 

\Jf{x)iü{x)dx,£[x'\f{x')    +  X'^\f{x^')\]Jw{x)dx. 

a  a 

Da  I  fix)  in  <a,  h/  stetig  ist,  so  nimmt  sie  an  einer  Stelle 
i'o  den  Wert  ^^  \f{p(^)  ;  +  A"  |  f{x'')  \  an.  Die  obige  Ungleichung 
läßt  sich  also  durch  folgende  Gleichung  ersetzen: 


(*  *  *)  /  fix)  w(x)dx=^d-  fixo)  jw  (x) 


dx. 


#•  ist  eine  komplexe  Zahl,  deren  absoluter  Betrag  nicht  größer 
als  1  ist  und  Xq  ein  Wert  aus   <a,  6>. 

Die  Formel  (***)  rührt  von  Darboux  her,  Formel  (**) 
kann  man  Weierstraß  zuschreiben. 

§  22.  Zweiter  Mittelwertsatz  für  Integrale  kom- 
plexer Funktionen  einer  Veränderlichen.  Wir  erinnern 
an  die  Bedeutung  des  Integrals^) 

(t)  j^>d^l^, 

a 

wo  (p  und  ^  reelle  Funktionen  von  x  sind. 

1)  Vgl.  meine  „Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung". 


Zweiter  Mittelwerfcsatz.  75 


<a,  x^y,  <(.T„  x^y,  .  .  .,  <a;;— ],  '>>  sei  eine  Zerlegung  von 
<r/,  6)  und  ^1,  ^2,  .  .  .,  I;,  seien  den  p  Teilintervallen  der  Zer- 
legung entnommen.     Es  kann  sein,  daß 


immer  nach  einem  Grenzwert  konvergiert,  wenn  man  eine 
ausgezeichnete  Zerlegungsfolge  durchläuft.  Dieser  Grenzwert 
ist  das  Integral  (f). 

Wenn  das  Integral  (f )  existiert,  so  existiert  auch  das  Integral 

h 

und  man  hat  '^ 

b  b 

a  a 

x{x)  sei  in  <«,  hy  integrierbar.     Setzen  wir 

a 

SO  existieren  die  Integrale 

b  I, 

I  q)dil>     und       l  (p%dx 

a  a 

nie  eins  ohne  das  andre  und  sind  einander  gleich,  vorausgesetzt, 
daß  (f[x)  in  (.a,hy  beschränkt  ist,  daß  also  .(p(x)\  beständig 
unterhalb  einer  endlichen  Grenze  K  liegt. 

Nach  der  Definition  dieser  Integrale  hat  man 

h 

lim^  (p%)\if{Xr)  -  t(Xr-i)i^J  (pdtl>, 

h 

lim^  if  i^r) % (Ir)  {xr  -  x,.  _,)=J  (fx dx. 

a 

Die  Differenz  der  Suramen  lautet: 

^^{ir)\jxäx-x(^r)iXr-   Xr-,)]- 
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Setzt  man  x^ 

JxdX  =  Xr{Xr-  Xr-x), 

80  liegt  die  Zahl  Xr  zwischen  der  unteren  und  oberen  Grenze 
von  X  i^  ^6m  Teilintervall  <a;^_],  Xr^,  und 

\%r-%  (Hr)  I 

ist  nicht  größer  als  (5^,  die  Schwankung  von  %{x^  in  (Xr—\,  Xr^. 
Daher  wird 

^(f{ir)\j  Xdx   -  X{lr)  {Xr  "  a:^-l))l  ^   ^^{^r  "  Xr-,)6,. 
^r— 1 

Da  nun  wegen  der  Integrierbarkeit  von  xi^)  die  rechte  Seite 
nach  Null  konvergiert,  so  ist  der  Grenzwert  der  linken  Seite 
gleich  Null.     Daher  ist,  sobald  eins  der  Integrale  existiert, 

h  b 

I  (pdtp  —  I  (fxdx  =  0. 

a  a 

Die  Gleichung  (ff)  liefert  jetzt 

f>  b  b  X 

(ttt)  J  (fXdx  =  (p{h)J  xdx  -J  ( J  xdx)d(p. 

a  a  a        OL 

Diese  Formel  ist  sicher  gültig,  wenn  wir  f:p{x)  und  xi^)  als 
integrierbar  voraussetzen. 

Sind  die  reellen  Funktionen  Xi(^)?  X-A?^  ^^  ^'^'>  ^^  integrierbar 
und  setzt  man  %i(ic)  +  ^X'i.ix)  =  (a{x\  so  ist  nach  (ftf) 

fc  b  i  X 

(*)  I  q^adx  =  q>{b)  I  cadx  —  I  (  j  adxjdip. 

a  a  1  a 

h  b 

Dabei    haben    wir    für   j  u{x)d(p  +  i  1  v{x)d(p    geschrieben 


ß 


(u  +  iv)d(p  (vgl.  hierzu  §  21). 

Wir   wollen  jetzt   annehmen,    daß   (p{x)  in  <a,  &>  monoton 

ist      Dann    ist  leicht   zu    zeigen,  daß  der  Bildpunkt  der  kom- 
plexen Zahl 
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O         X 

f  l  I codx)  d(f 

a       a 

qp(6)-qp(a) 

der  kleinsten  konvexen  Umschließung  der  Punkte 

X 

(**)  Jadx  {a£x£b) 

a 

angehört.     Nach  jenem  Punkt    konvergiert    nämlich    der  Bild- 
punkt der  komplexen  Zahl 

X,    yj'(0dxJ\^(p(Xr)   -   (p(Xr-l)J 


qp(fe)  -  qp(a) 

der  in  der  kleinsten  konvexen  Umschließung  der  Punkte  (**) 
enthalten  ist,  weil 

qp(&)  -  qp(a)        — 

Der  Grenzübergang  wird  in  der  Weise  bewerkstelligt,  daß 
man  eine  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge  des  Intervalls  <a,  hy 
durchläuft. 

Nach  §§  20  und  21  können  wir  setzen: 

b        X  x'  x" 

I  (  I  (odxj  d(p  =  (x'  I  cadx  -^  A"  j  codxj  (cp{h)  —  9'(a)]. 

z  a  a 

b  h  b 

(p{h)  j  c)dx=  ix'  Codx  4  X"  i(odoc\(p{h) 

a  a  a 

ist,  so  nimmt  die  Formel  (*)  folgende  Gestalt  an 
(***)  Cfpadx 

a 

x'  b  x"  b 

=  X'((p(a)  jadx  +  q)(jb)  fadx]  +  ^"U>{a)  C(odx+(p{h)  j  adx^ 

a  x'  a  x" 

{a  £  x',  x"  ^  6;    X',  A"  >  0,  X' +  X"=  1) 

Dies  ist  eine  Verallgemeinerung  des  zweiten  Mittelwertsatzes 
der  Integralrechnunsc 


a        a 

Da 
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Aus  (***)  folgt 

6  !  I  a:'  6 

I  (pcodx  j  <,  X'  Up(a)  /  codx  +  q){b)  1  cod: 


X"  (p{d)  I  codx  +  ^(ft)  /  cadc 


Da  die  Funktion 


.r  fi 

(p{a)  I  codx  +  ^(J>)  I  oad. 


in  <a,  Oy  stetig  ist,  gibt  es  eine  Stelle  Xq,  wo  sie  gleich  der  rechten 
Seite  der  obigen  Ungleichung  wird.    Wir  können  also  schreiben 

{**)  I (p(odx  =  d'\(p{a)  I G}dx  +  q){h)  I  cjdx^,,     {(f'<^XQ<,b) 

und  d  ist  dabei  eine  komplexe  Zahl,  deren  absoluter  Betrag 
nicht  größer  als   1   ist. 

Wenn  man  (p{a)  und  qp(6)  durch  zwei  reelle  Zahlen  A,  B  er- 
setzt, die  aber  derart  gewählt  sind,  daß  die  modifizierte  Funktion 
<p{x)  ebenfalls  monoton  ist,  so  bleiben  die  Formeln  (***)  und 
(***)  bestehen.  Die  Integrale  behalten  ihren  Wert,  nur  //,  A", 
x',  x"  bzw.  -ö-  und  a;,,  ändern  sich 

Es  gelten  also  die  folgenden  allgemeinen  Formeln 


ß 


b  x"  b 


=  X{a  Co  dx  ^  B  Ccodx^-j-  1"(ä  fcodx-^-B  Tra  dx), 

a  x'  a  '" 

6  Xo  b 

I  (pcodx  =  d'iÄ  l  codx  H-  B  I  codx). 

(i  a  Xq 

Wenn  (p{x)  in  dem  Intervall  <a,  &>  ein  bestimmtes  Zeichen 
hat,  d  h.  stets  positiv  oder  stets  negativ  ist,  können  wir 
eine  der  Zahlen  A,  B  gleich  Null  setzen.  Ist  (fix)  z.  B 
absteigend  und  positiv,  so  dürfen  wir  B  =  0  machen.  Dann 
lauten  die  beiden  Formeln  folgendermaßen: 
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b  X 

1  cfodx  =  Ä  ( A'  /  G)  dx  f  X"  I  CO  dxj , 

a  a  a 

I  (po3  dx  =  d^A  I  a  dx. 

§  23  Erster  Mittelwertsatz  für  komplexe  Doppel- 
integrale.  Wir  legen  als  Integrationsgebiet  das  Rechteck 
<(a,  b;   c,  dy  zugrunde,  d.  h,  das  Rechteck 

a  -^x  <.!),     c  <  y  <d. 
Existieren  die  Integrale 


wird 


mit 


JJ  «C^',  !/} dxdy,      JJ  v{x,  y)dxd!.y, 
I  I  u{x,  i/)dxdi/  +  >  I  f  v(x,  y)dxdy 
I  I  {"  (^'  y)  +  i  V  (iv,  y) )  dx  dy 


bezeichnet. 

Wir  wollen  «(,/>  y)  +  iv{x,  y)  =  w{x,  y)  setzen.  tv(x,  y)  ist  dann 
eine  komplexe  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x,  y  Nach 
dem  Muster  von  §  21  wird  der  Leser  leicht  die  folgenden  Formeln 
beweisen: 

f  I  w{x,  y)dxdy  =  (b  -  a)(d  -  c)[x'w{x',  //')  +  X"iv{x",  y")], 
JJ  tv  {x,  y)(p{x,  ij)  dx  dy 

=  \'i^ic{x\  y')  -}-  X"  iv{x",  tj")\  j  I  cp(x,  y)dxdy 

In  beiden  Formeln  sind  (x',  y'),  {x",  y")  Punkte  des  Recht- 
ecks <rt,  b:  c,  dy  und  X\  X"  Zahlen  aus  dem  Intervall  <0,  1> 
mit  der  Summe  1.  iv(x,  //)  und  (p(x,  y)  sind  in  (.a,  &;  c,  dy 
stetig,  (p  { X,  y)  ist  reell  und  nirgends  negativ.  Die  erste 
Formel  ist  offenbar  ein  Spezialfall  der  zweiten. 

§  24.     Taylorsche  Formel  für  komplexe  Punktionen. 

In  §  22  hatten  wir  die  Formel 

6  h  b  X 

(*)  I  (fX '^^  =  ^  yp)J  l '^'^  -J{   I  X  iiy]dfp. 

a  a  a         a 

(p  und  ^  waren  reelle  integrierbare  Funktionen. 
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Es  ist  hier  zweckmäßig  (*)  folgendermaßen  umzuschreiben: 

6  b  b  b 

J  (pxdx  =  (p{a)J  xdx  +  /  (  j  idx)d(p. 

a  a  a         X 

Wenn   die   reelle   Funktion    u{cc)   nebst   ihren  n   ersten  Ab- 
leitungen stetig  ist,  so  liefert  die  obige  Formel 

6  6 

I u'dx  ==  {b  —  a)u'{a)  -f  1  u"-{h  —  x)dx, 

a  a 

b  b 

fu"(b  -  x)dx=^^^u'\a)  +Ju"'.^tz^dx, 

a  a 

Hieraus  ergibt  sich 

u{b)  —  n(a) 

Erfüllt  v{x)  dieselben  Bedingungen  wie  u{x),  so  hat  man  auch 

v(b)  =  V  (a) 


b 

n— 1 

n-l)l 


a 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt,  wenn  wir 

u(x)  +  iv{x)  =  f(x) 
setzen, 

a 

Das  ist  die  Taylorsche  Formel  für  eine  komplexe  Funktion 
fyx)f  die  nebst  ihren  n  ersten  Ableitungen  in  <a,  &>  stetig  ist. 

6 
a 

heißt  der  Rest  der  Taylorschen  Formel. 


dx. 
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Wir  wollen  auf  (**)  unsere  Mittelwertsätze  anwenden.  Nach 
§21  können  wir  schreiben: 

b  b 

Dabei  ist  Xq  ein  Wert  aus  ^.a,  V)  und  -&•  eine  komplexe  Zahl, 
deren  absoluter  Betrag  nicht  über  1  hinausgeht.  Wir  dürfen 
den  Mittelwertsatz  (***)  aus  §  21  hier  anwenden,  weil  {h  —  xY~'^ 
in  <a,  &>  ein  konstantes  Zeichen  hat. 

Die  Taylorsche  Formel  sieht  jetzt  so  aus 

m  -  /■(«) 
+ '-^-V  («)  +  ■  ■  ■  +  <VS^^'"""(«)  +  '*i/*- *^"'w- 

Wenn  f{x)  eine  reelle  Funktion  ist,  fällt  der  Faktor  d'  fort. 
Das  ist  der  ganze  Unterschied. 

Benutzt  man  die  Formel  (**)  aus  §  21,  so  findet  man 

6 
a 

Die  Taylorsche  Formel  lautet  dann 

+  ^^-"^JA '/•(«) M  -r  X"f(''^{x")}- 

X\  l"  sind  Zahlen  aus  dem  Intervall  (0,  1)»  mit  der  Eigenschaft 
l'  -\-  A"  =  1   und  x' ,  x"  gehören  dem  Tntervall  <a,  &>  an. 

Drittes  'Kapitel. 
Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen. 

§  25.  Begriff  der  Funktionen  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen. Wenn  'man  als  Funktion  der  komplexen  Ver- 
änderlichen s  =  X  +  iy  eine  komplexe  Veränderliche  iv  von 
der  Art   bezeichnete,   daß  jedem  Wert^)  von  z   ein  Wert   von 

1)  z  kann  auf  einen  Bereich  beschränkt  sein. 

Kowalewski,  die  komploxen  Vcränderlicbeu.  6 
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w  =  f{z)  entspricht,  so  wäre  w  nichts  anderes  als  eine  kom- 
plexe Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x,  y.  umgekehrt 
ließe  sich  jede  komplexe  Funktion  von  x,  y 

f{z)  =  u{x,  y)  +  iv{x,  y) 

als  eine  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  z  =  x  -{-  iy 
ansehen. 

Die  Beschäftigung  mit  den  Funktionen  der  komplexen  Ver- 
änderlichen z  käme  also  hinaus  auf  die  Betrachtung  der  reellen 
Funktionenpaare  von  zwei  reellen  Veränderlichen.  Das  wäre 
im  Vergleich  zur  Theorie  der  reellen  Funktionen  nichts  Neues. 

Cauchy  hat  als  erster  eine  besonders  wichtige  Klasse  von 
Funktionen  f(z)  hervorgehoben,  nämlich  diejenigen,  die  eine 
Ableitung  haben.  Man  pflegt  sogar  die  Bezeichnung  Funktionen 
nur  auf  diese  Klasse  von  Funktionen  anzuwenden.  Sie  werden 
auch  als  monogene  oder  analytische  Funktionen  bezeichnet. 

§  26.  Zwischeubemerkuugf  über  den  Limeskalkül  für 
komplexe  Zahlen.  Wenn  .r^,  x^,  x.,  .  .  und  x  reelle  Zahlen 
sind,  so  bedeutet  die  Formel 

lim  x„  =  X, 

daß  in  jeder  Umgebung  von  x  fast  alle  Glieder  der  Folge  x^, 
x^,  x^,  .  .  .  enthalten  sind.  „Fast  alle"  ist  ein  abgekürzter 
Ausdruck  für  „alle  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Ausnahmen". 
Sind  Zi,  Z2,  z^f  .  .  .  und  z  komplexe  Zahlen  (z„  =  x„  +  iy,„ 
z  =  X  -\-  iy),  so  soll  die  Formel 

(*)  lim  z„  =  z 

bedeuten,  daß 

(**)  lim  x„  ==  ./;     und     lim  y„  =  y 

ist. 

Aus  diesen  beiden  Relationen  folgt 

(***)  lim y(xn  —  xy -f  (yn—  yy=  0     oder     lim  \z„—  z\  =0, 

d.  h.  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  Zn  und  z  konvergiert 
nach  Null.  In  jeder  Umgebung  von  z  liegen  fast  alle  Punkte 
der   Folge   z^,  z^,   ^3,  .  .  .,   d.  h.  die    Punktfolge   z-^,  z^,  %  .  .  . 
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konvergiert  nach  z  (vgl.  S.  68)  Wenn  dies  der  Fall  ist,  wenn 
also  die  Relation  (***"!  stattfindet,  so  folgen  daraus  die  Re- 
lationen (**),  die  mit  der  Relation  (*)  äquivalent  sind. 

Eine  Folge  komplexer  Zahlen  z^,  z^,  z^,  .  .  .  {z„  ==  x„  -f  iy„) 
nennt  man  konvergent,  wenn  es  eine  komplexe  Zahl  s  gibt, 
so  daß  lim  z„  =  z  ist.  Dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall, 
wenn  x^^,  x.^,  x.^,  .  .  .  und  ?/j,  y^,  yz,  ■  ■  ■  konvergente  Zahlen- 
folgen sind.^)     z  heißt  der  Grenzwert  der  Folge  z^,  z^,  z^, .  .  . 

Der  Leser  überzeuge  sich,  daß  folgende  Sätze  gelten. 

Der  Grenzwert  einer  Summe  oder  eines  Produktes  von  p 
komplexen  Zahlen  ist  gleich  der  Summe  bzw.  dem  Produkt 
ihrer  Grenzwerte,  vorausgesetzt,  daß  diese  existieren.  Wenn 
lim  Zn=:i',  so  ist  limi„  =  .i,  d.  h.  konjugierte  Zahlen  haben 
konjugierte  Grenzwerte,  wenn  sie  überhaupt  Grenzwerte  be- 
sitzen. Aus  lim z„  =  z  folgt  lim  \z„  ^=  \z\  Im  Falle  0  =|=  0 
folgt  aus  lim  z„  =  z,  wenn  man  die  Amplituden  (p^,  cp^.  q)^,  .  .  . 
und  (f  von  Zj,  z^,  z^,  ...  und  z  geeignet  bestimmt,  lim  9),,  =  (p. 
Wenn  lim  z^  =-  z  und  z  4=  0,  so  ist  lim  {llZn)  =  1/^- 

Wenn  die  Folgen  z^,  z^,  %,  ...  und  */,  z^,  z^,  .  .  .  nach  z 
konvergieren,  so  tut  dies  auch  die  Folge  z^,  z^,  z^j  z^,  ^3,  z^,  . . . 

Man  darf  die  Glieder  einer  nach  z  konvergierenden  Folge 
beliebig  umordnen,  auch  irgendwelche  Glieder  in  endlicher 
Anzahl  zu  ihr  hinzufügen,  ohne  daß  sie  aufhört  nach  z  zu 
konvergieren.  Jede  Teilfolge  von  ihr  konvergiert  ebenfalls 
nach  z. 

Aus  einer  beschränkten  Folge  ^)  z^,  z,^,  %,  ...  lassen  sich 
stets  konvergente  Teilfolgen  herausheben  (vgl.  S.  69).  Wenn 
h  ein  Häufungswert ^)  der  Folge  ist,  gibt  es  Teilfolgen  mit 
dem  Grenzwert  U. 


1)  Eine  konvergente  Zahlenfolge  ist  also,  geometrisch  gesprochen, 
eine  konvergente  Punktfolge,  deren  Grrenzpunkt  ein  eigentlicher  Punkt  ist. 

2)  Alle  Zahlen  der  Folge  sind  ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  eine 
feste  Zahl.  Ihre  Bildpunkte  in  der  Zahlenebene  stellen  eine  beschränkte 
Punktfolge  dar  (vgl.  S.  65). 

3)  Das  geometrische  Äquivalent  eines  Häufungswertes  ist  eine  eigent- 
liche HäufungssteUe. 

6* 
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Eine  beschränkte  Folge  mit  nur  einem  Häufungswert  ist 
konvergent  und  der  Hüufungswert  ihr  Grenzwert.  Umgekehrt 
ist  eine  konvergente  Folge  beschränkt  und  der  Grenzwert  ihr 
einziger  Häufungswert.  Konvergente  Folgen  und  beschränkte 
Folgen  mit  nur  einem  Häufungswert  sind  also  ein  und  dasselbe. 
Vgl.  hierzu  meine  „Grundzüge  etc." 

§  27.  G-euaue  Definition  der  Ableitung.  f{z)  sei  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  Sq  definiert,  z.  B.  in  einem  um 
den  Punkt  Zq  beschriebenen  Kreise.  Es  sei  also  jedem  Punkt  z 
dieses  Kreises  eine  komplexe  Zahl  f{z)  zugeordnet. 

Wenn    z    von   z^^    verschieden    ist,    kann    man    den 
Quotienten 


/•(g)-/(^o) 

Fig.  39.  ^  —  ^0 

bilden.     Man   nennt  ihn   einen  Differenzenquotienten  von 
f{z)  an  der  Stelle  Sq. 

Eine  Folge  von  solchen  Differenzenquotienten 

f{z,)-f\z,)       f(z,)-f(z,)       f{z,)-f(z,) 
,      ,      ,      .  .  . 

^1   ~  ^0  ^2  ~  ^0  ^3  ^0 

soll  eine  ausgezeichnete  heißen,  wenn  \imz„  =  s!Q  ist. 

Die  Funktion  f(2)  kann  nun  so  beschaffen  sein,  daß  an  der 
Stelle  Zq  jede  ausgezeichnete  Folge  von  Differenzen- 
quotienten konvergent  ist.  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß 
alsdann  diese  Folgen  einem  und  demselben  Grenzwert  zustreben. 

In  der  Tat  seien 

,*N                                                  f{Z,)-f{^o)            f{^,)-fi^.) 
\     )  '         ) 

Z^  —  Zf,  ^i  ~  ^0 

und 

/**x  f{ax')-f(Zo)      fJßi'J^fK) 

^        ^  g   '  —  g  '  z   '  --  z  ' 

zwei    ausgezeichnete    Folgen    von    Differenzenquotienten.      Es 

sei  also 

lim  Sn  =  S(f     und     lim  zj  =  z^. 

Dann  konvergiert  (vgl.  §  '^^^  auch  die  Folge 
nach  z^.     Mithin  ist  auch 
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(***X      f{Zr)-f{Z,)^       f(h')-fi^.)^       f{^,)-f{^o)^       f(Z^')-m)^ 
Zi  —  2q  ^1    ~  ^0  ^t  ~  ^0  ^-i    ~  ^0 

eine  ausgezeichnete  Folge  von  Differenzen quotienten.  Sie  ist 
also,  weil  alle  derartigen  Folgen  konvergent  sein  sollen,  kon- 
vergent. Alle  Teilfolgen  einer  konvergenten  Folge  streben 
aber  (vgl.  §  26)  demselben  Grenzwert  zu  wie  diese  selbst. 
(*)  und  (**)  sind  nun  Teilfolgen  von  (***).  Sie  haben  daher 
denselben  Grenzwert. 

Wenn  also  an  der  Stelle  2^,  alle  ausgezeichneten  Folgen  von 
Differenzenquotienten  konvergent  sind,  so  streben  sie  einem 
gemeinsamen  Grenzwert  zu.  Dieser  wird  als  die  Ableitung 
von  f{z)  an  der  Stelle  s'^  bezeichnet,   und   man  schreibt  dafür 

§  28.  Ableitung  einer  Summe,  eines  Produktes.  f(z) 
und  ^(^)  seien  in  einer  gewissen  Umgebung  von  .s^  definiert. 
Dann  gilt  dasselbe  von 

^(^)  =  /'C^)  +  ^(^^     und     i;{z)  =  a2)g{z). 
Wenn  nun  die  Ableitungen  /"'(^o)  ^^^  9'i^o)  existieren,   so 
existieren  auch  die  Ableitungen  qp'(^o)  "°^  ^'(■^o)- 
Man  hat  zunächst  (für  *  =|=  z^) 

V>{z)-q>{z,)  _  m-f{z,)  _^  9(1)- g{z,) 

Z  —  Z^  Z  —  Z(f  Z       Zq 

Daraus  folgt  im  Falle  lim  2  =  Sq 

-d.  h.  es  existiert  (p'iz^  und  man  hat 

^'(^o)  =  /"'('^o)  +  5''(^o)- 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Resultates  gelangt 
man  zu  dem  Satze,  daß  die  Ableitung  einer  Summe  von 
^  Funktionen  gleich  der  Summe  ihrer  Ableitungen  ist,  voraus- 
gesetzt, daß  diese  existieren. 

Um  die  Existenz  von  iI^'(3q)  zu  beweisen,  schreibe  man 

in  der  Form: 


gß  Ableitung  einer  Summe,  eines  Produktes. 


z  —   -0  •*         '='0 

Dann  sieht  man  sofort  (vgl.  §26),  daß  im  Falle  lim  5'  =  ^,) 

lim  '«Ü^»  =  rfe,)^(.„)  +  rt.„)y  w 

ist.    Es  existiert  also  t^'(^„),  und  man  hat 

^\z,;)  =  f\z,)g{z,)-Yf{^z,)g\z,). 
Sind   /'(^'),    <7(^'),   /i('2')    in    einer  gewissen  Umgebung  von  z^ 
definiert  und  existieren  f{z^,  9'{Zq),  h'(z^),  so  hat  auch 

an  der  Stelle  Zq  eine  Ableitung,  und  es  gilt  die  Formel 

Der  Satz  läßt  sich  leicht  auf  Produkte  von  p  Faktoren 
übertragen.     Wendet  man  ihn  auf 

<o{z)^{f{z)Y=f{z)m...f{z) 
|)-mal 
an,  so  ergibt  sich,  falls  f  (z^  existiert, 

Eine  Konstante  hat  die  Ableitung  Null,  weil  bei  ihr  alle 
Differenzenquotienten  gleich  Null  sind.  Wenn  f  (z^  existiert 
und  c  eine  Konstante  ist,  so  hat  cf{z')  au  der  Stelle  0^,  die 
Ableitung  cf{ZQ).  Man  kann  dies  aus  der  Formel  für  {fg)' 
entnehmen  oder  auch  daraus,  daß  der  Differenzenquotient  von 
cf{z)  gleich  c^^^^^^-«^-  ist. 

f{z)  =  z  hat  an  jeder  Stelle  den  Differeuzenquotienten,  folg- 
lich auch  die  Ableitung  1.  Nach  den  obigen  Sätzen  haben  auch 
zJ^,  czP  (c  eine  Konstante)    Ableitungen,    ebenso  das  Polynom 

P(.^)  =  ^0  +  c^z  +  c^z'  H \-  CpZP. 

Seine  Ableitung  an  der  Stelle  Zq  ist  gleich 

Ci  +  262^0  +  Scg^o^  -^ 1.  pc,,z^-\ 
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Man  kann  dies  auch  leicht  direkt  nachweisen      Setzt  mau 

z  =  2,,-\-  h, 
so  wird,  wenn  mau  nach  Potenzen  von  h  ordnet, 

F{z)  =  P(^„)  +  hP,{z,)  +  h'P,{z,)  +  •  •  ■  +  hPP,{z,), 
und  hierbei  ist 

PM  =  ^1  +  ^ta^-o  +  Bcg.-o'  +  •  •  •  +pCp2i-\ 

weil  /         7  N  17, 

(^To  4-  hY'  =z'^^+mz'^^-^h -{-■■■ 

Offenbar  konvergiert  nun  der  Differenzenquotient 

P(zl-jpz^_p^^^^^  +  hP,{z,)  +  ...  +  hP-'P,{z,) 

im  Falle  \imz=-ZQ,  d.  h.  limÄ  =  0,  nach  Px{z^. 

Die     Polynome     gehören     also     zu    den     monogenen 
Funktionen. 

§  29.    Ableitung*   eines   Quotienten.      f{z)   sei   in   einer 
gewissen  Umgebung  von  z^  definiert  und  es  existiere  f'{z^. 
Wir  beweisen  zunächst  folgendes: 
Man  kanu  um  Zq   einen  Kreis  9t   beschreiben,    so  daß 

ist,  sobald  z  in  ^  liegt.  £  ist  dabei  eine  nach  Belieben 
vorgelegte  positive  Zahl.  Der  Sinn  des  Satzes  ist  der,  daß 
sich  jedem  positiven  t  ein  solcher  Kreis  ^  entgegenstellen  läßt. 
Angenommen,  es  gäbe  eine  positive  Zahl  b^,  die  eine  Aus- 
nahme bildet,  es  gäbe  also  kurz  gesagt  ein  Ausnahme-Epsilon. 
Dann  ließe  sich  dem  b^  kein  Kreis  ^  von  der  gewünschten 
Beschaffenheit  entgegenstellen.  Beschreiben  wir  nun  z.  B.  um 
z^  einen  Kreis  mit  dem  Radius  1/w,  so  gäbe  es  darin  einen 
Punkt  z,t  (4=  ■2^, )  derart,  daß 

wäre.     Lassen    wir   jetzt    n    die  Werte  1,  2,  3,  .  .  .,  so  erhalten 
wir  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Differenzenquotienten 
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die  nicht  noch  f{zQJ  konvergiert.     Daß  es  eine  ausgezeichnete 
Folge  ist,  ersehen  wir  aus  den  Ungleichungen 

\    ^r,  —  Zq    \^   ^>  (W=l,   2,   3,   .   .   .) 

lim    z„  —  Zq    =0,      d.  h.  lim z„  =  0^ 
nach  sich  ziehen. 

Da  wir  die  Existenz  von  /"'(^o)  vorausgesetzt  haben,  muß 
jede  ausgezeichnete  Folge  von  DiflFerenzenquotienten  dem 
Grenzwert  f'd^o)  zustreben.  Es  muß  daher  auch  zu  jedem 
positiven  s  ein  Kreis  ^  von  der  gewünschten  Beschaffenheit 
vorhanden  sein. 

Sobald  ^  in  ^  liegt,  hat  man 

I fi^) - /'(^o) - (^ - ^o)r(^o) i< « I ^ - ^0 i.  (^+^o) 

also  (vgl.  S.  7) 

V(^)-A^o)l<  ^-h\  rK)i  +  a}- 

Man   darf  den  Radius    q   von  ^   verkleinern,    ohne  daß  dabei 
^  seine  Eigenschaft  verliert. 

Im  Falle  f{z^  =|=  0  kann  man  ihn  so  klein  machen ,  daß 

Q\\r{z,)\^,\<\f{z,)\ 

wird.      Dann  hat  man  in  dem  ganzen  Kreise  5£ 

I  h^)  -  f{^,)  I  <  I  A^o)  I- 

Man  sieht  hieraus,  daß  f{z)  in  Ä  nirgends  verschwindet. 
Wir  hätten  den  Beweis  auch  so  führen  können: 
Aus  der  Existenz  von  /'(^o)  folgt  die  Stetigkeit  von  f{s) 

an  der  Stelle  z^.     Da  nämlich 

ist,  so  hat  man 
lim  {/(.)  -/-K)}  =  lim{(.  -  H)^J^\ 

=  lim  (z  -  z,)  lim  ^-^"^--^  =  0  .  /■' (^o)  =  0, 

Aus   lim  z  =  Zq   folgt  hiernach  immer  lim  f(z)  =  f{z^.     Diese 
Eigenschaft  bezeichnet  man  aber  gerade  als  Stetigkeit. 
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Nun  kann  man  nach  der  Methode  des  Ausnahme -Epsilon, 
die  wir  auch  oben  benutzt  haben,  folgendes  beweisen. 

Wenn  f{z)  an  der  Stelle  s^  stetig  ist,  läßt  sich  jedem 
positiven  e  ein  um  Zq  beschriebener  Kreis  entgegen- 
stellen, in  welchem  die  Ungleichung 

f  ffr  A  f  /•(^)-/-(^o);<^ 

stattiindet. 

Ist  nun  /"(^o)  H=  *^  so  kann  man  £  <  /*  Zq)  \  annehmen. 
Dann  hat  man  in  dem  ganzen  Kreise  Ä 

/U)-/-(^„)i<|/'(.-„)l,     also     /•(^)+0. 

Wenn  f{z)  an  der  Stelle  Zq  stetig  ist  und  dort  nicht 
verschwindet,  kann  man  um  Zq  eine  Umgebung  kon- 
struieren, in  der  f(2)  nirgends  verschwindet. 

Wir  nahmen  zu  Anfang  an.  daß  f(z)  in  einer  gewissen 
Umgebung  von  ^„  definiert  und  an  der  Stelle  s^^  eine  Ablei- 
tung /"'(^o)  haben  sollte.  Nuu  fügen  wir  noch  die  Voraus- 
setzung /"(^o)  =H  0  hinzu.  Dann  können  wir  nach  dem  Obigen 
sicher  sein,  daß  in  einer  gewissen  Umgebung  von  z,^  auch 

einen  Sinn  hat. 

Jetzt  wollen  wir  noch  zeigen,  daß  (p'i^o)  existiert.  Zu 
diesem  Zweck  schreiben  wir 

z-z,  z-z,    '  mnzS         ^^^ '^ 

Im  Falle  lim  z  =  z^^  folgt  hieraus ,  da  lim  f(z)  =  fi^o)   ist, 

lim  y(^)-'3P(-o)  =  _     ^''(^o) 
z-z,  f(z,)fiz,) 

Es  existiert  also  (p'(Zq),  und  man  hat 

^   ^"»^  A-^o)/(^o) 

g{2)  sei  wie  f{z)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  z^  de- 
finiert und  habe  an  der  Stelle  i„  eine  Ableitung  g'{z^.    Dann 

hat  der  Quotient  , 

^l^{z)  =  '^>=g{z)^{z) 

an  der  Stelle  z^^  die  Ableitung  (vgl.  §  28) 
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_  gj^  _  gMf'i^o)  _  A^,)g'(^o)-g(^o)/'(^'o) 
Der  Quotient  P(/)  :$(-?)  der  beiden  Polynome 

P(^)  =  «0  +  «l'S'  +  •  ■  ■  +  «/>^^, 

hat  einen  Sinn  sobald  nicht  Q{z)  =  0  ist.  An  jeder  Stelle  z^, 
wo  der  Nenner  nicht  verschwindet,  hat  P{s):Q{s)  auch  eine 
Ableitung,  nämlich 

Q{.z,)P'(e,)-P{z,)Q'{z,) 

Es  gibt,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  höchstens  q 
Stellen,  wo   Q(z)  verschwindet.     Aus  den  Gleichungen 


5o  +  hiZ,j^i  +  •  •  •  f  öj^+i  =  0 


würde    nämlich,    wenn  2^,  z^,  .  ■  .,  Zq  +  i  alle    verschieden    sind, 
folgen 


h=-K  = 


=  0. 


Denn  die  Determinante  dieser  Gleichungen  lautet 

11^,       ■  ■  ■  z'^ 


1     ^, 


'1 
zi 


1        ^5+1  ••   •  ^5  +  1 


hat^)  den  Wert 

{(0J  +  1         0^){Z,  +  1-  0^)  ■  ■  ■  (Z,+  1-  0^)\ 

und  ist  ungleich  Null.     Dann  müssen  aber  alle  h  gleich  Null 
sein.^) 


1)  Vgl.  meine  „Einführung  in  die  Determinantentheorie",  S.  41. 

2)  Vgl.  a.  a.  0.  S.  55. 
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Wenn  mau  die  Nullstellen  des  Nenners  ausschließt,  so  hat 
P(z):Q(z)  überall  eine  Ableitung,  gehört  also  zur  Klasse  der 
monogenen  Funktionen. 

§  30.  Zwischenbetrachtuug  über  den  Fuudameutal- 
satz  der  Algebra.  Die  komplexen  Zahlen  yerdanken  ihren 
Ursprung  der  Algebra.  Man  wurde  zu  ihrer  Einführung  ge- 
nötigt, weil  man  haben  wollte,  daß  jede  quadratische  Gleichung 
eine  Wurzel  besitze.     Die  quadratische  Gleichung 

3^  +  2az  +  h  =  0  (a,  b  reell) 

hat  im  Falle  a^  —  h'^0  die  reellen  Wurzeln 

s  =  —  a  +  Ya^  —  h, 
im  Falle  a^  —  6  <  0  die  komplexen  Wurzeln 
z  =  —  a  +  i  yb  —  a*. 

Man  fand,  daß  nach  Einführung  der  komplexen  Zahlen  auch 
die  Gleichungen  dritten  Grades  (mit  reellen  Koeffizienten) 
Wurzeln  hatten,  und  so  entstand  die  Frage: 

Hat    nach    Einführung    der    komplexen    Zahlen 
jede  algebraische  Gleichung 

G(ß)  =  zP-\-  a^zP-^+ h  ap-i^  +  «^==0 

Wurzeln? 
Diese   Frage    wurde    (auf  exakte   Weise   zuerst   von   Gauß) 
im  bejahenden  Sinne  erledigt.    Es  ist  ein  interessantes  Faktum, 
daß  Leibniz^)  nicht  daran  geglaubt  hat,  daß  z.  B.  die  Gleichung 
z^  -\-  1  =  0  mit  Hilfe  der  komplexen  Zahlen  lösbar  ist. 

Wir  brauchen  nicht   anzunehmen,  daß  a^,  .  .  .,  «p  reell  sind. 

Wir   können    sie    als    komplexe    Zahlen   voraussetzen.     Es   gilt 

trotzdem  der  folgende  Satz  (Fundamentalsatz  der  Algebra): 

Das  Polynom  G{z)  hat  wenigstens  eine  Nullstelle. 

Zunächst  zeigen  wir,  daß  außerhalb  eines  gewissen  um 

den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreises 

\G{z)\>K 
ist.     Dabei  bedeutet  K  eine  vorgelegte  positive  Zahl. 

1)  Vgl.  meine  Ausgabe  einiger  Schriften  von  Leibniz  in  Nr.  162  der 
Ostwaldschen  Klassiker. 
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Wenn  wir    ^  |  =  r  setzen,  so  ist 


«r 


Wählen  wir  den  Radius  q  des  Kreises  so  groß,  daß 

1  +  ...  +  I 


a. 


-i<A 


ist  und 

so  wird  für  r  >  q 


+ 


+  !«« 


also 
mithin 


—  •■•—«« 


^p  "^  2 


,.P  "^   2 


Fig.  40. 


Das  ist  aber  der  behauptete  Satz.  Er 
bleibt  offenbar  richtig,  wenn  wir  den  Kreis 
durch  ein  Quadrat  O  ersetzen,  welches  ihn 
umschließt.  Wir  wollen  O  so  wählen,  daß 
seine  Seiten  parallel  zu  den  Achsen  Oxy  Oy 
sind  (vgl.  Fig.  40). 

I  G{/)\^  ist  eine  reelle  Funktion  (p  (x,  y) 
von  X,  y.  Sie  ist  wegen  der  Existenz  von 
G\z)  in  Q  überall  stetig,  erreicht  also  iu  dem  (Quadrat  an 
einer  Stelle  x^j  y^  ihren  kleinsten  Wert.^)  Wenn  man  die  Zahl 
K  größer  als  |  ö(0)  |  gewählt  hat,  so  ist  G-{z^  \^  der  kleinste 
Wert  von  |  G{z)  j^  in  der  ganzen  Ebene. 

Setzt  man  z  =  z^-^-  h,  so  wird  G{z)  ein  Polynom  in  h : 
G{z)  =  hP+  \hp-^  +  .  .  .  +  fe^^  =  FQi), 

und  J^(0)  1^  ist  der  kleinste  Wert,  den  j  F{li)  ^  annimmt. 
Wir  werden  sehen,  daß  dies  nur  unter  der  Bedingung  -F(O)  =  0 
möglich   ist. 

Im  Falle  F{Qi)  =f=  0  ist  hp  =f=  0.     Setzen  wir 

Up 

80  ist  1  der  kleinste  Wert,  den    E(Ji)  ^  annimmt;  denn  man  hat 
1)  Vgl.  meine  „Grundziige  der  Differential-  and  Integralrechnung". 
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und  \F(h)\^  nimmt  für  /i  =  0  einen  kleinsten  Wert  an. 

Die  Koeffizienten  ß  sind  nicht  alle  gleich  Null.  Es  ist  z.  B. 
ßp=  1/bp  von  Null  verschieden,  ßv  sei  in  der  Reihe  ß^,  ß^, 
.  .  .,  ßp  die  erste  von  Null  verschiedene  Zahl.     Setzen  wir 

ßn  =  c„  (cos  y„  +  i  sin  y,,), 

{n  =  v,...,p) 
h==h  (cos  X  +  « sin  >«); 
so  wird 

^(/j)  =  1  +  Cyli^'  { cos  (vx  +  y,)  +  «'sin  (v;t  +  ^v)  1  +  •  ■  • 

+  C^,Ä:p{cos(p;c  +  y^)  +  ?'sin(px  +  y^)) 

und 

I  E{h)  |2 

=  |l  +    Cv^''cos(vx  -j-  7v)  +  •  •  ■  )    +  I  c,.  Ä;'  sin  (v  X -f  yv)^-  •  •  • } 
=    1 +2cvÄ;'cos(x'x  +  y,,)  +  •  •  • 

Die    durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  enthalten  höhere  Po- 
tenzen von  Ty  als  die  v-te. 
Wählt  man  x  so,  daß 

VK  +  yr=  it 
ist,  so  hat  mau 

Ist  Je  genügend  klein,  so  ist 

-  2cy'k''+  ■  ■  • 

negativ  und  \E(Ji)^<il,  während  doch  1  der  kleinste  Wert 
von  I  E(h)  1^  sein  sollte.  Dieser  Widerspruch  stellt  sich  immer 
ein,  wenn  F(0)  4=  0  ist.  Es  muß  folglich  F(P)  =  0  sein. 
Damit  ist  bewiesen,  daß  die  Gleichung  G(z)  ---=  0  eine  Wurzel 
Zj  hat. 

Da  G  (ß^)  =  0  ist,  können  wir  schreiben 

G{z)  =  G(z)-Gi0,) 
=  zp-zp-^  a,{2P-'-zP-')  +  •  •  •  +  ap-i{2  -  2^). 
Es  gilt  aber  die  Identität 

^v  _  gv  =  (2  _  ^J  (.v-1  _^  ^v_2^^  _^  .  .  .  _^  ^.-ly 

Daher  ist 
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xind 

6ri(^)  =  0  hat  auch  eine  Wurzel  ^g  und  wir  können  schreiben: 

wobei 

G.^{z)  =  zP-^+ a,"-p-"^i- ■  ■  ■  i- ap-2 

ist,  usw.     Zuletzt  kommt  man  zu  einem  Polynom   1.  Grades 

Für  G{z)  gilt  also  die  Formel 

G(z)  =  (^  —  Zi) {z  -  ^.2)  •  •  •  (^  —  Zp). 

G{z)  läßt   sich,   wie  man  sieht,    in  p   Linearfaktoren  zerlegen. 
Diese  Zerlegung  ist  eindeutig.     Kommt  z.  B.  z^  in  der  Reihe 
^1,  Z2,  •  . .,  Zp  gerade  ^--mal  vor,  so  ist,  wie  der  Leser  bestätigen 
mögei), 
G{z,)  =  G'{z;)  =  G"{z,)  =  ...  =  G''-'){z,)  =  0,  G('^\z^)  4=  0. 

Man  nennt  z^  eine  g- fache  Wurzel  von  G{z)  =  0  oder 
eine  g'-fache  Nullstelle  von   G(z). 

§  31.  Uneudlichkeitsstelleu  einer  rationalen  Funk- 
tion. P(^)  und  Q{z)  seien  zwei  Polynome.  Wir  betrachten 
die  Funktion  pi^\ 

Man  nennt  f\z)  eine  rationale  Funktion, 

Wir  dürfen  annehmen,  daß  P(z)  und  Q(z)  keine  gemein- 
same Nullstelle  haben.  Sonst  würden  wir,  wenn  z^  eine 
solche  Nullstelle  wäre 

P{z)  =  {z  -  z,)P,{z),       Q{z)  =  {z-  z,)Q,(z) 
setzen  und  hätten  dann 

Sollten  Pi(.s)  und  Qi{z)  noch  eine    gemeinsame   Nullstelle   ^g 
haben,  so  könnten  wir 

1)  G"{z)  ist  die  Ableitung  von  G'{z),  0'"  {z)  die  von  G"  [z)  usw. 
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F,{z)  =  {z  -  z,)P,{z),     Q,{z)  =  {z-  z,)Q,iz) 
setzen  und  erhielten 

usw.  Jedenfalls  läßt  sich  auf  diese  Weise  erreichen,  daß 
Zähler  und  Nenner  keine  gemeinsame  Wurzel  besitzen.  Dies 
denken  wir  uns  bereits  herbeigeführt.  Wir  nehmen  also  an, 
daß  P(z)  und   Q{z)  keine  gemeinsame  Nullstelle  haben. 

Nun  sei  z^  eine  Nullstelle  von  Q(z),  etwa  eine  g- fache. 
Dann  können  wir  schreiben 

Q(z)=:iz-z,yRiz), 
und  es  ist  dann  R{Zq)  =|=  0.    Für  f{z)  gilt  jetzt  die  Formel 

'^"^        i^-ü^'    ^(~^) 
Läßt  man  z  nach  z^   konvergieren  (wobei   aber  ^  =j=  ^^  bleibt), 
so  wird  (vgl.  S.  83) 

''"^Riz)        R(z,) 

>.^,    strebt     also     einem     von    Null    verschiedenen    endlichen 

Grenzwert  zu.  Dagegen  wird  1 :  (^  —  z^^y  seinem  Betrage  nach 
unendlich.  Dasselbe  gilt  folglich  von  f(z)  ,.  Man  nennt 
deshalb  0,,  eine  Unendlichkeitsstelle  von  f(z)  und  sagt, 
{{Zq)  sei  unendlich. 

Betrachtet  man  den  Punkt  der  Zahlenebene,  dem  die  kom- 
plexe Zahl  f(z)  entspricht,  so  konvergiert  er  im  Falle 
lim^  =  ^o  nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  (vgl.  S    11). 

Wie  verhält  sich  f\z),  wenn  man  z  \  über  alle  Grenzen 
wachsen,  d.  h.  den  Punkt  z  nach  dem  unendlich  fernen  Punkt 
konvergieren  läßt?     Ist 

Piz)  =  ci^zp  +  a,zP-^-\---  -j-ttp,  K  +  0) 

Q{z)  =  h,z''  +b,z'i-'-\----  +  b„  (&„4=0) 

so  sind  drei  Fälle  möglich. 

l.  p  <C  q.     In  diesem  Falle  hat  man 
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Der  zweite  Faktor  konvergiert  bei  unendlich  zunehmendem 
I  z  j  nach  dem  endlichen  Grenzwert  €1^.11)^,  der  erste  Faktor 
konvergiert  nach  Null.  Also  wird  auch  lim  f'{z)  =  0.  Man 
sagt  deshalb,  daß  der  unendlich  ferne  Punkt  eine  Nullstelle 
von  f{z)  ist. 

2.  p  =  q.  In  diesem  Falle  wird  bei  unendlich  zunehmendem  |  ,z  \ 

"0 

3.  p  <  9-  In  diesem  Falle  wächst  der  Betrag  von 

bei  unendlich  zunehmendem  z  über  alle  Grenzen.  Man  sagt 
deshalb,  daß  der  unendlich  ferne  Punkt  eine  Unendlichkeits- 
stelle von  f^z)  ist. 

§  32.    Unendliche   Reihen   mit   komplexen   Gliedern. 

Wir  müssen  hier  einige  allgemeine  Betrachtungen  über  un- 
endliche Reihen  einschalten. 

«1,  a.^,  «3,  .  .  .  sei  eine  Folge  komplexer  Zahlen  (a„  =  a„ 
4-  ißn)  Wenn  die  Folge  der  Partialsummen  o^,  «^  +  o^, 
«1  +  «2  +  ^3;  •  •  •  konvergent  ist  und  dem  Grenzwert  s  zu- 
strebt, so  schreibt  man 

«j  -f  a2  +  «3  +  •  ■  •  =  s 

und  sagt,  daß  die  unendliche  Reihe  Oj+ttg-f  f/gH kon- 
vergiert (konvergent  ist)  und  die  Summe  s  hat.  Ist 
s  =  ^  -f  ?T,  so  bedeutet  die  Relation 

lim  (ttj  -f  «2  +  •  •  ■  +  ^»^  =  ö  -{-  it 
so  viel  wie  die  beiden  folgenden 

lim  («1  +  «2  +  •  •  •  +  a„)  =  6, 

lim  (ß^  +  ß^-^...^  ß„)  =  r. 

Es  ist  also  dann  und  nur  dann 

a^  -f  a,  -f  «3  -f  •  •  •  =  <?  4-  *T, 
wenn 
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a^  4-    «2  +   «3  +    •   ■    •   =   Ö 

und 

ist. 

Die  Theorie  der  reellen  Reihen  setzen  wir  als  bekannt 
voraus^),  z.  B.  auch  die  Eigenschaften  der  absolut  konvergenten 
Reihen. 

Wenn  die  beiden  Reihen  a^  +  ß-.2  -f  a^-\ und  /3j+  ß2-\-  ßs-\ — 

absolut  konvergent  sind,  d.  h.  wenn  die  Reihen 

«1  1  +  ,  «2  i  +     «3    +  ■  ■  •    und       ßi\-^  \  ßo  .  +     ßi    H 

konvergieren,  so  bleibt  die  Reihe  a^ -{- a^ -\- a^ -\- ■  •  ■  konver- 
gent, wenn  man  ihre  Glieder  umordnet,  und  die  Summe  der 
Reihe  bleibt  ungeändert.  Es  sei  in  der  Tat  a/,  ag',  ßg',  .  .  . 
eine  Folge,  die  aus  a^,  a^,  a^  .  .  .  durch  Umrangieren  der 
Glieder  entsteht.     Ist  aj  =  cCn  +  i  ßn\  so  hat  man 

«/  -f   CCJ  +  OC3'  +   •   •  •  =  «1  +  «2  +   «3  +   •      ■' 

ß,'  +  ß:  +  ß,'+---  =  ß,^ß,^ß,  +  ---^ 

also  auch 

«1'  +  Oj  +  «3'  +  •   •   •  =  «1  +  «2  +  «3  +   •   •   ■' 

Wenn  eine  der  beiden  konvergenten  Reihen 

«1  +  «2  +  «3  +  •  ■  ■ ,      ßi+  ß2+  ßa-^ 

nicht  absolut  konvergent  ist,  so  kann  man  sie  durch  ge- 
eignetes Umrangieren  ihrer  Glieder  der  Konvergenz  berauben. 
Nimmt  man  dieselbe  Umrangierung  bei  der  Reihe  0^+  052+  ^sH — 
vor,  so  verliert  sie  ebenfalls  ihre  Konvergenz. 

Die  konvergente  Reihe  a^  -\-  a.2  -\-  a^  -{-  ■  ■  ■  bleibt  also  dann 
und  nur  dann  bei  allen  Umrangierungen  ihrer  Glieder  kon- 
vergent, wenn  die  beiden  Reihen 

I    «.    I  +   i    «2      +   I    «3      +   ■  •  -,  ßl       +       ß2      +   I    ^3   !   +   ■  ■  ■ 

konvergieren.     Da 

a"  +  iß,,  ■  <    cc„  1  +  ißn\ 

ist,  so  folgt  aus  der  Konvergenz  von  27    a„      und  2J\  ß„\    die 


1)  Vgl.  meine    „Grundzüge   der  Differential-   und  Integralrechnung", 
§§   30  ff. 

Ko  w  a  le  w  8  ki,  die  komple.ven  Veräuderlichen.  7 
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Konvergenz  von  JJ  a„-\-iß„\.  Umgekehrt  folgt  aber  auch 
aus  der  Konvergenz  von  2J\a,i-h  /  ß„  die  Konvergenz  von 
2J\  a„  \  und  2J   ß„  \.     Man  hat  nämlich 

i  (x.+  ißn  \  =  Vccl  +  ßl>     a„  !,   1^„    • 
Daher    können    wir   auch    sagen,    daß  die  Konvergenz  der 
Reihe    «,  -|-  a^  +  «3  +  •  •  ■  dann   und    nur  dann  durch  Um- 
ordnung     der     Glieder     unzerstörbar     ist,     wenn     die 
Keihe      %  ;  +     «2  I  +  I  %    +  "  '  "   konvergiert. 

Man  nennt  in  diesem  Falle  die  Reihe  «j  -\-  a.^-\-  a.^-\-  ■  ■  ■  ab- 
solut konvergent.  Sie  behält  bei  einer  beliebigen  Umord- 
nung  ihrer  Glieder  nicht  nur  die  Konvergenz,  sondern  es 
bleibt  auch  ihre  Summe  ungeändert. 

Man  denke  sich  die  Menge  der  Glieder  a„  einer  absolut  kon- 
vergenten Reihe  in  Teilmengen  zerlegt.^)  Jeder  solchen 
Teilmenge  kann  man  einen  ganzzahligen  Index  zuordnen.  Es 
gibt  nämlich  unter  den  Gliedern  «„,  die  der  betrachteten  Teil- 
menge angehören,  eins,  dessen  Index  am  kleinsten  ist.  Diesen 
kleinsten  in  der  Teilmenge  vorkommenden  Index  wollen  wir 
als  Index  der  Teilmenge  benutzen. 

Wir  können  die  Teilmengen  %  nach  wachsendem  Index 
ordnen  und  erhalten  dann  eine  endliche  oder  unendliche  Folge 

•^1?  '^'a?  *-3?  •  •  • 
Die  Glieder  von  %p  bilden,  wenn  es  unendlich  viele  sind, 
eine  absolut  konvergente  Reihe.  Wir  können  daher, 
ob  nun  %p  eine  endliche  oder  unendliche  Teilmenge  ist,  immer 
von  der  Summe  Sp  ihrer  Glieder  reden.  Gibt  es  unendlich 
viele  Teilmengen,  so  bilden  die  zugehörigen  Summen  Sp 
eine  absolut  konvergente  Reihe.  Wir  können  also,  ob 
es  nun  unendlich  viele  oder  nur  endlich  viele  Teilmengen 
gibt,  immer  von  der  Summe  aller  Sp  reden.  Diese  Summe 
ist  gleich   der  Summe  s  der  Reihe  a^ -f  a,  +  «3  +  ••  • 

Der  Beweis  des  obigen  Zerlegungssatzes  ergibt  sich  aus 
dem  analogen  Satze  über  Zerlegungen  reeller  Reihen.') 

1)  Jedes  a^^  kommt  in  einer  und  nur  einer  Teilmenge  Yor. 

2)  Eine  ausführliche  Darlegung  dieser  Sätze  findet  man  in  meinem  Buch  : 
,.Die  klassischen  Probleme   der  InfiniteHimah-echnung". 
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Sind  «,  i  »2  +  «3  +    •  ■  und   6^  +  63  +  ^3  +  •  •  •  zwei  absolut 

konvergente    Reihen    mit  den  Summen  s  und  t,  so  bilden  die 

Produkte  ^7  ,  ,   „  o         v 

ttrOs  (>;  6'  =  1,  2,  3,  .  .  .) 

eine  absolut  konvergente  Reihe  mit  der  Summe  ,s/.  Man  weiß 
nämlich  aus  der  Theorie  der  reellen  Reihen,  daß 

^  \  arh,  i  =^  !  a,  I    6.,  i  =  (^'  I  «>•    )  (^    ^>  l) 

ist.  Daraus  ersieht  man,  daß  die  Reihe  der  Produkte  Orhg 
absolut  konvergent  ist.  Um  ihre  Summe  zu  finden,  kann  man 
die  Reihe  so  zerlegen: 

{»!&,  +  a^h^  +  ai&^+  •  ■  •}  +  {a^\  +  a^\  +  «2^3}  +  •  •  • 

Dann  sieht  man,  daß  die  Summe  gleich 

a^t  -^  a.-,t  -{-■■■  =  (r/j  -|-  a^  -i-  .  .  .')t  =  st 
ist. 

§.  83.  Konvergeuzbereich  einer  Foteuzreihe.  Eine 
Potenzreihe  hat  die  Form 

(*)  (to+  ci^z  -\-  a,z^  +  ■  ■  ■ 

ÜQ,  «1,  a.,,  .  .  .  sind  komplexe  Zahlen.  Wenn  fast  alle  a„  (d.  h. 
alle  mit  endlich  vielen  Ausnahmen)  gleich  Null  sind,  so  re- 
duziert sich  die  Potenzreihe  auf  ein  Polynom,  und  dieses  hat, 
wie  wir  wissen,  überall  eine  Ableitung,  und  zwar   lautet  sie 

«1  +  2a2  Ä'  -}-  Sa«-?^  +  •  •  • 

Es  entsteht  im  Anschluße  hieran  die  Frage,  ob  vielleicht 
auch  bei  den  unendlichen  Potenzreihen  dieselbe  Eigenschaft 
besteht. 

Zunächst  müssen  wir  den  Konvergenzbereich  der  Potenz- 
reihe (*)  bestimmen.  Er  besteht  aus  den  Punkten  z,  für 
welche  die  Reihe  konvergent  ist. 

Hier  gilt  nun  der  folgende  Satz  von  Cauchy,  den  später 
Hadamard  selbständig  wiedergefunden  hat  und  der  deshalb 
als    das    Theorem   von    Cau  chy-Hadam  ard  bezeichnet  wird: 
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Ist  H  der  größte  Häufungswert')  der  Folge 

(**)  l«il,  f/öT,   VW\,  ••• 

so  konvergiert  die  Potenzreihe  n^-^-  a^z  -]-  üo^'  +  ■  •  •   für 

absolut.     Dagegen  ist  sie  für 

divergent. 

Hierzu  gehören  noch  zwei  Zusätze. 

Wenn  die  Folge  (**)  nicht  beschränkt  ist,  also  so- 
zusagen H  =  oc  ist,  konvergiert  die  Potenzreihe  nur 
für  ^  =  0. 

Wenn  H  =  0  ist,  hat  die  Folge  (**),  da  sie  kein  negatives 
Glied  enthält,  überhaupt  keinen  andern  Häufungswert  als  0; 
es  ist  also  lim  / ■  a„  ^  =  0.  In  diesem  Falle  konvergiert  die 
Potenzreihe  für  jeden  Wert  von  .z. 

Wir  wollen  zuerst  die  beiden  Zusätze  beweisen.  Konvergiert 
die  Potenzreihe  an  der  Stelle  Zq  (4=  0)?  so  muß  jedenfalls 

lim  I  a„2l  1  =  0 

sein.     Dann    sind    aber    in    der   Folge     «i^'ol,     a^^H,...    fast 
alle  Glieder  kleiner  als   1.     Aus 

I  a„2l  1  <  1 
folgt  nun 

Fast  alle  Glieder  der  Folge  (**)  sind  daher  kleiner  als  1 :  |  ^o  ; 
d.  h.  die  Folge  ist  beschränkt. 

Sobald  also  der  Konvergenzbereich  nicht  bloß  aus 
dem  Punkte  s  =  0  besteht,  ist  die  Folge  (**)  beschränkt. 
Hiermit  ist  der  erste  Zusatz  bewiesen. 

Wenn  ^ 

lim  y  I  a„    =  0 
ist,  so  ist  auch 

lim]}/!  a„2"\  -=  lim(j^|y  j  a„  \)  =0. 

1)  Vgl.  hierzu  „Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung", 
S.  24. 
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Daraus  folgt  aber  (nach  dem  Konvergenzkriterium  yu,,  j  die 
Konvergenz  der  Reihe  2J  a„z"  |,  d.h.  die  absolute  Konvergenz 
von  a^-\-  a^z  -\-  a^z'^  -\-  .  .  .  Hiermit  ist  der  zweite  Zusatz  be- 
wiesen. 

Jetzt  müssen  wir  noch  den  Fall  behandeln,  wo  H  von  0 
und  oo  verschieden  ist. 

Der  größte  Häufungswert  der  Folge 

(V)  «1^1;       l/t«2^^l»       V     «3^^l»       •••  (S4=0 

ist  gleich     z  j  H. 

Man  kann  aus  (**)  eine  Teilfolge  herausgreifen,  die  nach  H 
konvergiert.  Die  entsprechende  Teilfolge  von  (*:{:*)  konvergiert 
nach  z  H.  Man  sieht  hieraus,  daß  z  H  ein  Häufungswert 
von  (%*)  ist.  Gäbe  es  einen  größeren,  so  könnte  man  ihn  in 
der  Form  z  \  H'  schreiben  (H'  >  H)  und  es  ließe  sich  aus 
(*^*)  eine  Teilfolge  herausheben,  die  nach  \  z  '  H'  konvergiert. 
Die  entsprechende  Teilfolge  von  (**)  würde  dann  nach  H' 
konvergieren,  was  aber  unmöglich  ist,  weil  (**)  keinen  größeren 
Häufungswert  als  H  besitzt. 

Ist    nun      .i  i  Ä"  >  1 ,    so    gibt    es    in    (*•.;:*)    unendlich    viele 

Glieder,    die    größer    als    1  sind,    ebenso    in    der   Folge      rtj^r  , 

«2^^  7       <^iZ^\,    ■■■      Die     Reihe    a^ -\- a^z  +  z.2a- -{-  •••     ist 

also  divergent;  denn  im  Falle  der  Konvergenz  müßte  lim  a„z^\ 

=  0  sein. 

Ist  [z  H  <i\  und  2  eine  Zahl  zwischen  |  z  \  H  und  1 ,  so 
sind  fast  alle  Glieder  von  (%*)  kleiner  als  q,  weil  z  H  der 
größte  Häufungswert  von  (*:s:*)  ist.  Die  Reihe  |  a^.?  |  -f  ag^""  | 
■j-  \  a^z^  +  •  •  ist  also  konvergent  (nach  dem  Kriterium 
Yu^j,  d.  h.  die  Reihe  a^  4  a^z  -\-  a^z'  -f  •  •  ■  absolut  konvergent. 

Beschreibt  man  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  vom 
Radius   IjU,  so  ist  die  Potenzreihe 

innerhalb  des  Kreises  absolut  konvergent, 
außerhalb  des  Kreises  divergent. 
Man   nennt   diesen  Kreis   den  Konvergenzkreis    und   seineu 
Radius    den   Konvergenzradius    der   Potenzreihe.     Im  Falle 
H  =  0   sagt   man,    daß    der   Konvergenzradius    unendlich,    im 
Falle  H  =  Od,  daß  er  gleich  Null  ist. 
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Wie  sich  eine  Potenzreihe  auf  dem  Konvergenzkreis  selbst 
verhält,  darüber  läßt  sich  nichts  Allgemeingültiges  sagen. 
Z.  B.  hat  die  Reihe 

1  +  ."  +  ^2  ^  •  • . 

den  Konvergenzradius  1  uud  ist  auf  dem  Konvergenzkreis 
divergent. 

Die  Reihe  , 

hat  denselben  Konvergenzradius  und  ist  auf  dem  Konvergenz- 
kreis überall  absolut  konvergent  Daß  diese  Reihe  wirklich 
den  Konvergenzradius  1  hat,  kann  man  aus  dem  Theorem  von 
Cauchy-Hadamard  entnehmen.     Es  ist  hier  nämlich 

und  daher 


lim  y|  an  I  ==  1. 
Die  Folge  (**)  hat  also  den  einzigen  Häufungswert  1. 
Bei  der  Reihe 

1  +   2+    3    +••• 

ist  der  Konvergenzradius  ebenfalls  gleich  1 .    Um  ihr  Verhalten 
auf  dem  Konvergenzkreis  zu  untersuchen,  setzen  wir 

l-f^r+ \.0>'-i  =  s„.  {\z\  =  l) 

Dann  lautet  die  n-ie  Partialsumme  unserer  Reihe 


«1        ,      *l!   —  *1       1 

1     "T"         2         "^ 

••+     "     n~' 
n 

1-2    '      2-3     ^ 

^  (n-l)w  ^   n 

Wenn  s  ^  1  ist,  können  wir  schreiben 

^"  =  731- 
Hieraus  folgt,  da  ^  |  =  1  angenommen  wird, 

I  *" '  ^  I  2  - 1 ! 
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Mithin  ist 

lim  -"  =  0 

n 

und  die  beiden  Reihen 


1+1+1+.. .     und     ^.^  +  ^^  +  i+... 

sind    also    entweder    beide    divergent    oder    beide    konvergent. 
Die  zweite  Reihe  ist  aber  konvergent,  ja   sogar   absolut  kou- 
verffent.     Denn  ihre  Glieder  sind  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  als  die  Glieder  der  konvergenten  Reihe 
2  2 

+  — ^,-o+••• 


|^— l|l-2    '     |2— l|2-3 

Daß  die  Reihe 

A+^+... 

t-2  ^  2-3  ^ 
konvergiert,  sieht  man  sofort,  wenn  man  sie  so  schreibt 


a-i)+a-i)+ 


Die  Reihe  1  +  ^  +  -„  +  •  •  •  konvergiert  also  überall  auf 
ihrem  Konvergenzkreise  mit  Ausnahme  der  Stelle  z  =  1,  wo 
sie  sich  in   die  divergente  Reihe  1  +  -^  +  :^  +  •  •  •  verwandelt. 

Zum  Schluß  machen  wir  noch  auf  folgenden  Satz  aufmerksam. 
Wenn  die  Potenzreihen 

«0  +  «1^  +  «2'2'^  +  •  •  •?     hf^-\-\z  -\-\z^-{-  ••• 
denselben  von  Null  verschiedenen  Konvergenzradius  haben,  so 
ist  im  Innern  des  Konvergenzkreises 

K  +  a,z  +  a,z'  +  .  .  .)  (6^  +  h,z  +l^z'+  .-.) 
=  a^b^  +  («0^  +  «M^  +  («0^2  +  «1^  +  «2^o)^^  +  •  •  • 
Das  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Multiplikationsregel  für 
absolut  konvergente  Reihen  (vgl.  §  32) 

§  34.  Die  Ableitungen  der  Fotenzreihen.  (Iq-\-  a^  z  4  «2  2^-\-  ■  ■  ■ 
sei  eine  Potenzreihe  mit  von  Null  verschiedenem  Konvergenz- 
radius Q.  Die  Summe  der  Reihe  ist  eine  im  Innern  des 
Konvergenzkreises  überall  definierte  Funktion  f{z).  Ist  der 
Konvergenzradius  unendlich,  so  ist  f{z)  in  der  ganzen  Ebene 
definiert;    nur    der   unendlich    ferne    Punkt  ist  ausgeschlossen. 


Fig.  41. 
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Wenn  man  von  der  Zahlenebene  auf  die  Zahlenkugel  (vgl. 
§11)  geht,  so  teilt  der  Konvergenzkreis  diese  Kugel  in  zwei 
Hauben.  Eine  Haube  enthält  den  Punkt  ^  =  0  (den  Südpol). 
Für  alle  innern  Punkte  dieser  Haube  ist  f{s)  definiert,  für 
alle  innem  Punkte  der  andern  Haube  aber  nicht.  Wenn  der 
Konvergenzradius  unendlich  ist,  ist  diese  andere  Haube  auf 
dem  Nordpol  zusammengeschrumpft. 

Zq  sei  ein  innerer  Punkt  des  Konvergenzkreises  der  Reihe 
a  -f  ttj  ^  +  Oo  ■^^+  ■  ■  ■  Dann  gilt  dasselbe  von  dem  Punkte  Zq  ,^  Iq- 
Wenn  wir  die  positive  Zahl  ^q  klein  genug 
annehmen,  wird  auch  der  Punkt  3-,+  {)(, 
innerhalb  des  Konvergenzkreises  liegen. 
Für  z  =  Iq-\-  ^,,  konvergiert  also  die  Potenz- 
reihe absolut,  d.h.  es  konvergiert  die  Reihe 

0)+  ai(äo+y +  a2(So+y+--- 
(a„  =\  a„\), 
folglich  auch  die  Reihe 

%  +  Ol  So  +  ^1  ^0  +  ^2  3o'  +  202  Jot)o  +  Qi'  ^(.'  +  •  •  • 

Bei  einer  konvergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern  darf 
man  nämlich  die  einzelnen  Glieder  in  positive  Summanden 
auflösen,  ohne  daß  die  Konvergenz  aufhört.^) 

Ist  nun  1i  eine  komplexe  Zahl,  deren  Betrag  f)  nicht  über  ^^ 
hinausgeht  (1^   <^  ^^,  so  konvergiert  auch  die  Reihe 

%+  Qi3o+  «^1^  +  a2So"+2a2Sof)  4-  02^)^+  ■  ••, 
d.  h.  die  Reihe 

«0+  f'i  "0  +  'h^  +  «2^ü^+  2a2.'"o^^  +  «0^^  H (  '^  <^o) 

konvergiert  absolut.  Wir  können  also  hier  den  Satz  von  der 
Zerlegung  in  Teilreihen  anwenden   (vgl.  S.  98).     Demnach  ist 

(t)  «0  +  («1^0  +  «1^0  +  («2^0^  +  2a^_ZfJh  +  a^h^)  +  •  •  • 

=  («,^  +  a,^o+  «s-^o'H )  +  («1^'  +  2a.,Zf^h  +  ^a^z^^h  -f-  •  ■  •) 

+  ••• 

1)  In    der    neuen    Reihe    ist    offenbar  jede    Partialsumme   kleiner  als 
die  Summe  der  alten  Reihe.     Das  grenügt  aber  fi'ir  die  Konverorenz. 
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Die    Zerlegung    auf   der    rechten    Seite    ist   in  der  Weise  aus- 
geführt,   daß    immer    diejenigen  Glieder  eine  Teilreihe  bilden, 
die  mit  derselben  Potenz  von  A  behaftet  sind. 
Gleichung  (f )  sagt  uns,   daß  für  {  Ä  |  <  i)^ 

/■(-^o  +  ^0  =  tVo)  +  C,h  4-  C,h'+  C,h'  +  •  •  -. 

und    wir    wissen    außerdem  (vgl.  S.  98),    daß  die  Reihe  rechts 
absolut   konvergent    ist.     Dasselbe  gilt  dann  offenbar  von  der 
Reihe  Co  +  C^h  ^  CJi^-\-  ■■  ■ 
Für  0  <  I  /i  I  <;  f)o  ist  nun 

fAh±hj^ziß^  =  C,+  h{C,+  C,h+  ••■), 
also  ^) 

(tt)         I  ^-^^^+^'^^  -c,\<'h\  i^,-r^A'+  ^A'+- 1 

wobei  ©„  den  absoluten  Betrag  von  C„  bezeichnet. 
Aus  (ff)  folgt  aber  im  Falle  lim  h  =  0 

,•  ,  A-o  +  h)  -  fiZp)       ^ 
h  ~~   ^1' 

d.  h.  es  existiert  /"'(^o)  ^^^^^  ^^^^  ^^^ 

/•'(^J  =  a^+  2  «2^0  +  3a3^„2_|.  .  .  . 

f(ß)  hat  also  im  Innern  des  Kourergenzkreises  über- 
all eine  Ableitung.  Man  berechnet  sie  nach  derselben 
Regel,  wie  die  Ableitung  eines  Polynoms,  d.  h.  man  ersetzt 
jedes  einzelne  Glied  der  Potenzreihe  durch  seine  Ableitung. 

Die  Reihe 
(*)  «i+2«,£  +  3a3.?^-f  ••• 

hat,  da  sie  nach  dem  Obigen  innerhalb  des  Konvergenzkreises 
der  Reihe  ^/^l-  a^z  +  a^s^  -^  ■  ■  ■  konvergiert,  einen  mindestens 
ebenso  großen  Konvergenzradius  wie  diese.  Er  kann  aber 
auch  nicht  größer  sein.     Sonst  gäbe  es  nämlich  außerhalb  des 


1)  Wenn  ^t^  -\-  u^  +  u^  -\-  •  ■  ■  eine  absolut  konvergente  Reihe  ist,  so 
folgt  aus  tii  -\-  ■  ■  ■  -\-  Un  i  :^  «1  -{-■■  +  \  Un  ;  fÖLT  ^Unendlich  zuneh- 
mendes /(  (vgl.  §  26)      ttj  -f  Wj  +  •  •  •     <     u^     -\-  \  u^    -\-  ■  ■  ■ 
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Konvergenzkreises  von  a^-i- a^z -\- a^s^ -\- ■  •  ■  einen  Punkt  ^fj, 
wo  die  Reihe  (*)  absolut  konvergent  ist.  Es  wäre  dann  aber 
auch  die  Reihe 

konvergent,  um  so  mehr  also  die  Reihe 

Das  ist  unmöglich,  weil  «g  +  a^z  +  a^z^ -\-  •  ■  •  außerhalb  des 
eigenen  Konvergenzkreises  nicht  konvergiert. 

Die  Reihen  «(,-!-  a^z  -\-  a^Z' -\-  •••  und  a^-\-  2a^z^  +  da.^z- 
+  •••   haben  somit  denselben  Konvergenzkreis. 

Im  Innern  dieses  Konvergenzkreises  hat  die  Funktion 

f{s)  =  «0  +  a^z  -\-  a^y  +  •  •  • 
die  Ableitung 

f{z)  =  a-i  +  202^  +  ?niy  +  •  •  •, 
diese  Funktion  die  Ableitung 

f{z)  =  2  •  1  «2  +  3  •  2  «g,?  -f  4  •  3  a^z^  H 

usw.  f"{z),  f"'{z),  .  .  .  nennt  man  die  zweite,  dritte,  .  .  .  Ab- 
leitung von  f{z).  Man  sieht,  daß  eine  Potenzreihe  im  Innern 
ihres  Konvergenzkreises  Ableitungen  von  beliebig  hoher  Ordnung 
besitzt.  Sie  ist,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  unbeschränkt 
differenzier  bar.  Die  Differentiation  besteht  im  Übergange 
von  der  Funktion  zu  ihrer  Ableitung. 

f(z)  läßt  sich  im  Innern  des  Konvergenzkreises  als  die  Ab- 
leitung von 

'/■(^)  =  «-i  +  «o^  +  '¥-'  +  '¥-'  +  --- 


ansehen  (a_i  eine  beliebige  Konstante).  '  f{z)  ist  wieder  die 
Ableitung  von 

'VW  - «_,  +  «-.-  +  i^'  +  S'  +  S'  +  ••  • 

usw.  Eine  Potenzreihe  ist  im  Innern  ihres  Konvergenzkreises 
unbeschränkt  integrierbar.  Wir  nennen  hier  den  Über- 
gang von  einer  Funktion  zu  einer  andern,  deren  Ableitung 
sie  ist,  Integration. 
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§  35.     Die  Exponentialfunktion.     Die  Potenzreihe 

(*)  1  +  l!  +  ll  +   3^  +  •  •  • 

konvergiert  in  der  ganzen  Ebene,  Wir  wissen  nämlich,  daß 
sie  für  jeden  reellen  Wert  von  z  konvergent  ist  und  die  Summe 
e*  hat.^)     Ihr  Konvergenzradius  muß  also  unendlich  sein. 

Wir  wollen  die  Summe  der  Reihe  (*)  auch  dann  mit  e'  be- 
zeichnen, wenn  z  nicht  reell  ist.  Wir  definieren  also  in 
diesem  Falle  das  Symbol  e^  durch  die  Gleichung 

^'  =  ^  +  T!  +   2 !  +  It  +  ■  •  • 

Diese  Funktion  hat  nach  §  34  die  Ableitung  e^  Alle  höheren 
Ableitungen  sind  also  ebenfalls  gleich  e^ 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  Funktion  e'  (^man  nennt  sie 
die    Exponentialfunktion)    drückt    sich    in    der    folgenden 

Gleichung  aus: 

(y)  eHß^i=  e^i4--\ 

Um  sie  zu  beweisen,  erinnern  wir  uns  an  die  Multiplikation 
absolut  konvergenter  Reihen  (S.  99). 

Die  Reihen  u^  Ar  u^-\-  u^-\-  ■  ■  ■  und  i\  +  ^'2  +  ^'s  +  •  •  ■  seien 
absolut  konvergent  und  ihre  Summen   JJ  bzw.  F.     Dann  ist 

und  die  Reihe  rechts,  d.  h.  die  Reihe  aller  Produkte  H;.r«,  kon- 
vergiert absolut.  Infolgedessen  darf  man  sich  in  beliebiger 
Weise  in  Teilreihen  zerlegen  (vgl.  S.  98). 

Setzt  man     i(„    =  U„  und  '  v„    =  0,,,  so  sind  die  Reihen 

(**)  Ui  +  u^  +  U3  4-  . . .,  öl  -f  öo  +  113  +  •  ■  • 

konvergent.     Folglich  ist  es  auch  die  Reihe 

UjOi  +  UiO.  +  UgOi  +  U1Ö3  +  U2O2  +  Ugüj  -f-  •  ■  •; 

fVnn  jede  Partialsumme  von  ihr  ist  kleiner  als  USß,  wenn  wir 
mit  U,  SS  die  Summen  der  Reihen  (**)  bezeichnen.  Die  Reihe 
aller  Produkte  UrV,  ist  also  absolut  konvergent.  Zerlegt  man 
diese  Reihe  in  folgender  Weise 


1)  Vgl-  „Grundzüge  der  DiiFerential-  und  Integralrechnung'' 
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SO  erkennt  man,  daß  ihre  Summe  gleich   UV  ist. 
Wenn  die  beiden  Potenzreihen 

«0+ «1^  +  «2'^^+ •  •  •     und     i„  +  &j^  +  &2'^^+ •  •  • 
für  z  =  z^  bzw.  z  =  ?2  absolut  konvergieren,  so  kann  man  das 
Produkt  von 

»0  +  «l-^l  +  «2*1   +       •   ■        und       &o  -i-  6i,?2  +  &2^2  +   •   ■   • 

in  folgender  Form  schreiben: 

«O&o  +  K^O'^l  +  «O^-'"?)  +  («2^^1   +  «1^^1^2  +  «0*^2^)  +      ■   • 

Im  Falle  ^ 

wird 

Also  besteht  wirklich  die  Gleichung  (f ).   Sie  heißt  das  Additions- 
theorem  der  Funktion  e'. 

Ist   x   reell    und    setzt    man    in    e'  für    z  den  Wert  ix  ein, 
so  kommt 

^         =  (^  -  2!  +  T!  -  •  •  •)  +  Kl"!  -   3!   +   5! > 

d.  h. 

(tt)  e' -^  =  cos  X  +  i  sin  a;. 

Diese  Formel  rührt  von  Euler  her. 
Ebenso  findet  man 

e~'^  =  cosa;  —  i  sin  x 
und  aus  beiden  Formeln  folgt 

cos x  =  -{e'"^ -\-  e~ '■^), 

i  ,  ■  .  . 

sin  a;  =  —  ~  (e'-^  —  e~  "'). 

Wenn   man   für   komplexe  Werte   von  ..-  die  Symbole  cos  5', 
sin  z   als    die    Summen    der    Reihen    1  —  ^^  -f-  1  _  .  .  .      bzw. 
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z         z*        z^ 

—  —  y,  +  V,  —  ••    definiert,    so    gelten    die    obigen    Formeln 

auch  für  komplexe  Werte  von  x. 

Wir  wollen  aber  zunächst  bei  e'  bleiben.     Setzt  man 

Z  =  X  +  iy^  {x,  y  reell) 

so  ist  zunächst  nach  (f) 

Nach  (f-f)  hat  man  ferner 

e«y  =  cos?/  +  ?  siny. 
Also  können  wir  schreiben 

e*  =  e*(cos  y  -\-  i  sin  y). 

e^  ist  immer  positiv.  Für  a;  >  0  sieht  man  es  aus  der  Reihe 
für  e^  und  für  a;  <  0  aus  der  Relation  e^-e~^=  e'~^  =  ^■=  1. 
Die  Funktion  ^  hat  also  den  absoluten  Betrag  e""  und  die 
Amplitude  y.  Sie  wird,  weil  stets  e^>0,  nirgends  gleich  Null. 
Wann  ist 

Setzen  wir 

z^=x^  +  iy^,   z  =  X  +  iy,     {x^,  x,  y^,  y  reell) 

so  spaltet  sich  die  obige  Gleichung  in 

6=^'  cos«/j  =  e'cosy, 

e''^  sin  y^  =  e^  sin  y. 
Hieraus  folgt  (durch  Quadrieren  und  Addieren) 

oder,  da  ^^',  e'  positiv  sind, 

gx.  ^  gx^ 

mithin  a;j  =  ic.     Die  reelle  Funktion  e"^  nimmt  nämlich  (wegen 

ihrer  positiven  Ableitung)  jeden  Wert  nur  einmal  an. 

Weiter    ergibt    sich    nun,    wenn    man    mit    e~^'    bzw.    e~^ 

multipliziert, 

cos?/j  =  cos?/, 

sin?/|  =  sin?/. 

Büeraus    ersieht  mau,   daß  sich  y^  und  y  um  ein  Vielfaches 
von  2n  unterscheiden  müssen.    Ist  dies  der  Fall,  so  sind  wirk- 
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lieh     die    Kosinus     uud    die    Sinus    gleich.      Zj    und    s    unter- 
scheiden sich  um  ein  Vielfaches  von  27ci. 
Es   hat  sich  also  folgendes  ergeben: 

Die    Gleichung    e'>  =  e'  findet    dann     und     nur    dann 

statt,   wenn 

Zi^  z  -{-  2h7ci 

ist,  wobei  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Mau  sagt,  daß  die  Funktion  e'  die  Periode  2-xl  hat. 
Betrachtet  man  z^  =  z  ■}- 21xni  als  eine  Translation  und  läßt 
k  alle  ganzzahligen  Werte  annehmen,  so  erhält  man  eine 
Gruppe  von  Translationen.  In  §  17  haben  Avir  gesehen,  wie 
man  Fundamentalbereiche  für  die  Gruppe  konstruiert  Mau 
nimmt  eine  Gerade  g,  die  nicht  parallel 
zur  Translationsrichtung  (also  hier  zur 
//-Achse)  ist,  und  unterwirft  sie  der  Trans- 
lation ^j=  z  -{-27ti.  Dadurch  entsteht  eine 
zweite  Gerade  ^'.  Der  von  g  und  g'  be- 
grenzte Streifen  ig'  ausgeschlossen)  ist 
,x  ein  Fundamen talbereich.  Jeder  Punkt  der 
Ebene  ist  mit  einem  Punkt  des  Funda- 
mentalbereichs äquivalent,  d.  h.  durch 
Fig.  42.  _       ^  '  .        , 

eine  Translation  der  Gruppe  in  ihn 
überführbar.  Zwei  Punkte  des  Fundamentalbereichs  sind 
aber  stets  inäquivalent.  Daher  ist  jeder  Punkt  der  Ebene 
nur  mit  einem  Punkte  des  Fundamentalbereiches  äqui- 
valent. 

Die  Funktion  e-  ist  nun,  wie  wir  gefunden  haben,  von  solcher 
Beschaffenheit,  daß  sie  an  zwei  Stellen  dann  und  nur  dann 
gleiche  Werte  hat,  wenn  diese  Stellen  äquivalent  sind.  Der 
ganze  Wertvorrat  dieser  Funktion  kommt  daher  in  dem 
Fundamentalbereich  zum  Vorschein,  und  jeder  Fnnktionswert 
tritt  dort  nur  einmal  auf. 

Wir  wollen  tv  =  e'  als  Punkt  in  einer  anderen  Zahlen- 
ebene deuten.  Dann  entspricht  jedem  Punkt  z  in  der 
^- Ebene     ein    Bildpunkt    iv    in    der    ?r- Ebene.       Beschränken 
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wir  z  =  A'  +  /.(/  auf  einen    Fimdamentalbereich,    z.  B.  auf   den 

Bereich^) 

(3)  -n<y<7c, 

so  sind  die  zugehörigen  Bildpunkte 
alle  verschieden.  Sie  bilden  eine 
Punktmenge  3B,  und  3  '^^^^  2Ö  sind 
eineindeutior  aufeinander  bezogen. 

Fi<'.  43 

Was  ist  nun  die  Punktmenge  SS? 

Setzen  wir  iv  ==  u  +  iv,  so  besteht  die  Gleichung 

u  +  iv  =  e'+'J'  =  e'=(co8^  4-  ismy). 
Es  ist  also 


und  hieraus  ersieht  man,  daß  ?(^  +  f^>0  ist,  daß  also  der 
Punkt  w  =  0  kein  Bildpunkt  ist.  Jeder  andere  Punkt  der 
^t-Ebene  ist  aber  ein  Bildpunkt.  Denn  wir  können  x  so 
wählen,  daß  c*  =  |/«^H-  v'^  wird;  ferner  gibt  es  einen  Winkel  y 
zwischen  —  n  und  :t  (—  ir  eingeschlossen,  n  ausgeschlossen), 
der  ein  Wert  der  Amplitude  des  Punktes  w  ist. 

Die  Punktmenffe  2ö  besteht  also  aus  allen  Punkten  der 
«<;- Ebene  mit  Ausschluß  des  Anfangspunktes.  Wir  haben  bis- 
her von  dem  unendlich  fernen  Punkt  sowohl  in  der  .«-Ebene 
als  auch  in  der   ^r- Ebene  abgesehen. 

Wenn  wir  den  Punkt  z  im  Fundamentalbereich  nach  links 
ins  Unendliche  rücken  lassen  (d.  h.  in  der  negativen  a;- Rich- 
tung), so  konvergiert  f'  nach  0.  Lassen  wir  s  im  Fundamental- 
bereich nach  rechts  ins  Unendliche  rücken,  so  rückt  der  Bild- 
punkt IV  ins  Unendliche.  Hier  kommen  die  beiden  Punkte  der 
't-Ebene  zum  Vorschein,  die  uns  noch  fehlen.  Man  sieht,  daß  sich 
zwei  verschiedene  Grenzlagen  des  Bildpunktes  ergeben,  je  nach- 
dem man  s  »ach  rechts  oder  nach  links  ins  Unendliche  rücken 
läßt  (in  dem  Fundamentalbereich  in  Fig.  43). 

Wenn  man  in  der  ?/;-Ebene  zwei  Kreise  um  /c  =  0  be- 
schreibt, einen  mit  dem  Radius  R^  und  einen  mit  dem  Ra- 
dius Ä,  (>J?i\  so  begrenzen  sie  einen  Ring.     Was  entspricht 


1)  Die  Geraden  ry,  (/  sind  hier  Parallelen  zur  x-Achse  im  Abstand  t. 
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diesem  Ring  in  der  ^ -Ebene?  Der  Radiusvektor  von  tv  ist  c'. 
Daher  muß  C  die  Ungleichungen 

erfüllen,  also  x  die  Ungleichungen 

log  B,<x<  log  K,. 

Läßt  man  w  auf  einem  Kreise^)  um  den  Punkt  w  =  0 
wandern,  so  nimmt  die  Amplitude  alle  möglichen  Werte  an. 
Man  sieht,  daß  dem  Ring 

(9i)  I^i<   w    <  B,  (i?i  >  0) 

das  Rechteck 

log  By<^x  <  log  R^,         —  7t  <y  <n 

entspricht.  Bei  dem  Rechteck  fehlt  die  eine  Seite.  Es  ist 
keine    abgeschlossene    Punktmenge,    während    der    Ring     eine 

Ai B'  solche    ist.     Wenn   man    das 

A  A     Rechteck    so    zu    einem    Zy- 

U LI  ^  linder     zusammenbiegt,    daß 

^'^'  ^'^'  die  Strecken  AÄ  und   BB' 

Kreise  werden  und  die  Strecke 
Fig.  44.  Ä  B  Tdit  AB  zusammenfällt, 

dann  wird  das  Rechteck  zu  einer  abgeschlossenen  Punktmenge, 
und  jetzt  sind  zwei  abgeschlossene  Punktmengen,  nämlich  der 
Zylinder  ^  und  der  Ring  (9t)  eineindeutig  aufeinander  ab- 
gebildet. Die  Abbildung  drückt  sich  aus  durch  die  Glei- 
chung w  =  e'  oder  durch  die  Gleichungen  u  =  e^GOsy, 
'0  =  e'  sin  y.  Man  hat  auf  dem  Zylinder  einen  Anfangspunkt  0 
und  eine  positive  Richtung  für  die  Erzeugenden  sowie  eine 
für  die  Parallelkreise.  Jedem  Weg,  den  man  auf  einer  Er- 
zeugenden oder  auf  einem  Parallelkreis  zurücklegt,  entspricht 
eine  Maßzahl,  nämlich  seine  Länge  versehen  mit  dem 
Zeichen  -f  oder  — ,  je  nachdem  man  in  der  positiven  oder 
negativen  Richtung  gegangen  ist.  Die  Bedeutung  von  x,  ij 
läßt  sich  jetzt  offenbar  so  beschreiben:  Ist  P  ein  beliebiger 
Punkt   des  Zylinders,   so   kann   man   vom  Anfangspunkt  0  in 


1)  Der  Punkt  lo  soll  in  dem  betrachteten  Ring  liegen. 
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der  Weise  nach  P  gelangen ,  daß  man  zuerst  auf  einer  Er- 
zeugenden und  dann  auf  einem  Parallelkreis  wandert.  Die 
Maßzahl  des  ersten  Weges  ist  x,  die  des  zweiten  y.  Diese 
Zahlen  x,  y  mögen  die  Koordinaten  des  Zylinderpunktes  P 
heißen,  x  ist  eindeutig  bestimmt,  aber  y  ist  nur  bestimmt 
bis  auf  ein  Vielfaches  von  'In.  Also  ist  z  ^  x  -\-  iy  nur  be- 
stimmt bis  auf  ein  Vielfaches  von  2jr/.  Das  schadet  aber 
nichts,  weil  eben  e'  die  Periode  2%i  hat. 

Bezieht  man  den  Zylinder  auf  ein  rechtwinkliges  Achsen- 
system, dessen  Anfangspunkt  auf  der  Zylinderachse  liegt  und 
dessen  positive  j;- Achse  durch  0  hindurchgeht,  so  hat  der 
Punkt  P  die  cartesischen  Koordinaten 

5  =  cos  y,     l)  =  sin  //,     g  =  ./;. 

Der  Radius    der   Parallelkreise    des    Zylinders  ist    nämlich    ], 
weil   jeder  solche   Kreis  den  Um- 
fang '2n  hat. 

Die  Abbildung  des  Zylinders  Ä 
auf  den  Ring  9i  läßt  sich  also 
auch  in  folgender  Weise  aus- 
drücken Fig.  45. 

Löst  man  noch  j;,  ij,  ^  auf,  so  ergibt  sich 


Wenn  man  den  Zylinder  um  seine  Achse  dreht,  dreht  sich 
der  Ring  um  seinen  Mittelpunkt,  und  zwar  ist  der  Drehungs- 
winkel beidemal  derselbe.     Aus 


folgt  nämlich 


j.\  =  J  cos  a  —  t)  sin  cc, 
l)j  =  j:  sin  «  -f  ^  cos  a, 
h  =  i 
((^  =  C''  x.i  =  '<  cos  u  --  r  sin  u. 


h\  =  ei>  l)i  =  H  sin  a  -\-  r  cos  a. 

Kowalewski,  die  komplexen  Vfränderlichen. 


W4  I^i®  Exponentialfunktion. 

Wir  können  uns  also  darauf  beschränken,  die  Abbildung  in 
der  Nähe  der  Erzeugenden  i'  =  0,  ^  =  1  zu  untersuchen. 
Wenn  J  =  0,  Q  ==  1  ist,  so  muß  (wegen  id^  -}-  t)dt)  =  0)dt)  =  0 
sein.     Man  hat  also 

du  =  e^{di  +  idi)^pJdi, 

dv  =e^{d\)-h  t)di)  =  eid^. 

Ein  vom  Punkte  0,  1,  g  ausgehendes  Linienelement  des  Zy- 
linders Ü  ist  parallel  zur  y,  §- Ebene. 

Denken  wir  uns  die  j,  J-Ebene  so  verschoben,  daß  sie  zur 
Tangentialebene  des  Zylinders  im  Punkte  0,  1,  §  wird,  so  hat 
das  Linienelemeut  in  dieser  Ebene  die  Koordinaten  die,  d^. 
Die  Koordinaten  du,  dv  des  entsprechenden  Linienelements  in 
der  u,  r- Ebene  unterscheiden  sich  von  d^,  dy  um  denselben 
Faktor  e'. 

Man  sieht  hieraus,  daß  die  Winkel  zwischen  den  von  0,  1,  § 
ausgehenden  Linienelementen  des  Zylinders  bei  der  Abbildung 
ei-halten  bleiben.  Die  Abbildung  ist  also  eine  winkeltreue 
oder  konforme  (vgl.  S.  13). 

Gehen  wir  von  der  Zahlenebene  auf  die  Zahlenkugel,  so 
wird  9i  eine  von  zwei  Parallelkreisen  begrenzte  Zone.  Der 
Übergang  von  der  Zahlenebene  zur  Zahlenkugel  wird  vermittelt 
durch  die  Formeln  (vgl.  S.  24) 

>. u V  ,  _  1 

-~  ««  +  «*  + 1'    ^~  «*+«*+ 1'    ^  ""  M^H^^M^' 
Die  Gleichung  der  Kugel  lautet  ^^  +  r/^  +  ^^  —  ^  =  0. 
Aus  den  obigen  Formeln  entnimmt  man 

Wir  wissen,  daß  diese  Abbildung  der  Ebene  auf  die  Kugel 
konform  ist. 

Wir  sind  jetzt  imstande,  eine  Kugelzone  konform  auf  einen 
Zylinder  abzubilden.  Die  Abbildungsformeln  sind  folgende 
(vgl.  S.  113). 

^-yPTT''  "^iTO'  ^->^'~i'- 
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Die  Kugel  hat  hier  den  Radius  „  Will  man  eine  Kugel  vom 
Radius  1  haben,  so  führt  man  eine  Streckuni;  vom  Anfangs- 
punkt  aus,  die  alle  Längen  verdoppelt,  d.  h.  man  ersetzt  in 
den  obigen  Formeln  ^,  i],  ^  durch  |/:2,  rj/2,  ^/2.    Dann  lauten  sie 


?  = 


0  = 


1   ,         2 

3  =  2  log    ^ 


Die  Kugel   hat  jetzt  die  Gleichung  1^  +  ^2  ^  ^s  _  2  ^  =  0  und 
den  Mittelpunkt  0,  0,   1. 

Ist    X    die    geographische    Länge    und    /3   die   geographische 
Breite  eines  Kugelpunktes,  so  hat  man 

^  =  cos  /3  cos  X,     rj  =  cos  /3  sin  A,     g  —  1  =  sin  ß. 

Hiernach  wird 


2-? 


1  -  sm  /3 

r+ein^ 


1-tg. 


l  +  tg 


cos  ~  —  Bin  ^ 
2  2 


cos  -^  -j-  sin 


o    \4  2^ 


Da  ß  zwischen  —  „  und  '—  liegt,  ist  tg(^  —  |]  positiv,  und 
man  hat 

flog  ^  =  log  tg(J-l). 

Die  Abbildungsformeln  haben  jetzt  folgende  Gestalt 

j  =  cosA,     ^  =  sinA,     5  =  logtg(|-0- 

Dies  ist  die  Abbildung  von  Mercator.  Läßt  man  die  Achsen 
j,  l)  und  j  mit  den  Achsen  |,  7;  und  —  ^  zusammenfallen,  so 
erhält  man  die  Mercatorschen  Abbildungsformeln  in  der  üblichen 
Schreibweise: 

|  =  cos/l,      r]  =  smX,     t  =  logtg  (^  +  ^j. 

Eine  Kurve,  die  die  Meridiane  der  Kugel  unter  konstantem 
Winkel  schneidet,  eine  sogenannte  Loxodrome,  bildet  sich 
auf  dem  Zylinder  als  Schraubenlinie  ab,  und  wenn  man  den 
Zylinder  auf  die  Ebene  abwickelt,  wird  diese  eine  Gerade. 


WQ  Die  Funktion  Logarithmus. 

§  36.  Die  Funktion  Logarithmus.  Als  Logarithmus 
einer  komplexen  Zahl  co  =  a  -{-  ir  bezeichnet  man  jede  kom- 
plexe Zahl  z  =  X  -\-  iy,  die  der  Gleichung 

f^'  =  CO 

genügt,  und  man  schreibt 

i  =  log  ca. 

Wir  wissen  aus  §  35,  daß  ca  =|=  0  sein  muß,  und  daß  jede 
von  Null  verschiedene  Zahl  o  unendlich  viele  Logarithmen 
hat.  Ist  ^  einer  von  ihnen,  so  sind  sie  alle  in  der  Form 
z  -f  2kni  darstellbar,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

r  und  g)  seien  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  ca,  /•  der 
Radiusvektor    {r  >  0)    und  9?    die  Amplitude.     Dann    hat    man 

CO  =  r  (cos  (p  +  /  sin  (jp)  =  e^^g'-.  e'V^  g^ogr+hp 

\ogr -\-  i(fj  ist  also  ein  Logarithmus  von  co,  und  man  erhält 
alle  Logarithmen  von  gj,  indem  man  die  verschiedenen  Werte 
der  Amplitude  benutzt,  die  ja  nur  bis  auf  Vielfache  von  2ä 
bestimmt  ist. 

Wir  wollen  in  der  ca-Ebene  vom  Nullpunkte  aus  eine  Halb- 
'  gerade  ziehen  und  die  Punkte  dieser  Halb- 
geraden nicht  mit  zur  co- Ebene  rechnen 
(auf  der  gj- Kugel  wären  das  die  Punkte 
eines  Halbmeridians),  u  sei  eine  Amplitude 
der  Halbgeraden. ^)  Dann  hat  jeder  Punkt 
der  aufgeschnittenen  Ebene  eine  und  nur 
eine  Amplitude  9:*,  die  den  Ungleichungen 

a  <.  (f*  <C  a  -\-  2  71. 

Wir  nennen  sie  die  Hauptamplitude  des  Punktes. 

Setzen  wir 

log  r  -f  i  (p*  =  log*  03 , 

so  ist  log*  CO  in  der  aufgeschnittenen  Ebene  eindeutig  definiert. 
Die   Funktion   log*co    ist   in   allen    Punkten    der    auf- 
geschnittenen  Ebene   stetig.     Ist   a^  ein   Punkt   der   auf- 

1)  Welche  Amplitude  der  Halbgeradeu  man   wählt,    ist   gleichgültig. 
Aber  man  muß  die  einmal  gewählte  Amplitude  immer  beibehalten. 
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geschnittenen  Ebene,  so  liegt  er  nicht  auf  der  Halbgeraden  in 
Fig.  46.  Er  ist  also  von  oj  =  0  und  co  =  oc  verschieden. 
)\  sei  sein  Radiusvektor  und  (p^*  seine  Hauptaraplitude.  Hat 
man  (in  der  aufgeschnittenen  Ebene)  eine  Punktfolge  coi,  Og, 
G).„  .  .  .,  die  nach  g)q  konvergiert,  und  ist  r„  der  Radiusvektor, 
<f/''  die  Hauptamplitude,  so  gelten  offenbar  die  Relationen 

lim  log  >v,  =  log^o, 

lim  (p„*  =  (p*. 
Es  ist  also 

lim  log*ca„  =  log*»,,. 

Die  Funktion  log*(D  hat  in  der  aufgeschnittenen 
Ebene  überall  eine  Ableitung,  und  zwar  ist  diese 
gleich   1 :  <d. 

Wir  nehmen  jetzt  bei  der  oben  betrachteten  Punktfolge  Oj, 
GJo,  O3,  •  •  noch  an,  daß  alle  ihre  Punkte  von  cOq  verschieden 
sind,  und  setzen  zur  Abkürzung 

2„  =  log*  G)„  ,       .^o  =  log*  C3o . 

Dann  ist 

G)„  =  e'",  (Oq  =  e'o. 

Da  (o>,  =f=  ojo  ist,  muß  auch  Sn  =j=  z'q  sein. 

Es  kommt  nun  auf  den  Differenzenquotienten 


an.     Er  ist  gleich 
d.  h.  gleich 


Wegen    der    vorhin    bewiesenen    Stetigkeit    von    log*aj„  hat 
man  lim  a,,  =  ^0,  also 


und   daher 

log*«„-loj?*co„         1  1 

lim =  —  = 

Hieraus  ersehen  wir,   daß  log*03  au    der  Stelle  coq  eine  Ab- 
leitung hat,  und  daß  diese  gleich  1 :  g)q  ist. 


log*«„- 

■I0-* 

«0 

«»- 

«0 

2  — 

n 

■^0 

e/»- 

-e''> 

1  : 

e>- 

-  e'" 

113  I^i®  Funktion  Logarithmus. 

Bei  der  Abbildung  z  =  logo  entspricht  der  aufgesclinittenen 
C3- Ebene  der  Bereich 

Es  ist  nämlich,  wenn  man  z  =  x  -\-  iy  setzt, 
X  =  logr,     y  =  (p*. 

Die  Ungleichungen  (*)  stellen  das  Innere  eines  Fundamental- 
bereichs der  Funktion  e'  dar.  Geht  man  zu  einem  andern 
Werte  von  a  über,  so  verschiebt  sich  der  Fundamentalbereich 
um  21in  in  der  Richtung  der  i/ -Achse. 

Ist  log  coq  irgendein  Logarithmus  von  üj^,  so  hat  man 

log  Oq  =  log*CJo  +  '^K^i-       {K  eine  ganze  Zahl) 

log*c3  -|-  2kQjci  ist  eine  Funktion,  die  in  der  aufgeschnitteneu 
(D-Ebene  überall  die  Ableitung  1 :  co  besitzt  und  sich  für  m  =  cOfy 
auf  log  03q  reduziert.  Durch  diese  Eigenschaften  ist  die  Funktion 
vollkommen  bestimmt.  Gäbe  es  eine  Funktion  /"(co)  mit  den- 
selben Eigenschaften,  so  hätte  die  Differenz 

fj{cD)  ^  f{co)  -  i\og*co  +  2k,^i) 
in  der  aufgeschnittenen  ca- Ebene  überall  die  Ableitung  Null. 
Zerlegen    wir   ^'(cj)   in    seinen    reellen    und   imaginären   Teil, 
so  ergibt  sich 

5'(ö)  =5'i(m,  v)  +  ig^iu,  v). 
Ist  h  (=1=  0)  eine  reelle  Zahl,  so  hat  man 

lim  9i^  +  h)^-9{<^)  _  ^,(^)  _  0, 

d.  h. 

y  h  hl' 

lim  I  -  i  gi(«.  t?-t-^)-gi(M,  v)  _^     g^ju,  v-\-h)-g,{u,  v)  j  ^  ^ 

Es    existieren    also    in   der   aufgeschnittenen   co- Ebene   überall 
die  Ableitungen 

^,     ^,     ^,     ^ 
du       dv        du       dv 
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und  sie  siud  gleich  Null.  Wenn  man  also  in  der  aufgeschnittenen 
ti,  v-Ebene  parallel  zu  einer  Achse  fortschreitet,  so  ändern 
sich  7i  und  g.^,  folglich  auch  g,  nicht.  Man  kann  aber  in  der 
aufgeschnittenen  o- Ebene  von  jedem  Punkt  nach  jedem  andern 
gelangen,  indem  man  abwechsend  parallel 
zu  den  Achsen  fortschreitet  (vgl.  Fig.  47). 
Es  ist  also  klar,  daß  </(«)  überall  denselben 
Wert  hat.  Da  nach  Voraussetzung  g{(o^  =  0 
ist,  so   muß  g{(x>)  immer  gleich  Null  sein. 

F{g))    sei    in    der    aufgeschnittenen  ^' ^^' 

Ebene  überall  stetig,  und  an  jeder  Stelle  ca  sei  F{g)) 
ein  Logarithmus  von  co.     Dann  ist 

eine  Funktion,  die  in  der  aufgeschnittenen  Ebene  überall  stetig 
ist  und  einen  ganzzahligen  Wert  hat.  Ist  lim  <o„  =  ca  (oj  =}=  0), 
so  ist  wegen  der  Stetigkeit  lim  G{(o„)  =  G{(o).  Daher  unter- 
scheiden sich  fast  alle  G{(x)„)  von  G{coi)  um  weniger  als  ~r  d.  h. 
die  ganzen  Zahlen  G(a)„)  sind  fast  alle  gleich  G{(o),  die 
Differenzenquotienten 

n 

also  fast  alle  gleich  Null.  G  (co)  hat  daher  in  der  aufgeschnittenen 
Ebene  überall  eine  Ableitung  und  zwar  die  Ableitung  Null. 
Daraus  folgt,  wie  wir  oben  sahen,  daß  G{a))  konstant  ist, 
G(c))  läßt  sich  also  in  der  Form  log*cj  -1-  2k7ti  schreiben^ 
wo  k  eine  ganzzahliffe  Konstante  ist. 

§  37.     Die   Foteuzreihe  für  log*(l  4  s).     Wenn    wir   in 

der  .0- Ebene   den   in  Fig.  48    angedeuteten   Schnitt   ausführen, 

so    gibt    es   nach   8  36   in  der  auf-    . 

.  .  -10 

geschnittenen   Ebene   eine   und  nur 

.  .  .  .  Fig.  48. 

eine    t^unktion,    die    dort    die    Ab- 
leitung   1 :  (^1  -\-  z)   hat   und   sich  für  z  =  0  auf  0   reduziert.') 

1)  Man  braucht   nur  1 -f  2  =  ca  zu  setzen  und    zu    beachten,    daß    die 
Ableitung  von  log*(  l  -f  z)  nach  z  nichts  anderes  ist  als  die  von  log*oj  nach  t-j. 
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Wir    bezeichnen    sie    mit   log*(l  +  ,?).     Sie    ist   nämlich,    wie 
wir  wissen,  ein  Logarithmus  von  1  -\-  z. 

Für  I  ;?  I  <  1   gilt  nun  die  Reihenentwicklung 

rb  =  i- =  +-'"—■ 

Mau  hat  nämlich 

(1  _,-+...  -t  .'')(l  +  ^)  =  1  ±  ."  +  1, 
also  ^^1 


lim^"  +  ^=  0 


weil  wegen     .~  |  <  1 

ist. 

Die  Potenzreihe  1  —  s  -\-  z^  —  ■  ■  ■  ist  innerhalb  ihres  Kou- 
vergeuzkreises  Ä,  d.  h.  für  ^  |  <  1   die  Ableitung  von 

m  =  ^  -  '^'  +  ~ 

Die  Funktion  ,      ^  ,^        .         .,  ^ 

log*  (l+.e) -/(.-) 

hat  also  innerhalb  von  Ä  überall  die  Ableitung  Null. 
Man  kann  aber  im  Innern  von  Ä  von  jedem  Punkt  nach 
jedem  andern  gelangen,  indem  man  sich  abwechselnd  parallel 
zu  den  Koordinatenachsen  bewegt.  Es  ergibt  sich  also  nach 
dem  in  §  36  angegebenen  Verfahren,  daß  diese  Funktion 
innerhalb  Ä  überall  denselben  Wert  hat.  Für  0  =  0  ist  sie 
gleich  Null.  Also  hat  man  im  ganzen  Innern  von  Ä,  d.  h. 
für  \  z    <  1, 

(t)  log*(l  +  ^)  =  0  -  ^  +  ^ 

Wir  wissen,  daß  die  Potenzreihe  auch  auf  dem  Konvergenz- 
kreise konvergiert,  nur  nicht  für  z  =  -—  \  (vgl.  S.  103).  Es 
entsteht  also  die  Frage,  ob  auch  auf  dem  Rande  (mit  Aus- 
nahme von  z  =  —  1)  die  Gleichung  (f )  gilt. 

Um  diese  Frage  zu  erledigen,  benutzen  wir  einen  Satz  von 
Abel  über  Potenzreihen  mit  endlichem  Konvergenzradius. 

Die  Potenzreihe  „ 

habe  den  Konvergenzradius   q,  der  von  0  und  cx)   verschieden 


Die  Potenzreihe  für  log  *(!  +  £).  121 


ist.  .~Q  sei  ein  Punkt  auf  dem  Konvergenzkreis,  wo  die  Reihe 
auch  noch  konvergiert.  Wir  wollen  z  vom  Innern  des  Kon- 
vergenzkreises aus  nach  .^o  hinrücken  lassen  (  ^[<1,  lim  ,?  =  .?„) 
und  zusehen,   was  dabei  aus 

<P  {^)  =  «0  +  f'i^  +  '^h^'^  +  •  •  • 
wird.     Setzen  wir 

und  bilden  die  Differenz  von 

Ä  =  a^  +  «i,.-o  -f  a^Zo^  +  •  •  • 
und 

op(^^o)  =  «0  +  «1^0^  +  a^-iQ^t^  +  •  •  •, 

so  ergibt  sich 

S  -  (p{tz,)  =  a,z,{l  -  0  +  a,z,;'{l  -t^)-^... 

Führen  wir  die  Reste 

von  S  ein,  so  können  wir  schreiben 

S  -  (fitz,)  =  {R,  -  R,)il-t)  +  {E,-B,){1  -t')  +  -- 
Die  w*^  Partialsumme  dieser  Reihe  lautet 

(R,  -  U^^  (1  _  0  +  ■  •  •  +  {R>,  -  i?„  +  i)(l  -  t") 
=  jR,(l  -  0  +  ^2(^  -  O  +  ■  ■  ■  +  i2„(^"-'  -  t")  -R„+i{l-t"). 

^^  \im{R„+i{l-t"))  =  () 

ist,  so  hat  man 

\im{R,{l-t)  +  B,{t-f')  +  ■  ■  •  +  ^„(^"-^-^'0}  =  S-(p(tz,), 
^•^-  S-  (p{tz,)  =  E,{1  -  0  +  B,  {t-n  +  --- 

Ist  nun  £  eine  beliebig  vorgelegte  positive  Zahl,  so  werden 
wegen  lim  jR„  =  0  fast  alle  R„,  etwa  Rp,  Rp-\-i,  Rp^i,-.-, 
ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  e  sein.     Man  hat  also 

':  Rptp-' +  Rp+,fp  ^  ■  ■  ■    <'-j^' <  i:^j-' 
mithin  .  _  , 

I  Rp{tp-'  -  tp)  +  Rp+^itp  -tp  +  ^)-^...\  <B^zrT- 

Ist  ^1,  t^,  t^j  .  .  .  die  Folge,  die  t  durchläuft,  während  es 
nach  1  konvergiert,   so  wird  für  fast  alle  i  in  dieser  Folge 
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I  E,  (1  -  0  +  •  •  ■  +  B,-i{t^'-'  -  tP-')  I  <  £ 

sein.      Wenn     es     nun    eine    Zahl    iL    gibt    derart,    daß    für 
w  =  1,  2,  3,  .  .  . 


ist,   so    gilt   für  fast  alle  Werte  des  Index  n  die  Ungleichung 

\S-ip{tnZ,)\<B{\+    K). 

Daraus  ist  aber  zu  entnehmen,  daß 

lim  qp  {tn  Zq)  =  S 
Avird. 

Was  bedeutet  nun  die  Bedingung,  daß 

kleiner    als  K    sein    soll.     In    Fig  49    liege  s'n  auf   dem  Ra- 
dius Ozq,  und  es  sei  |  ^'n  |  =  |  ^«  |.     Offenbar  ist  dann 

also 

i  2„  —  2„  !  Sr,-Z. 


n 


Ä„    —  \z  \  z^  —  z    \ 

0 1       n«  I  ■'0  n\ 


Fällt  ^„  mit  z'n  zusammen,  so  wird 

1   /»         «'I 

U  71    I 

Von  diesen  ^„  können  wir  absehen.     Wir  brauchen  nur  iC  >  1 
anzunehmen.     Dann  erfüllen  sie  sicher  die  Ungleichung 

I    Zn   —  S„ 

(*) r  I  <  K. 

^  Wenn  Zn  und  z\  verschieden  sind,  betrachten 
wir  das  Dreieck  z^  Zn  z'„.  Die  Winkel  bei  Zq, 
z„,  z'n  nennen  wir  /3„,  /„,  y'„.     Dann  ist 


rig.  49.  I  2o  -  ^'„  i  sin  y„         sin  {y'„  +  ^„) 

Da   lim^„  =  -^o,    konvergiert    ^z„Oz'n  nach  Null,    also  y'>, 
nach  ac/2  und  coty'„  nach  Null.     Nun  hat  man 


d  h. 
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. — -, =  smp„cotrn+  C08d„>  ^> 

9in  y  ^  '  K 


C08/3,,  >  „  —  siii/3„coty'„ 


Fast  alle  ß„  werden  daher  die  Ungleichung 

cos    ßn>      ~j^ 

erfüllen,  und  wenn  man  K  in  geeigneter  Weise  vergrößert, 
werden  alle  ß„  es  tun.  Wählt  man  den  Winkel  ß^  (zwischen 
0  und  —j  so,  daß 


ist,  so  besagt  die  obige  Ungleichung,  daß 

ßn  <ßo 

ist.  Nun  ziehe  man  von  z^  aus  zwei  Geraden  in  den  Kreis 
hinein,  die  mit  dem  Radius  den  Winkel  ^„  bilden.  Dann 
müssen  alle  Punkte  Zn  in  dem  von  diesen  Geraden  ein- 
geschlossenen Winkel  liegen. 

Der  Abelsche  Satz  läßt  sich  also  in  folgender  Weise 
formulieren. 

Zq  sei  ein  Punkt  auf  dem  Konvergenz- 
kreise der  Potenzreihe  aQ-\- a^z -\- a^z^ -\- ■  ■  ■ 
und  die  Reihe  sei  an  der  Stelle  ^g  konver- 
gent. Läßt  man  z  vom  Innern  des  Kreises 
her  nach  Zq  konvergieren,  jedoch  so,  daß  der 
Winkel  z^^z„  0  nicht  beliebig  nahe  an  nß  herankommt,  so 
wird 

Nun  kehren  wir  wieder  zu  der  Formel  (f  \  Seite  120,  zurück. 
Die  Reihe  z ~  +  »  —  ■■  ■  konvergiert  auf  dem  Konvergenz- 
kreise, nur  nicht  für  z  =  —  1.  Dies  ist  der  einzige  Punkt 
des  Konvergenzkreises,  der  nicht  zur  aufgeschnittenen  Ebene 
gehört.  Ist  also  Zq  ein  von  —  l  verschiedener  Punkt  des 
Konvergenzkreises,  so  ist  log*(l-f  2)  daselbst  stetig.    Lassen  wir 


Fig.  50. 
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also  s  vom  Innern  des  Konvergenzkreises  her  nach  2^^  kon- 
vergieren unter  Beobachtung  der  im  Abelschen  Satze  an- 
gegebenen Bedingung^!,   so  ist 

lim  log*  (1 +  ^)  =  log  =^=(1 +  ..-„) 
und 

'""(-'-^'  +  l'--)--o-'l    +¥-■■■ 

Aus  der  Gleichung  (f)  folgt  also 

(tt)  log*(l+-^o)  =  .^o-f +'3^' 

d.  h.  die  Formel  (f)  gilt  immer,  wenn  die  Potenzreihe 
konvergent  ist. 

In  (ff)  können   wir  setzen 

Zq=  cos  qi  +  isin^. 

Da  Zq  =1=  —  1  ist,  darf  (p  nicht  gleich  ;r  oder  —  tc  sein. 
Unterwerfen  wir  daher  q:  den  Ungleichungen 

—  n  <(p  <n, 
so  erhalten    wir  alle  von   —  1  verschiedenen  Punkte  des  Kon- 
vergenzkreises 

Aus  der  Gleichung 

1  -f  ,i(,=  1  -f  cosqp  +  ?  sin  9)  =  Zcos-  (cos^  +  *  sin  —I 

ersieht  man,  daß  1  +  ^„  den  absoluten  Betrag  2  cos  ^  und 
die  Amplitude  —  hat.     Daher  ist 

log(2cos|)-f  i| 

ein  Logarithmus  von  1  +  £„,  unterscheidet  sich  mithin  von 
Iog*(l  -f  Zq)  um  ein  Vielfaches  von  27ii 

log(l+^o)     und     log(2cos|)  +  V^ 
sind  zwischen  —  x  und  7t  stetige  Funktionen^)    von    q.     Das- 
selbe gilt  von       1^   */^  I      ,     1     /„        (p\        if> 


log*(l-f.s„)-log(^2cos|) 


2ni 


1)  Man  lasse  z  z.  B.  auf  dem  Radius  0Z(,  nach  s^  konvergieren. 
Kachträglich  erkennt  man,  daß  z  in  beliebiger  Weise  nach  2,  konver- 
gieren darf  (j  2  I  <r  1). 

2)  Es  sind  komplexe  Funktionen  der  reellen  Verändei-lichen  qp. 
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Diese  stetige  Funktion  hat  überall  einen  gauzzahligen  Wert. 
Die  Stetigkeit  verlangt,  daß  dieser  Wert  überall  derselbe  ist. 
Für  (p  =  0,  d.  h.  Zq=\,  ist  er  gleich  Null.')  Folglich  gilt 
für  —  ;r  <  qp  <  Ä  die  Formel 

I       /Vi  qpV     I     i^        cos  qp  4- i  sin  qp        cos2qp  +  isin2qp    , 

iog(2  cos  2)  +  -y  =        ;      ^  -    '^^ ''  +  •  •  •  • 

Sie  zerlegt  sich  in 


(**)  . 


log  (2  cos  I)  =  ^ 


cosqp  cos2qp         cos  3  qp 


2         "*"         3 


qf         sin  qp  8in2qp  sin  3  qp 

¥  ^  "1.  2  3 


(-  n-<q)<7t) 


Die   Reihe  sinqp        sin2qp        sinSqp 

_  ^      -f        ^  •  ■  • 

konvergiert  auch  für  9  =  +  ;r,  also  überhaupt  für  alle  Werte 

von  (p.     In  Fig.  51  ist   die  Bildkurve  ihrer  Summe  gezeichnet. 

Man    hat  hier    eine   kon-  j 

verwente    Reihe    mit  ste-  1 

'^  ^ —^ • -^ i 

tigen    Gliedern    und     un-  "^1  ^^^         ^ ^y"^^^        r '^ 

stetiger      Summe.        Die  ^  > 

Reihe  ist  übrigens  in  je- 
dem Intervall  <—  %  +  £,  ':i  —  b?  gleichmäßig  konvergent^) 
(s>  0),  aber  nicht  in  <—  ä,  -k}-  Daß  sie  in  <—  ;t,  3r>  un- 
gleichmäßig konvergiert,  kann  man  schon  aus  der  Un- 
stetigkeit  der  Summe  erkennen.  Die  gleichmäßige  Kon- 
vergenz in  <—  Ä  +  5;  Ä  —  £>  kann  man  auf  folgendem  Wege 
nachweisen. 

Wenn  .   . 

z  =  cos  gi  +  '  sm  9: 

ist  und  qp  dem  Intervall  <—  %  ■\-  b,  %  —  t>  angehört,  so  ist 
also 


1)  log*  2  ist  nämlich  nach  (ff)  reell. 

2)  Vgl.  „Grundzüge  der  DiflFerential-  und  Integralrechnung". 
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d.  h 


Sn   I  < 

Sn   !  < 


< 


y(l-f  COsqp)*-|-  ßin'qp        y2(l  +  COSqp)        y2(l-C09s) 
1 


8in*- 
2 


Schreibt    man  einen  Rest  der  Reihe  ^  —  ^  +3 
Form 


in    der 


*p-i  _|_  *p+i 


so  lautet  eine  Partialsumme  davon 


^  + 


V^'^Vp-p+l)^^'^  ■■■  "^  (p  +  9-l       ^  +  9)^"  +  «-' 


+ 


'p  +  9 

P  +  2 


Bei  unendlich  zunehmendem  q  konvergiert  sie  nach 

"~  "V  "^  (p  ~  pTv^"  "^  (pTi  ~  ^+2)  ^^+'  "^  ■  ■  ■ 

Die  Summe   dieser  absolut  konvergenten  Reihe  ist  ihrem  Be- 
trage nach  offenbar  kleiner  als 

2 

p  Bin"  ~ 
^  2 

Man  hat  also  in  dem  ganzen  Intervall  <— 3t  +  «,    jt  —  «>: 


P 


.P+i 


also  auch 


i'  +  i 

cospcp         cos  (f) -f- 1)  qp 


••l  < 


psin' 


+ 


P  P+l 

ein  p  qo        sin  (p  -|-  1)  (jp    . 


< 


^sm' 


P 


p  +  1 


< 


«sin^  — 
^         2 


Hieraus  ist  zu  ersehen,  daß  die  Reihen  (**)  in  dem  Intervall 
<— 3r-|-£,  7C  —  ay  gleichmäßig  konvergent  sind.  Bei  beiden 
konvergiert  nämlich,  wie  die  obigen  Ungleichungen  zeigen, 
der  Rest  nicht  nur  bei  festgehaltenem  (p  nach  Null,  sondern 
auch,   wenn  während  des  Grenzüberganges  gp  beliebig  in   dem 
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Intervall  <—  n  +  e,  %  —  ay  herumrückt.  Das  ist  aber  das 
Charakteristikum  der  gleichmäßigen  Konvergenz. 

Aus  der  zweiten  Formel  (**)  ergibt  sich  nun  durch  Integration 

/***\  '^^ 1  — COSqp  1  — C0s2(jp         1— COsSqp 

K     ')  4    —  fs  ^»  I  32  ■  •  • 

Diese  Formel  ist  zunächst  nur  für  [  qp  |  <  ä  bewiesen.  Sie  gilt 
aber,  weil  die  rechte  Seite  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe 
ist,  auch  für  (p  =  +  %.  Man  erkennt  das,  indem  man  ^  nach 
n  oder  —  n  konvergieren  läßt  und  den  Satz  benutzt,  daß  eine 
gleichmäßig  konvergente  Reihe  mit  stetigen  Gliedern  auch  eine 
stetige  Summe  hat. 

Für  (f  =  7C  reduziert  sich  (***)  auf 


Da 


-  +  -  +  -^  + 

2«  ^  42  ^  62  ^ 


d.  h. 


2^1*  ^  3*  ^  5«  ^  / 

+   Mp+3^+5^+---)+---' 

-r  ^,-r  ^i-r  3  U*  ^  3«  ^  5*  ^       / 


ist,  so  hat  man 

^   ^   ^   ^  i  ^  i-  ^         -""- 
1*    ■     2«  "^  3^  "*"  4*  "•"  ■  ■  ■         6  ' 

1«     2*  ^3-     4-  ^  12 

Formel  (***)  läßt  sich  also  auch  so  schreiben: 

TT*  qp*         COSqp  C0S2qp         COsSqp 

j^  -  y  =  -72  p-  +  -^2  (  qp  I  ^  ^) 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

:t*  qp*         sinqp         sin2qp         sinSqp 

12  ^  ~  12  ^  ~T»  P~  "'        3»  '  ''        (I  «P  I  ^ '') 

und  durch  nochmalige  Integration  erhält  mau 

Tt^      2        9*         1— COSqp  1  —  C032qp         1  —  COsSqp 

24  ^    ~  48  ^  T*  2*  '  3*  ■  "  ' 
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Setzt  man  (p  =  Jt,  so  ergibt  sich 
Da 


-  =  i  +  ^  +   '   4- 
96         1*  ^  3*  ^  5*  ^ 


90' 

iTt* 

720  ■ 

cos  2  (f 

+  °- 

>&3 
3* 

qp 

24  +  44  +  •  ■■  -  (^24  +  2*-  *"'"■■■)  (1*  "^   3'  +  •  ■  •) 

=.ui.+:.  +■  ■) 

ist,  so  hat  man 

1*    '     2*    '     34    • 

Hiernach  kann  man  schreiben 

1 7t*         ir*qp*         qp*         COSqp 
T2Ö  2^  "*"  48  ""  "T^ 

und  weiter  integrieren. 

Wenn  man  die  erste  Formel  (**)  integriert,  so   findet  mau 
für  \(p    <  jr: 

/-*  *\  li       /o         9^\    ;  äin^f         sin  2«     ,    ain  3  ir 

0 

Die  Reihe  rechts  konvergiert  gleichmäßig.  Daher  strebt  ihre 
Summe  im  Falle  lim  cp  =  tc  oder  lim  cp  =^  —  tc  dem  Grenzwert  0 
zu.  Nach  demselben  Grenzwert  konvergiert  also  das  Integral,  wenn 
man  (p  von  links  nach  tc  oder  von  rechts  nach  —  %  konvergieren 
läßt.     Es   existieren   also    die    beiden   uneigentlichen    Integrale 

n  —TT 

Jlog(2cos^)(^9>,    Jlog(2Gos^-^d(p 

0  0 

und  sie  sind  gleich  Null.  Die  Gleichung  (\*)  gilt  in  dem 
ganzen  Intervall  <—  ;r,  ny.  Aus  ihr  folgt  durch  nochmalige 
Integration 

1  — cosqp         1— cos2qp         1  — cosSqp 

""2«  ^  P  ■  ■  ■ 
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Setzt  man  hier  cp  =  tc.  so  ergibt  sich 

'7/      'f 

^  =  U{  i'°g(2-» »)  ''f)'f  - 1  +  h  + 1  +  ■  ■ 

2»  ^   3"  ^  4*  ^  7      ' 


Da 

2 

S(i  hat  mau 


also 


13  -f-    OS  +   3S  +  ■      •  ^- 


0  ^ü  "^ 

n   ,       ifi 

h-h  +  3-»  -    •  ■  =  ?/(/log(-^cos|)rf(p  Wg. 

0         ^0  / 

P'ormel  (^:j:)  läßt  sich  jetzt  so  sehreiben 

6    ^         /*/      /*,       /o  qp\    7       \j  COsqp         C082qp        COsSqp 

0  0  / 

und  mau  kann  weiter  integi'ieren. 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch   eine  Reihenentwickelung  von 
log*«(;    ableiten,    die    in    einer    der  /^v 

beiden  Halbebenen  gilt,  in  welche 
die  f -Achse  die  yr -Ebene  zerlegt. 
Die   M'- Ebene   ist  so  aufgeschnitten, 


wie  es  die  Fig.  52  zeigt,  also  längs  -l    ^0    j 

der  negativen  «< -Achse.  Pig  5^ 

Die    Funktion    log*«<'    ist    in   der 
aufgeschnittenen  Ebene  stetig  und  soll  für  w  =  \  den  Wert  0 
haben.       Durch     diese     beiden    Forderungen     und    durch    die 
Eigenschaft 

ist   sie,    wie  wir  wissen,   eindeutig   bestimmt  (vgl.  den  Schluß 

von  §  36). 

Setzen  wir 

1  —  w 

Kowalewiski,  die  komplexen  Verauderlichen.  9 
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und  liegt  der  Punkt  w  (vgl.  Fig.  52)  rechts  von  der  r-Achse, 
so  ist  offenbar 

j  t(;  —  1  '  <  I  «i;  -f-  1  ! ,     also     ;■ '  <  1 . 

Liegt  der  Punkt  iv  links  von  der  r- Achse,  so  ist  j^|  >  1,  liegt 
er  auf  der  t'-Achse  {w  =  ii)),  so  hat  man  \z  =\,  und  aus 

\—iv       1— V*— 2tv 

ersieht  mau,  daß  z  nur  dann  auf  die  ä; -Achse  fällt,  wenn 
r  =  0  ist,  wenn  also  iv  =  0  ist. 

Wir  wollen  den  Punkt  iv  =  n  +  ii-  auf  das  Gebiet 
(@)  ^t^0,     i(7=fO,     a-^oo 

beschränken.     Dann  ist 

log*«"  läßt  sich,  da 

ist,  in  §  als  eine  Funktion  von  z  ansehen,  und  zwar  unter- 
scheidet sie  sich  von 

log*(l-^)-log*(l  +  ^) 

um  2Jcyci,  weil  diese  Funktion  auch  ein  Logarithmus  von  w 
ist.  Die  ganze  Zahl  k  muß  in  dem  ganzen  Gebiet  §  konstant 
sein;  denn  sowohl  log*  (  1)  als  auch  log*(l  —  z)  —  log*(l  +  z) 
sind  daselbst  stetig.  Für  0  =  0  werden  aber  log*  (^-tt)  ^^^ 
log*(l  —  z)  —  log*(l  +  z)  beide  gleich  Null.  Also  gilt  in  dem 
ganzen  Gebiet  §  die  Gleichung 

logirfr)  -  l°g*(l  -  ■ä-)  -  log*(l  +  ^) 

=  -2(f  +  i  +  i+    •■) 
d.  h.  in  dem  ganzen  Gebiet  @  die  Gleichung 

Die  Reihe   auf  der   rechten  Seite   ist   nur  in  ®  kon- 
vergent. 
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§  38.  Funktionen  von  Funktionen.  (p(z)  sei  in  einer 
gewissen  Umgebung  3  '^'on  ^o  definiert,  f(n')  in  einer  gewissen 
Umgebung  SS  von  w<)=qp(,Jo).  Wir  nehmen  an,  daß  (p' (Zq) 
existiert.  Dann  ist  q>{z)  an  der  Stelle  Zq  stetig,  und  wir 
können  ß  so  verkleinern,  daß  w  =  (p(z)  in  3ß  liegt,  sobald  z 
ein  Punkt  von  3  ist.  fifpi^))  ist  jetzt  eine  Funktion  von  z, 
die  in  3  definiert  ist.  Weun  nicht  nur  (p'(2q),  sondern  auch 
f  yic^  existiert,  läßt  sich  zeigen,  daß  f(w{s)\^F{z)  an  der 
Stelle  5'„  eiue  Ableitung  hat,  und  daß 

(*)  F\z,)^f{ic,W{z,) 

i.st. 

~i>  ^iy  '^2>  •  •  •  s®i  ^i^^  Punktfolge  in  3>  die  nach  Zq  kon- 
vergiert. Alle  z„  seien  aber  von  Zq  verschieden.  Dieser  Punkt- 
folge   entspreche   in    22    die   Punktfolge    h\,   u\,,    w^,   ...     Es 

sei  also 

w„=  (pi^,,). 

Wegen  der  Existenz  von  (p'  (Zq)  ist  dann 

lim  IV „  =  2t\, . 

Es  brauchen  aber  nicht  alle  iv,,  von  Wf,  verschieden  zu  sein. 
Sind  fast  alle  tVn  von  w„  verschieden,  so  gilt  für  fast  alle 
Werte  des  Index  n,  etwa  für  nP'  v,  die  Gleichung 

_  /'(«'"„)- /"K)      y(^"„)-qp(^o) 

Läßt  man  n  unbegrenzt  zunehmen,  so  ergibt  sich 

F{z^)-F{z,) 
1™  T-ZT. ==  fM^  (^o) 

Nun  wollen  wir  noch  die  Möglichkeit  erörtern,  daß  fast 
alle  w„  mit  Wq  zusammenfallen.  Dann  ist  für  fast  alle  Werte  des 
Index  »,  etwa  für  n^  v, 

tVn  —  Wq  =  (f{z„)  —  (p{Zq)  =  0, 

folglich 

(p'izj)  =  hm        v-iT^-  =0. 

9' 
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Außerdem  hat  man 


mithin 


„„  ^^^^Zl^  =  0. 


Hier  gilt  also  auch  wieder  die  Relation 

lim  ; =  /  K)(jp'(^o) 

Die  letzte  Möglichkeit  ist  folgende.  Es  gibt  in  der  Folge 
«<7i,  *e?2i  ^3»  •  •  unendlich  viele  ii\,  die  gleich  w^,  und  unendlich 
viele  %v„,  die  ungleich  w^  sind.  Die  erstgenannten  bilden  eine 
Teilfolge  w.^^  ivj,  w.J,  .  .  .,  die  zweitgenannten  eine  Teilfolge 
Wj",  iv^",  w^' ,  .  .  .  von  i{\,  u\,  iv^,  .  .  .  Die  entsprechenden 
Teilfolgen   von  s^,   z.^,   z^,  .  .  .  seien  .?/,  z^',  z^',  .  .  .   bzw.  .?/', 


~2   ;   '^3  > 


Dann  ist  nach  dem  Obigen 

hm  — --, — ; =  f'(ti\,)<p  (^o). 

F(z„")  -  F{zJ 

also  auch  (vgl.  S.  83) 

lim :r~rz =  /  (M'o)?'  i^o)- 

Es  existiert  also  F'(Zq)  und  ist  gleich  f  {u'o!(p'{2,^- 
Z.  B.  existiert  die  Ableitung  von 

F{z)  =  et''-'^     oder     J-\z)  =  cos(p(z)     oder     i^(^)  =  sin^(0) 

überall,  wo  (p{z)  eine  Ableitung  hat,  und  man  hat 

F'  (2)  =  ev (-') •  ^ '  (.?)     bzw.     F'  (z)  =  -  sin  (f{2)-(p'  (z) 

bzw.     F'(s)  =  cos  (pi'g)  ■  <p\z). 

Daß    cos  w    und    sin  w    die  Ableitungen    —  sin  w    bzw.    cos  w 
haben,  sieht  man  aus  den  Poteuzreihen  für  cos  w,  sin  ^t'. 

Wenn  g)(^,j)  =[=  0  ist  und  fp' {z^^)  existiert,  so  kann  man  Zq 
eine  so  kleine  Umgebung  konstruieren,  daß  daselbst  überall 
(p{z)  =^  0   ist.     In    dieser    Umgebung    gibt    es    eine    und    nur 
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f^ine  stetige  Funktion  F{z),  die  überall  ein  Logarithmus  von 
(p{z)  ist  und  sieh  für  z  =  z^^  auf  einen  vorgeschriebenen  Lo- 
garithmus von  (p  {z)  reduziert.  Ihre  Ableitung  an  der  Stelle 
z,.  lautet  ,,    ^ 


Viertes  Kapitel, 
Knrvenintegrale. 

§  39.  Wege  in  der  Zahleuebeue.  Die  reellen  Funk- 
tionen (p{t)  und  ^l){t)  mögen  in  dem  Intervall  <a,  6>  stetig 
sein  und  stetige  Ableitungen  (p\t)^  ^'(^j  besitzen,  die  nirgends 
beide  gleich  NuU  sind.  Lassen  wir  t  das  Intervall  <Ca,  fe> 
durchlaufen,  so  beschreibt  der  Punkt 

z  =  (p{t]  +  iil'it) 

in  der  Zahlenebene  einen  Weg.^)  Er  heißt  ein  einfacher 
Weg-,  wenn  zu  veischiedenen  Werten  von  t  stets  verschiedene 
Lagen  von  z  gehören.     So  ist  z.  B. 

-r  =  cos^  +  <sin^  (o<t<'^ 

ein  einfacher  Weg. 

Jeder  Weg  kann  in  eine  endliche  Anzahl  einfacher 
Wege  zerlegt  werden.  D.  h.  man  kann  das  Intervall 
<a,  h>  so  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervallen  <a,  /3-> 
zerlegen,  daß  die  Wege  z  =  (p[t)  +  iil^iß),  die  den  Intervallen 
(cc,  ßy  entsprechen,  einfach  sind. 

Man  teile  <«,  &)>  in  n  gleiche  Teile.  Entsprechen  den 
Teilintervallen  nie  lauter  einfache  Wege,  wie  wir  auch  n 
wählen  mögen,  so  gibt  es  stets  in  einem  von  ihnen  zwei 
verschiedene  Werte  t„.  t'„  derart,  daß 

1)  In  §  40  werden  wir  diesen  Begritf  allgemeiner  fassen. 
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ist.     Hieraus  folgt 

wobei  6„,  t„  zwischen  t„  und  /'„  liegen.     Jedenfalls  ist  also 


6„-x„    <—;^- 

Nun  sei  6\,  ö.^,  ö.^,  ■■  •  eine  konvergente  Teilfolge  von 
(5j,  (5.,,  Ö3,  .  .  .  mit  dem  Grenzwert  6  und  r[,  t^,  "^s?  •  •  •  ^i^ 
entsprechende  Teilfolge  von  To,  t^,,  t^s,  •  •  •     Da  offenbar 

n 
ist,  muß  neben  lim  ö,'  =  (j  auch  lim  t',  =  ^  sein.     Aus 

ergibt  sich  dann  wegen  der  Stetigkeit 

(p'(6)  =  0,        i,'(ö)  =  0. 

Das  ist  aber  ausgeschlossen.  Es  muß  sich  also  n  so  wählen 
lassen,  daß  den  n  gleichen  Teilintervallen  von  <(a,  by  ein- 
fache Wege  entsprechen. 

Der  Satz  von  der  Zerlegbarkeit  in  einfache  Wege  gilt 
offenbar  auch  dann,  wenn  die  über  cp'iß),  i>'{t)  gemachten 
Voraussetzungen  in  <a.,  &>  nur  abteilungsAs.eise  erfüllt  sind, 
d.  h.  in  jedem  der  2^  Teilintervalle  einer  gewissen  Zerlegung. 
Wege,  bei  denen  dies  der  Fall  ist,  möchten  wir  als  gewöhn- 
liche Wege  bezeichnen. 

§  40.    Einfache  Wege  als  Fuuktmeugeu  betrachtet. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  einfachen  Weg.  Er  werde  von 
dem  Punkte  z  =  (f  {t) -\- i ijj (f)  beschrieben,  wenn  t  das  Inter- 
vall <a,  /3>  durchläuft. 

Die  Punkte  des  Weges  bilden  eine  Punktmenge  ^,  die 
eineindeutig  auf  das  Intervall  abgebildet  ist.  Jedem  Punkte  t 
des  Intervalles  entspricht  ein  Punkt  0  von  ^,  und  es  gibt 
zu  jedem  Punkt  0  von  ^  in  <a,  ß)  einen  und  nur  einen 
Punkte,  dem  er  durch  die  Gleichung  z  =  (p{t)  +  i-4}{f)  zu- 
geordnet wird. 
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'0> 


Wenn  Iituf„=/Q  ist,  so  ist 

lim^-,,  =  \im{(p{t„)  +  iif(t„)\ 

=  qp  {Q  +  i  ^  {tj  =  Zq. 

Betrachtet  mau  umgekehrt  in  ^$  eine  Puuktfolge  ^i,  ^2,  ^3, ., . 
die  dem  Grenzpunkt  2^,,  zustrebt,  so  entspricht  ihr  eine  kon 
vergente  Punktfolge  tj,  h,  i^,  .  .  .  in  <a,  /3>-  Ist  lim /„  =  ^, 
so  hat  man  ^o=  (pQ^)  +  /^(^o)>  d-  ^-  ~o  gehört  zu  ^.  Diese 
Punktmenge  ist  also  abgeschlossen  (vgl.  S.  G4). 

Um  zu  zeigen,  daß  ^j,  t.^,  t.^,  ■  •  ■  eine  konvergente  Punkt- 
folge ist,  nehmen  wir  eine  Häufungsstelle  t^  von  ihr  und 
greifen  aus  t^,  t^,  t^,  .  .  .  eine  Teilfolge  t[,  i^,  t'^  .  .  .  heraus, 
die  nach  t^  konvergiert,  sl,  z'^,  ^3,  .  .  .,  sei  die  entsprechende 
Teilfolge  von  z^,  z^,  ^3,  •  ■  ■     Dann  ist 

^0  =  lim  ^'»  ^  (P\Q  +  itiQ, 

und  man  sieht  hieraus,  daß  es  nur  eine  solche  Häufungs- 
stelle ^,,  gibt,  t^,  1.2,  ts,  .  .  .  ist  also  eine  beschränkte  Folge 
mit  nur  einer  Häufungsstelle  ^q,  d.  h.  eine  konvergente  Folge 
mit  dem  Grenzwert  t^^. 

Weil  jeder  konvergenten  Punktfolge  in  <«,  ß}  eine  kon- 
vergente Punktfolge  in  ^  entspricht  und,  wie  wir  gesehen 
haben,  auch  umgekehrt  jeder  konvergenten  Punktfolge  in  ^ 
eine  konvergente  Punktfolge  in  K.cc,  /5)>,  sagt  man,  daß  diese 
Punktmengen  stetig  aufeinander  abgebildet  sind. 

Wir  wollen  jetzt  nach  der  allgemeinsten  eineindeutigen  und 
stetigen  Abbildung  von  ^  auf  <«,  ßy  fragen.  Jeden  Punkt 
von  ^  können  wir  durch  den  Parameterwert  i^  charakteri- 
sieren, der  ihm  bei  der  Abbildung  z  =  (p(t)  -\-  i-^{t)  ent- 
spricht. Nun  betrachten  wir  irgendeine  andere  eineindeutige 
und  stetige  Abbildung  von  ^  auf  <(«,  /3>-  Sie  ordne  dem 
Punkt  /  in  <«,  /3>  den  Punkt  t^^  in  ^  zu.     Dann  ist 

Wenn  der  Parameter  t  eine  konvergente  Folge  durchläuit, 
muß  auch  der  Punkt  t^  in  ^  eine  konvergente  Folge  durch- 
laufen,   also    auch    der  Parameter  t^.     Daraus  sehen  wir,    daß 


2^36  Einfache  Wege  als  Punktmengen. 

x{t)  eine  stetige  Funktion  ist.  Greift  man  aus  (.a,  |3>  drei 
Werte  t',  t",  t'"  heraus  derart,  daß  t"  zwischen  t'  und  f" 
liegt,  so  muß  auch  x(t")  zwischen  xi^')  ""^  Z{^"')  liegen. 
Zunächst  bemerke  man,  daß,  wegen  der  Eineindeutigkeit  der 
Abbildung  x(t'),  x(ß"'>,  x(ß''')  ^^^e  verschieden  sind.  Läge 
X{i")  nicht  zwischen  xQ')  ^^^^  /t'^")?    so  hätte  man  entweder 

xr)>x{i')-         xr)>   x(t"% 

''^""  xif'Xxin,      xit")<x(t"'). 

Jedenfalls  ließe  sich  eine  Zahl  /■•  wählen,  die  sowohl  zwischen 
Xit')  und  x{^")  als  auch  zwischen  x(.i")  und  xi^'")  fällt.  Es 
gäbe  dann  wegen  der  Stetigkeit  von  xi^)  zwischen  t'  und  t" 
eine  Stelle  r'  und  zwischen  f"  und  f'"  eine  Stelle  t'",  so  daß 

ist.  Zu  /=  r'  und  t  =  r'"  darf  aber  bei  der  Abbilduug  nicht 
derselbe  Punkt  gehören.  Daher  muß  x(^")  zwischen  x{^') 
und  x(i)  liegen,  d.  h.  x{f^)  ist  in  <a,  ß}  monoton. 

Nun  sind  zwei  verschiedene  Fälle  möglich.  Entweder  ist 
X{t)  aufsteigend,  d.  h.  bei  zunehmendem  t  zunehmend,  oder 
x{t)  ist  absteigend,  d.  h.  bei  zunehmenden  t  abnehmend.  Da 
t^  wie  t  alle  Werte  aus  <a,  /3>  annehmen  muß,  so  hat  man 
im  ersten  Falle 

X(cc)=-a,       xß)  =  ß> 
im   zweiten 

X{(^)-ß,      x(ß)  =  ^- 

Wenn  t  das  Intervall  <k,  /3>  durchläuft,  durchläuft  xiß)  i'^^ 
ersten  Falle  ebenfalls  das  Intervall  <«,  /3>,  im  zweiten  Falle 
dagegen  das  Intervall  </3,  a>.  Wir  können  auch  sagen,  daß 
im  ersten  Falle  die  Punkte 

2=^cp{t)  +  iij{t)       und       ,z  =  (p{x{t))-i-  itl^{x{t)} 

den  betrachteten  Weg  in  derselben  Richtung  durchlaufen,  im 
zweiten  Falle  in  entgegengesetzten  Richtungen, 

Wenn  wir  ^  eineindeutig  und  stetig  auf  das  Intervall 
<a,  ß}  abgebildet  haben,  so  ist  dadurch  eine  l)estimmte 
Rangordnung    unter    den    Punkten    von    ^    hergestellt.      Läßt 
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man  t  vou  a  nach  ß  gehen  und  wird  dabei  eiii  Punkt  von  '^ 
früher  getrotteu  als  ein  anderer,  so  Hcbreil)en  wir  dem  letzteren 
einen  niedrigeren  Rang  zu.  Der  Punkt  vou  ^,  der  zu  a  ge- 
hört (der  Anfangspunkt),  hat  den  höchsten,  der  Punkt,  der 
zu  ß  gehört  (der  Endpunkt  des  Weges),  den  niedrigsten 
Rang.  Die  obige  Betrachtung  zeigt,  daß  bei  einer  anderen 
eineindeutigen  und  stetigen  Abbildung  von  %  auf  <«,  /3> 
entweder  dieselbe  oder  die  umgekehrte  Rangordnung  heraus- 
kommt Es  gi'>t,  wie  man  sagt,  zwei  Orientierungen 
eines  einfachen  Weges.  Beim  Übergang  von  der  einen  zur 
andern  kehren  sich  die  Rangverhältuisse  um;  insbesondere 
vertauschen  sich  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des  Weges. 

Bei  den  obigen  Betrachtungen  brauchen  wir  nur  die 
Stetigkeit  von  qp,  -ip,  nicht  die  Stetigkeit  von  (p',  %'■  -^^^ 
einfacher  Weg  wäre  also  hier  nichts  anderes  als  eine 
Punktmenge,  die  eineindeutig  und  stetig  auf  ein  end- 
liches Intervall  abgebildet  werden  kann.  Einen 
orientierten  Weg  erhalten  wir,  w-enn  wir  uns  für  eine  der 
l)eiden  Rangordnungen  entscheiden,  die  bei  den  verschiedenen 
eineindeutigen  und  stetigen  Abbildungen  des  Weges  auf  ein 
endliches  Intervall  herauskommen,  wenn  wir  also  sagen 
welches  der  Anfangspunkt  des  Weges  sein  soll. 

Sind^) 

orieiitierte  einfache  Wege,  so  nennen  wir 

-At  At>  -An  .  ,  .  .A-ji 

einen  orientierten  Weg.  Er  setzt  sich  aus  den  n  einfachen 
Wegen  zusammen.  Unter  seinen  Punkten  ist  dadurch  eine 
Rangordnung  hergestellt,  daß  auf  jedem  der  n  einfachen  Wege 
eine  solche  herrscht  und  außerdem  Ar—iAr  vor  A^^iA, 
rangiert,  wenn  r  <  s  ist. 

Bilden  wir  A.^A^  auf  das  Intervall  <«i,  «j),  A^A^  auf  das 
Intervall    <«2%>    ^^  \x?,y7.    {a^  <  «g  <  «:t  <    •  ■)>    derart,  daß   r 


1)  An    erster    Stelle    steht   jedesmal    der    Anfangspunkt,    an    zweiter 
Stelle  der  Endpunkt  des  orientierten  Weges. 
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den  Weg  Ar—iAr  zurücklegt,  wenn  t  das  Intervall  <a,._i,  «;-> 
beschreibt,  so  wird  offenbar  der  ganze  Weg  A^A.^A..  .  .  .  A„ 
beschrieben,  wenn  t  das  Intervall  <«!««>  durchläuft.  Der  Weg 
A^A^A.  .  .  .  An  ist  dadurch  eineindeutig  und  stetig  auf  dieses 
Intervall  abgebildet.  Dabei  muß  man  aber  zwei  Punkte, 
die  nicht  demselben  einfachen  Weg  ^r-i-4;.  angehören, 
auch  dann  als  verschieden  betrachten,  wenn  sie  in 
Wirklichkeit  zusammenfallen. 

§  41.  Rektifizierbare  Wege.  J^  7)  sei  ein  orientierter  Weg 
im  Sinne  des  §  40.  Er  läßt  sich  eineindeutig  und  stetig  auf 
ein  endliches  Intervall  abbilden  (vgl.  den  Schluß  von  §  40). 
Wenn  mau  den  Weg  vom  Anfangspunkt  zum  Endpunkt  durch- 
läuft und  dabei  die  Stationen  A^,  A,,  .  .  .,  Ap^\  macht,  so 
hat  man  ilin  in  'p  Stücke 

AA^,  A^k.,,  . .  .,  A/j-iB 

zerlegt.    Dieser  Zerlegung  ß  entspricht  ein  Sehnenzug  von 

der  Länge  ?(3)-     Der  Sehuenzug  besteht  aus   den  Strecken') 

AA^,  A^A^j  .  . .,  Ap-iB. 

Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreten. 


^^  ^^  1.  Alle    Z(3',    tiie    den  verschiedenen  Zer- 

legungen   3    ^®s    Weges    AB    entsprechen, 
Fig.  53.  liegen  unterhalb  einer  endlichen  Grenze. 

2.  Durch  passende  Wahl  von  3  läßt  sich 
?(3)  beliebig  vergrößern. 

Als  Maximalsehue   von   3  wollen   wir  die   längste  Sehne 
des  zugehörigen  Sehnenzuges  bezeichnen.     Eine  Folge 

Oi>  O2»  03>  •  •  • 
von  Zerlegungen  soll  eine  ausgezeichnete  heißen,  wenn  die 
zuo-ehörio;en  Maximalsehnen  dem  Grenzwert  Null  zustreben. 
Daß  es  ausgezeichnete  Zerleguugsfolgen  gibt,  geht  aus  der 
eineindeutigeu  und  stetigen  Abbildbarkeit  des  Weges  auf  ein 
endliches  Intervall  hervor. 


1)  Vgl.  meine    „Grundzüge    der  Differential-   und  Integralrechnung", 
S.  327. 
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Man  kann  nun  folgendes  zeigen^): 

Im  Falle  1  entspricht  jeder  ausgezeichneten  Zerlegungsfolge 
3u  82»  33;  •  •  •  eine  konvergente  Folge 

?(3i),  ^(32),  KB.),  •  .  • 
Sind  3/,  ^2,  •  ■  •  "^d  3i">  32 ';  •     •  2;wei   ausgezeichnete  Zer- 
legungsfolgen, so  ist  offenbar  auch  ß/,  3i"?  Sa'»  Sa"?  •  •  •  eine 
solche.     Also  ist 

/(3/),  K3i"),  /(32'),  /(32"),  .  •  ■ 

konvergent.    Alle  Teilfolgen  einer  konvergenten  Folge  streben 
aber  demselben  Grenzwert  zu.     Daher  ist  insbesondere 
lim?(3"')  =  lim?(3„"). 

Zu  den  verschiedenen  ausgezeichneten  Zerlegungsfolgen  ge- 
hören hiernach  /(3)-Folgen  mit  gemeinsamem  Grenzwert.  Ihn 
nennt  man  die  Länge  des  Weges  AB.  Ein  Weg,  der  eine 
Länge  hat,  heißt  rektifizierbar. 

Im  Falle  2  entspricht  jeder  ausgezeichneten  Zerleguugsfolge 
3i»  32>  33;  •  •  •  eiiie  Folge 

?(3x),  m,),  m.),  ■  ■  ■ 

mit  dem  uneigentlichen  Grenzwert  oo.  D.  h.  jede  noch  so 
große  Zahl  wird  von  fast  allen  J{Q„)  übertroffen.  Hier  könnte 
man  dem  Weg  die  Länge  cc  zuschreiben.  Einen  solchen  Weg 
nennt  man  aber  nicht  rektifizierbar. 

Zerlegt  man  den  rektifizierbaren  Weg  AB  in  ^;-Stücke,  so 
ist  jedes  Stück  rektifizierbar.  Umgekehrt  folgt  aus  der  Rekti- 
fizierbarkeit  der  77  Stücke  die  Rektifizierbarkeit  des  ganzen 
Weges.  Die  Länge  l  des  ganzen  Weges  ist  gleich  der  Summe 
aus  den  Längen  der  Stücke. 

Wenn  der  Punkt  P  den  Weg  AB  beschreibt,  so  zerlegt  er  in 
jeder  seiner  Lagen  den  Weg  in  zwei  Stücke  AP  und  PB. 
Die  Länge  s  des  Stückes  AP  nimmt,  wenn  P  den  Weg  AB 
durchwandert,  beständig  zu,  von  0  bis  J,  ohne  irgendeinen 
Zwischen  wert  auszulassen.-) 

1)  Vgl.  meine  „Grundziige  der  Diii'erential-  und  Integralrechnung", 
S.  329. 

2)  Vgl.  „Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung",   S.  330. 
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Durch  s  wird  der  Weg  eineindeutig  und  stetig  auf  das 
Intervall  <0,  />  abgebildet,  wobei  wieder  die  Schlußbemerkung 
in  §  40  zu  beachten  ist. 

§  42.    Integrale  längs  eines  Weges.    Längs  des  rekti- 
fizierbaren   Weges    AB    sei    eine    Funktio.i    fis)    definiert, 
d.  h.  jedem    Punkte   z    des  Weges  ^)    sei    eine 
komplexe    Zahl  f(z)    zugeordnet.      Da    wir   z 
^  auch     durch     die    Länge    s    des    Weges    As 
charakterisieren   können,    den    er   zurücklegen 
*^'  ^  ■  muß,  um  auf  AB  von  A  nach  z  zu  gelangen 

(in  Fig.  54  ist  Az  stark  gezeichnet),  so  läßt  sich  f{z)  als  eine 
komplexe  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  s  ansehen,  die 
in  dem  Intervall  <U,  ?>  definiert  ist. 

Wir  nehmen  eine  Zerlegung  ^  des  Weges  AB  in  p  Stüclce 

vor.     Zq  und    Zj,  sind    die    Punkte   A    bzw.  B    und  z^,  z.^,  ■      , 
Zp^j   die  Stationen,  die  beim  Durchlaufen  des  Weges  AB  ge- 
macht   werden  und    die   Zerlegung  ^   hervor- 
bringen.   Auf  jedem  der  j)  Stücke  wählen  wir 
nun  nach  Belieben  einen  Punkt,  auf  z^^z^  den 
'-^  Punkt    ^^,    auf   z^z.^    den    Punkt   Sig,  .  .  .,    auf 
Zp^iZp  den  Punkt  ^p.    Nachdem  dies  geschehen 
Fig.  5.i.  ist,  bilden  wir  die  Summe 

S{3)  =  (^1  -  ^o)/"ai)  +  (^2  -  h)f{Q  +  •  •  •  +  izp-z,^,)f(;p, 

Wir  nennen  sie  kurz  einen  Ä-Ausdruck.  Eine  Folffe  von 
/S-Ausdrücken 

soll  eine  ausgezeichnete  S -Folge  heißen,  wenn  sie  zu  einer 
ausgezeichneten  Zerlegungsfolge  gehört  (vgl.  S.  138). 

Sind  alle  ausgezeichneten  >S- Folgen,  die  sich  auf  den  Weg 
AB  und  die  Funktion  f(z)  beziehen,  konvergent,  so  streben 
sie,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  einem  gemeinsamem  Grenz- 
wert zu.     Sind  nämlich 


1)  Vgl.  die  Schlußbemerkung  in  §  40. 
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b^ ,  O2  7  03 ,  .  .  .     uiid     »Sj  ,00,00,... 
zwei  ausgezeichaete  S  Folgen,  so  ist  auch 

O  f        Q  tt        Q  I        O  II 
Oj  ,     Oj     ,     0.3  ,     O2    ,     .     .     . 

eine  solche.  Wenn  nun  jede  ausgezeichnete  >S'- Folge  konvergent 
sein  soll,  so  muß  auch  aS/,  aS/',  6V,  S^",  .  .  ■  konvergent  sein. 
Alle  Teillblgen  einer  konvergenten  Folge  streben  aber  dem- 
.selben  Grenzwert  zu.     Also   ist  wirklich 

\imS„'=UmS„". 

Der  gemeinsame  Grenzwert  der  ausgezeichneten  /S-Folgen  wird 

mit 

(*)  jf{z)dz 

bezeichnet.  ^^ 

Man  nennt  diese  Integrale  Kurvenintegrale  und  ins- 
besondere (*)  das  Integral  von  f{z)  oder  von  f{2)dz  längs  des 
Weges  (Integrationsweges)  AB.  Dieses  Integral  existiert  also 
dann  und  nur  dann,  wenn  alle  ausgezeichneten  ^-Folgen  kon- 
vergent sind. 

Wir  begnügen  uns  hier  mit  folgendem  Existenztheorem: 
Wenn    f\^z)    längs    des    Integrationsweges    stetig 
ist,  so  existiert  das  Integral  (*). 

Wir  wissen,  daß  f{z)  eine  Funktion  der  Länge  s  des  Weges 

f{z)  =  u{s)  +  iv{s). 

Die  Stetigkeit  von  fiz)  längs  des  Integrationsweges  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Stetigkeit  der  reellen  Funktionen  u{s),  v{s) 
in  dem  Intervall  <0,  />. 

Setzen  wir  /  n    ,    •    /  n 

2  =  X{S)  -f  llj{s), 

so  sind  die   reellen  Funktionen  r{s),  y{s)  in  <0,  O  stetig  und 
von  beschränkter  Variation.^) 
Nun  wird 

[[x(Sr)  -  x(Sr-i)]   -f    ibjiSr)   -  «/(Sr-l]) 

1)  Wegen  der  Rektifizierbarkeit  vgl.  „Grundzüge  der  Differential- 
und  Integralrechnung",  S.  327). 
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Dabei  ist  Sr  die  Länge   des  Weges   Az,.  und   <?,.  ein  Wert  aus 
dem  Intervall  <Sr-i,  s,>. 

Rechnet  man  s(3)  weiter  aus,  so  ergibt  sich 

-  Uv  (ör)  [y  (sr)  -  y  (s,-  _  l)]  , 

4-  i  2JV  (Ör)  [X  {Sr)  —  X  (s,.  _  i )]  , 

+  ^2;^t(ö;.)[?/(v)  -y{Sr-x)\ 

Durchläuft  Ä(3)  eine  ausgezeichnete  s- Folge,  so  wird 

i 
\\xcillu{pi)\x{s^  —  x(6V-i)]  =  \ii{s)dx{s), 

i 
\\m2v{6r)[_x{Sr)  —  a(s,— i)]  =  l  ü{s)dx(s), 

0    . 
i 

\\mi:u{6r)[y{Sr)  -  ?/(s,--i)]  =  ju(s)dy{s), 

i 
lim  I,v {6r) [y{Sr)  -  y (Sr- 1)]  =  jv (s)  dy{s) , 

0 

l  l 

(t)  \imSi^)=^fu{s) dx(s)  ~Cv{s)dy{s), 

0  5 

i  i 

i  I  v{s)  dx{s)  +  i  I  u{s)dy{s). 


mithin 


0 

Es  existiert  also  das  Integral  (*)  und  hat  den  hier  an- 
gegebenen Wert. 

Daß  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  von  (y)  existieren, 
beruht  auf  folgendem  Satze: 

(p{t),  il){t)  seien  reelle  Funktionen  der  reellen  Veränder- 
lichen t  in  dem  Intervall  <a,  6>- 
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Wenn  (p{t)  in  <«,  &>  stetig  und  ip{t)  von  beschränkter 
Variation  ist,  so  existiert  das  Integral^) 


0 


Es  genügt,  wenn  wir  den  Satz  für  den  Fall  eines  mono- 
tonen  ^(^)  beweisen.^)  g  bedeute  eine  Zerlegung  von  <«,  ?>>  in 
p  Teilintervalle  ^tr—\,  (>■}  und  r,.  sei  ein  Wert  aus  <fr  — i,  ^r)- 
Wir  wollen  den  Ausdruck 

mit   einem  andern  Ausdruck  s(§')  von  ähnlicher  Art  vergleichen. 

j"  sei    die  Zerlegung  von  (.a,  b},   die    sowohl   die    Teilpunkte 

von  g  als  auch  die  von  3'  benutzt,  und  5(5")  ein  zugehöriger 

s- Ausdruck.     Beim  Übergange    von  s(j)  zu  s(l")   tritt  an  die 

Stelle  von 

(tt)  cp{r,.)[i,(f,.)  -  Htr-i)\ 

eine  Summe 

(ttt)  (p{rri){Hir^)-4^iU)]+--- 

Denn  <!/,-_  1,  ^r)  zerlegt  sich  in  />;  Teilintervalle 

yUo,   irl},  .  •  -,  \tr,k  —  tj    irk/- 

Da  ijj(t)  monoton  ist,  also  die  zweiten  Faktoren  in  (fft) 
alle  dasselbe  Zeichen  haben,  läßt  sich  dieser  Ausdruck  so 
schreiben  ,  ,,  ,     ,,  .  ,,       . , 

xl  ist  ein  Wert  aus  «r-i,  ^r>-  Wir  haben  hier  zugleich  von 
der  Stetigkeit  der  Funktion  (p{t)  Gebrauch  gemacht.  Die 
Differenz  zwischen  (ff)  und  (fff)  lautet  jetzt 

und  die  Differenz  zwischen  s(§)  und  s(j") 

1)  Vgl.  S.  74. 

2)  Eine  Funktion  von  beschränkter  Variation  läßt  sich  in  zwei  mono- 
tone Summanden  zerlegen. 
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if  (t)  —  9'(t')  sei  die  absolut  größte  der  Differenzen 

cp(tr)  —  q^irl).  {r  =  1,  2,  .  .  ,,  p) 

Dann  gilt  die  Ungleichung 

sih)-s{f)    <    (f'ir)-(p(r')\i,{h)-Ha)\ 

X  und  t'  liegen  in  demselben  Teilintervall  der  Zerlegung  j. 
Ebenso  gilt  die  Ungleichung 

wobei  Tj,  T]  beide  demselben  Teilintervall  von  g'  angehören. 
Für  die  Differenz  5(3)  —  s(ä')  ergibt  sich  hieraus  die  Un- 
gleichung 

!s(s)-^-^ä')    <{    qp(r)-qp(T')    +,9,(rJ-9)(T0   [ 
i  ^(&)  -  '^{a)  |. 

Läßt  mau  6- (5)  und  5(5')  gleichzeitig  die  ausgezeichneten 
s- Folgen  Sj,  s,,  Sg,  .  .  .  bzw.  si,  S2,  S3,  .  .  .  durchlaufen,  so  wird 

lim  (t  —  t')  =  0,       lim  (r^  —  r[)  =  0, 

also  [wegen  der  gleichmäßigen  Stetigkeit^)] 

_  lim{9)(T)  -    9)(t')J  =  0,       lim{^(T,)  -  (jp(t,')}  =  0, 
mithin 
(**)  lim(s„-s;,)  =  0. 

Da  jede  Teilfolge  einer  ausgezeichneten  s-Folge  offenbar 
auch  eine  solche  ist,  so  gilt  die  Relation  (**)  insbesondere 
für  alle  Teilfolgen  s[,  s'2,  s'z  .  .  .  von  s^,  s^,  So^,. . .  Daraus  folgt 
aber,  daß  die  Folge  s^,  s^,  s^,  .  .  konvergent  ist.  Nimmt 
man  nämlich  zwei  verschiedene  Teilfolgen  Si,  .§2,  S3  .  .  .,  und 
sl',  S2',  sl', .  .  .  von  61,  $2,  s^,  .  .  .,  so  folgt  aus 

lim  (s„  —  s^)  =  ö,       lim  (s„  —  sll)  =  0 
offenbar 
lim  {s„  —  s^')  =  0. 

1)  Vgl.  meine  Monographie:  „Das  Integral  und  seine  geometrischen 
Anwendungen",  S.  6. 
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Wäre  die  Folge  .s, ,  .s,,  S3.  .  .  .  nicht  beschränkt,  so  gäbe  es 
hinter  jedem  Gliede  solche,  die  von  ihm  z.  B.  um  mehr  als  1  ab- 
weichen.    Wir    könnten    also    die    Teilfolge   sl,   Su   S3,  ....    so 

wählen,  daß  ,     ,  ,  ,        , 

I  s„+i  —  s',  1  >  1 

ist.     Lassen    wir    nun   si',   s",    s'i,  .  .  .    mit    $2,    S3,    si,  .  .  .    zu- 
sammenfallen, so  wird     s'n  —  sl,'    >  1,  während  doch 

n  lim(s,;  —  s'„')  =  0 

sein  soll.  ^ 

Hätte  die  beschränkte  Folge  Sj,  S3,  %,  .  .  •  zwei  verschiedene 

Häufungswerte    h'    und    //",     so     könnten    wir    die    Teilfolgen 

Sl,  s'i,  S3,  .  .  .  und  s'i ,  S2',  s'z,  ...  so  wählen,  daß 

lim  s'„  =  // ',       lim  s',!  =  h" 

ist.     Weil    //',   h"   verschieden    sind,    wäre    dann    sicher    nicht 
lim(s;-s;)  =  0. 

Wir  sehen  also,  daß  s^,  s^,  Sg,  .  .  .  konvergent  ist.  Ver- 
stehen wir  unter  Si,  s'2,  S3,  .  .  .  wieder  eine  beliebige  .y- Folge, 
nicht  gerade  eine  Teilfolge  von  s^,  5,,  s^  .  .  .,  so  sagt  uns  die 
Relation  {**),  daß 


lim  5,1  =  lim  s„ 

b 

ist.    Damit  ist  die  Existenz  \on  \  (p{t)d'^{t),  dem  g 


b 

emeinsamen 


Grenzwerte  aller  ausgezeichneten  s- Folgen,  bewiesen. 

§   43.      Direkter    Beweis     für     die     Existenz     von 

\  f{z)dz.  Wir  wollen  hier  einen  zweiten  Beweis  des  Existenz- 
satzes in  §  42  darlegen,  wobei  wir  nicht  wie  dort  f{z)  und  ,? 
in  einen  reellen  und  imaginären  Bestandteil  zu  zerlegen 
brauchen. 

Wir  schicken  das  Cauchysche  Konvergenzkriterium  für 
komplexe  Zahlenfolgen  voraus. 

Eine  Folge  komplexer  Zahlen  w,,  iv.^,  w^,  . .  .  ist 
dann  und  nur  dann  konvergent,  wenn  für  jede  Teil- 
folge tv[,  ivi,  ivi,  .  .  .  von  ihr  die  Relation 

.,^  lim(M-'„  —  w^)  =  0 

gilt. 
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Daß  die  Bedingung  notwendig  ist,  folgt  daraus,  daß  jede 
Teilfolge  einer  konvergenten  Folge  demselben  Grenzwert  zu- 
strebt wie  die  Folge  selbst.  Wir  müssen  also  nur  noch 
zeigen,  daß  die  Bedingung  auch  hinreichend  ist. 

Zunächst  läßt  sich  sofort  erkennen,  daß  die  Folge  w^,  ii\,  w^, . . . 
beschränkt  ist.  Wenn  sie  nicht  beschränkt  ist  und  man  be- 
schreibt um  iv„  einen  Kreis  vom  Radius  1,  so  fallen  unendlich 
viele  Glieder  der  Folge  außerhalb  des  Kreises. 

Sicher  läßt  sich   demnach  die  Teilfolge  m;/,  iv^',  wj,  ...  so 

wählen,  daß 

\w„—w„'\>l 

ist.     Dann  kann  aber  nicht  lim  {w„  —  ivj)  =  0  sein. 

Eine  beschränkte  Folge  hat  (vgl.  S.  65)  wenigstens  einen 
Häufungswert  h,  und  es  gibt  eine  Teilfolge  w/,  w^',  w^,  .  .  ., 
die  nach  h  konvergiert.     Aus 

lim  w„'  =  h ,     lim  {w„  —  w,,')  =  0 

folgt  aber 

lim  w„  =  //. 

M7j,  w^,  IV.,  f  .  .  .  konvergiert  also  selbst  nach  h. 
Nun  betrachten  wir  wie  in  §  42  den  ä -Ausdruck 

-5(3)  =  (^1  -  ^o)/'(ei)  +  •  •  •  +  (^p  -  ^p-r)m,) 
und  vergleichen  ihn  mit  einem  anderen  <S-Ausdruck 

^(3')  -  (^Z-  ^oVa/)  +  •  •  •  +  (^V-  ^V-i)AeV)- 

3"  sei   die  Zerlegung,   die   die  Teilpunkte  von  ß    und  3'  zu- 
sammen benutzt,  und  >S^(3")  ei^  zu  ihr  gehöriger  Ä-Ausdruck. 
Beim  Übergange  von  >S^(3)  zu  ä(3")  tritt  an  die  Stelle  von 

{Zr—  Zr-i)f{lr) 

eine  Summe 

{ZrX—  Zro)f{trl)  +   "   •  •   +   (ßrk  —  Zr,  k-l)f{^rk)- 

Dadurch  entsteht  die  Differenz 

iZrl-^ro)[mr)  "  fitr^]  +  '  '  '  ^  {^rk  -  ^.,  ,_l)  {  A^r)  " /"(U)  }  " 

Sie  ist  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 

'^  I  mr)  -  mrk)  \. 
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Der  größte  unter  den  Beträgen 

\mr)-m\  \far)-fx^ri)\,  ...,  \mr)-au)\ 

Bei  I  f(^,)  -  /•(^/)  |.     Dann  ist  (*)  kleiner  als 

und  erst  recht  kleiner  als 

wenn  wir  mit  Ir  die  Länge  des  Weges  2r  —  i2r  bezeichnen.   Für  die 
Differenz  zwischen  5(3)  und  5(3  ")  gilt  demnach  die  Ungleichung 

\.S{9,)-Si9,")\£2\atr)-f{tr')\lr. 

Nun  sei 

i  m^  -  fit')  I 

der  größte  unter  den  Werten 

Dann  gilt  erst  recht  die  Ungleichung 

(t)  \s(^)-s{^")\^i\m-m')\- 

l  =  Ulr  ist  die  Länge  des  Weges  AB,  und  ^,  t.'  liegen  beide 
auf  einem  der  Stücke,  in  die  AB  bei  der  Zerlegung  3  zerfällt. 

Aus  demselben  Grunde  wie  (f)  besteht  die  Ungleichung 
(tt)  \S{3')-S{y)\£l\f{Q-fit,')'. 

gj,  ^/liegen  auf  einem  der  Stücke,  in  die  AB  bei  3'  zerfällt. 

(f)  und  (ff)  führen  schließlich  zu  der  folgenden  Ungleichung: 

s{^)  -  s{^')  \<i{\f{o  -  m')  I  + 1  m)-nk')\]- 

Läßt  man  nun  5(3)  die  ausgezeichnete  5- Folge  S^,  S^,  5g, 
.  .  .  und  5(3')  die  ausgezeichnete  5- Folge  5/,  5,',  53',  .  .  . 
durchlaufen,  so  wird  wegen  der  Stetigkeit 

iim(/-(r)-/xr)l  =  o, 

lim{m,)-AO}  =  0, 
also 
(**)  lim(5„-5„')  =  0. 

Da  jede  Teilfolge  einer  ausgezeichneten  5- Folge  wieder  eine 
solche    ist,    so   darf   in    der    Formel  (**)  5/,  S^',  S^',  .  .  .  jede 

10* 
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Teilfolge  vou  *Sj,  S.2,  S.^,  .  .  .  bedeuten.  Nach  dem  Cauehy- 
schen  Kriterium  (vgl.  S.  145)  ist  also  S^,  S^,  S^,  .  .  .  eine 
konvergente  Folge.  Es  existiert  demnach  lim  S„  =  S.  Wenn 
wir  jetzt  wieder  unter  S^,  S^',  Äg',  .  .  .  eine  beliebige  aus- 
gezeichnete S- Folge  verstehen,  so  können  wir  aus 

V\mS„=  S     und     lim  {S„  -  /SV)  =  0 
schließen 

lim  SJ  =  S. 

Alle  ausgezeichneten  /S- Folgen  streben  also  demselben  Grenz- 
wert zu.     Dieser  ist  aber  gerade  das  Integral 


J 


f\z)äz. 


§  44.     Einige    Eigenschaften   des   Integrals    \  f(ß)ds. 

AB    sei    wie    bisher    ein    rektitizierbarer  Weg    und   /"(,?)  längs 
dieses  Weges  stetig.     Dann  existiert,    wie   wir   gesehen  haben, 

das  Integral    /  f{/)ds,  und  pjan  hat 

AB 

Jf(ß)dz  =  hm  S(^) 

=  lim  I  (z,  -  ^o)  f{Q  +  •  •  •  +  (^;,  -  ^r- 1)  mp)  j  • 
Der  Grenzübergang  besteht  darin,  daß  aS'(3)  eine  ausgezeichnete 
aS'- Folge,  also  ß  eine  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge  durchläuft. 

BÄ  ist,  wie  wir  wissen,  derselbe  Weg  wie  AB,  nur  um- 
gekehrt orientiert.  Beim  Durchlaufen  von  AB  geht  man  von 
A  aus  und  kommt  bei  B  an,  beim  Durchlaufen  von  BA 
geht  man  von  B  wieder  auf  demselben  Wege,  auf  dem  mau 
gekommen  ist,  nach  A  zurück. 

Nach  der  Definition  in  §  42  hat  man 


/' 


f{z)d0  =  lim  { (.-,_,  -  z,)f(Q  ^  .  .  .  +  (^„  -  ,^)f(Q  \ 


=  lim|-Ä(3)|' 
also  ^  ^ 

jf{z)dz^-jf{z)ä^ 
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Kehrt  mau  die  Orientierung  des  Integrationsweges 
um,  so  multipliziert  sich  das   Integral  mit  —  1. 

C  sei  ein  Punkt  auf  dem  Wege  AB  und  ^^,  ^2?  83 >  •  •  ■ 
eine  ausgezeichnete  Folge  von  Zerlegungen  dieses  Weges. 
Fügt  man  zu  jedem  3">  ^o  ^^'  nicht  unter  den  Teilpunkten 
vorkommt,  den  Teilpunkt  C  hinzu,  so  entsteht  wieder  eine 
ausgezeichnete  Zerlegungsfolge  3/;  Bi'i  Bs'i  •  •  ■ 

S{2i),  S{^J  ,  /SXBs'),  •  •  •  sei  eine  zu  ihr  gehörige  >S'-Folge. 
Jeder  Ausdruck  5(3»')  zei'legt  sich  in  zwei  Bestandteile,  von 
denen  der  eine  nach 


AC 

der  andere  nach 


konvergiert.     Da  nun 


ß 


f{z)dz, 

jmdz 

V 

\imSi^.J)=jf{z)dz 


ist,  so  hat  man 

Jmdz  =^Jf{z)dz  +Jf(/)dz. 

AB  AC  CB 

Liegt  der  Punkt  D  auf  dem  Wege  CB,  so  hat  man 


Jf{z)dz  =Jt\z)dz  +ffXz)dz, 

B  CD  DB 

Jf{z)dz  ^ff{z)dz  -hjf(z)dz  ^■Jf{z)dz. 


1  oö  CD  DB 

also 


AB  AC  CD  nß 

Zerlegt  man  AB  in  die  p  Stücke 
{zq  ist  der  Punkt  A,  Zp  der  Punkt  B),  so  gilt  die  Formel 


Jf{z)dz=^      Jf{z)dz. 


Das  Integral  längs  des  ganzen  Weges  AB  ist  gleich 
der  Summe  der  Integrale  längs   der  einzelnen  Stücke. 

Die  von  uns  betrachteten  Wege  setzen  sich  immer  (vgl. 
S.  133)  aus  einer  endlichen  Anzahl  einfacher  Wege  zusammen. 
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Jedes  Kurvenintegral  zerlegt  sich  also  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Kurvenintegralen  mit  einfachem  Integrationsweg. 
Aus  der  Definition  des  Kurvenintegrals  folgt 

Jct\z)dz  =  cjf{s)d3 

AB  AB 

(c    eine    Konstante),   ferner,  wenn  f{z)    und   g{z)    beide   längs 
AB  stetig  sind, 

J[f{z)  +  g{z)]dz  =^Jf{z)dz  +fg{z)dz. 

AB  AB  AB 

Aus  beiden  Bemerkungen  ergibt  sich  die  allgemeine  Formel 
j  [af{z)  +  hg{z)]dz  ==  a  j f{i)dz  +  hig{z)dz. 

AB  AB  AB 

Dabei  sind  a  und  h  Konstanten. 

§  45.  Abschätzungsformel.  j  f{^)  ,  sei  das  Maximum 
von  I  f{z)  j  läugs  des  Weges  AB.  Der  Weg  wird  als  rekti- 
fizierbar und  f{z^  als  stetig  längs  des  Weges  vorausgesetzt. 
I  f{z)  I  ist  dann  eine  reelle  stetige  Funktion  von  s,  der  Länge 
des  Weges  Az,  und  zwar  stetig  in  dem  ganzen  Intervall  <0,  V>, 
wobei  l  die  Länge  des  Weges  AB  bedeutet.  Eine  solche 
stetige  Funktion  nimmt  aber  an  einer  Stelle  ihren  größten 
Wert  an.  Es  gibt  also  auf  AB  eine  Stelle  ^,  so  daß  /"(?)!  von 
keinem  j  f{z)  \  längs  AB  übertrofi'en  wird. 

Bildet  man  nun  wie  in  §  42  den  Ausdruck 

so  ist 

S{.^)      ^\f{];)\E\Zr-Zr-.\£\m\l, 

mithin  auch  ,      ^ 

(*)  I  jf{^)d^  \^\m)\i' 

i  ^-B  I 

Man  kann  daher  schreiben 

(**)  Jmdz^^mi 

AB 

und  weiß  dann,  daß 
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ist. 

Das  Integral  ist  nach  (**)  gleich  der  Länge  des  Integrations- 
weges multipliziert  mit  dem  absolut  größten  Funktionswert, 
der  auf  dem  Wege  vorkommt,  und  außerdem  noch  multipliziert 
mit  einem  Faktor,  dessen  absoluter  Betrag  nicht  über  1 
hinausgeht. 

Meistens  ist  es  bequemer,  mit  der  Abschätzungsformel 
(*)  zu  operieren.  Sie  sagt  uns,  daß  der  absolute  Betrag 
des  Integrals  nicht  größer  ist  als  der  absolut  größte 
Wert  des  Integranden,  multipliziert  mit  der  Länge 
des  Integrationsweges. 

Wir  woUen  jetzt  einen  Weg  AB  von  der  in  §  39  an- 
gegebenen Art  betrachten,  also  einen  gewöhnlichen  Weg  (vgl. 
§  39  Schluß.)     Er  wird  dargestellt  durch  i) 

3  =  q>{t)  -{-  iil;{t),  {a<t^b) 

und  (p  (t),  ijj  (t)  haben  in  <a,  &>  stetige  Ableitungen,  die  nirgends 
gleichzeitig  verschwinden.  Ein  solcher  Weg  ist,  wie  wir  in 
§  39  zeigten,  in  eine  endliche  Anzahl  einfacher  Wege  zerlegbar. 
Er  ist  außerdem  rektifizierbar.  Seine  Länge  l  wird  dargestellt 
durch  das  Integral 

6 
a 

und  die  Länge  s  des  Wegstückes  Äz  durch  das  Integral 

t 

a 

Die  Koordinaten  a;,  y  des  Punktes  z  sind  Funktionen  von  s, 

die  in  dem  Intervall  <0,  />  stetige  Ableitungen  haben.    Es  ist 

nämlich 

dx       dx ^  ds ?''(*) 

ds~  dt'  dt  ~  y^'S(e)-(-^'»(<) 
dy        dy    ds  '^' {t) 


ds        dt  '  dt 


l/qp'«(t)-l-tf,'«(<) 


1)  Oder  er  setzt  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  solcher  Stücke  zu- 
sammen     Wir  betrachten  eins  von  diesen  Stücken. 
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-j-,    ^   sind    also    stetige   Funktionen    von  t  und,    da  t  selbst 

eine   stetige    Funktion    von   s   ist,    stetige    Funktionen    von  ,s. 

Demnach  ist  auch 

äz        dx    ,     . dy 
(Is        ds  ds 

eine  stetige  Funktion  von  s. 
Setzen  wir 

so  ist  dies  ebenfalls  eine  stetige  Funktion  von  6\ 
Nun  wissen  wir  aus  §  42,  daß  die  rxleichung 

i  < 

Jf{z)dz^ju{s)dx{s)-jv{s)dy{s) 

AH  0  0 

l  l 

i  I  u (s)dy{s)  +  i  I V (s) dx (s) 


i 
+  i 

0 

gilt.^)     Anderseits  ist  uns  aus  §  22  bekannt,  daß  z.  B. 


I  u  (s)  dx (s)  =    I  u  (s)  x'  (s)  ds 


0  0 

ist.     Ahnliches  gilt  für  die  drei  andern   Integrale. 

Daher  können  wir  schreiben 

i 

Jf(z)dz  =J{  u  (s)  x'  (s)  -  V  (s)  y'  (s) 

-f  iu(s)y'(s)  4-  iv{s)x'{s)\ds 


AB 

oder 


jf{z)dz  =j[u{s)  +  iv{s)\  \x\s)  +  iy\s)\ds 


AB  0 

oder  endlich 


i***)  Jf{z)dz=^Jm%.ds. 

AB  0 

Ebenso  gilt  auch  die  Formel 

ff{z)dz=Jf{z)^dt. 

-  •■■■     -'  ■  -  AB  a 

1)  Wegen  der  Bedeutung  dieser  Integrale  vgl.  S.  74. 
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Hier  können  wir  nun  unsere  Mittelwertsätze  aus  §  21  an- 
wenden. Wir  bleiben  bei  P^ormel  (***].  Nach  dem  einen 
(^dem  Darbouxschen)  ist 


fmpjs-^lmpjj- 


9-    <1) 


0 

{/■(^),  j    ist    ein  Wert,    den   fi^^/   in    dem  Intervall    <0,  /> 
annimmt. 

Da  (igi  =  (lyä  _|_  dy^     und     dz  =  dx  -\-  idy 

ist,  so  hat  man 


i  dz 
fdz\ 


=  1. 


Wenn  wir  also  K  )  mit  dem  Faktor  %■  vereinigen,  genügt 
dieser  nach  wie  vor  der  Ungleichung  -&•  j  <  1.  Wir  können 
daher  schreiben 


ß 


AB 

Das  ist  die  Formel  (**),  die  wir  oben  unter  allgemeineren 
Voraussetzungen  bewiesen  haben. 

Wenden  wir  auf  das  Integral  (***)  den  Weierstraßschen 
Mittelwertsatz  an  (vgl.  S.  74),  so  finden  wir 

0 

A^  und  X.,  sind  zwei  Zahlen  aus  dem  Intervall  <0,  1>  mit  der 
Summe  1  und 


{/ws}'  kw^:L 


zwei  Werte,  die  [f^s)^\  in  dem  Intervall  <0,  />  annimmt. 

J„  \         '  (ls\ 

Da  -/  den  absoluten  Betrag  1  hat,  können  wir  setzen 
ds  ° 

dz 

ds         ^     ' 

und  (p  ist   der  Winkel,   den   die  Tangente  des  Weges  AB  im 
Punkte  z  mit  der  positiven  a^-Achse  bildet.M     Diese  Tangente 

1)  Der  positive  Drehungssinn  ist  in  Fi.'.  .56  durch  einen  gebogenen  Pfeil 
angedeutet. 
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muß    man    so    orientieren,    daß    der    Punkt   s,    wenn   er   seine 
Wanderung   auf  AB  fortsetzt,   im   ersten   Augenblick   in   der 
positiven  Tangentenrichtung  fortschreitet  (vgl.  Fig.  56). 
Die  gefundene  Formel  läßt  sich  jetzt  auch  so  schreiben: 


JfK^y 


AB 

*'^        •^i  >  -^2  ^i^*^  7.y^<^\  Punkte  auf  dem  Integrations- 
'^'     ■  weg   AB  und    qp,,  (p^   die  Winkel,    die    die 

dortigen  Wegtangenten    mit    der  positiven  a;  Achse  bilden. 

Wenn  man  will,  kann  man  der  Gleichung  (ff)  auch  folgende 
Gestalt  geben: 

{f{z)dz  =  {e'V'/'(^i)cosU  +  e'y^/'(^2)sin2A)/. 

AB 

X  läßt  sich  nämlich  in  dem  Intervall  <0,  -„>   stets   so  wählen, 

daß 

.  X,  =  cos"A,     ^2=  sin^Z 

isl» 

Wenn  der  Integrationsweg  eine  gerade   Strecke   ist,   also  qp 

längs  AB  konstant  ist,  geht  Formel  (ff)  über  in: 

f{z)dz=\f{s^  0.0^^1  +  /•(^.Osin^AJZe'V. 

AB 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  man  aus  (ff)  die  Formel  (**) 
findet,  wenn  man  die  Ungleichung 

benutzt,  wobei  |  /"(^)  |  das  Maximum  von  i  f{ß)     ist. 

§  46.  Integral  einer  Ableitung.  AB  sei  ein  rektifizier- 
barer Weg  und  f{z)  längs  AB  stetig.  Wir  müssen  über  AB 
noch  folgende  Voraussetzung  machen: 

^i>  "^2;  '^3>  •  •  •  sei  eine  Punktfolge  auf  AB,  die  nach  z^  kon- 
vergiert, aber  nicht  den  Punkt  z^  selbst  enthält.^)  Bezeichnet 
man  die  Länge  des  Weges  z^Zn  mit  l„,   so  bleibt 

1)  Hier  muß  man  die  Schlußbemerkung  in  §  40  beachten. 


// 
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bei  dem  Grenzübergang  unterhalb  einer  endlichen  Grenze. 
\  Zq  —  2n\  ist  die  Länge  des  geraden  Weges  von  Sq  nach  z„. 

Die  angegebene  Eigenschaft  ist  z.  B.  vorhanden  bei  den 
in  §  39  betrachteten  „gewöhnlichen"  Wegen.) 

Wir  wollen  f'{z)  auf  dem  Wege  AB  integrieren,  aber  nur 
von  A  bis  s.    Dann  ergibt  sich 


ff 


f  {z)  dz. 

Ai 

Dieses  Integral  ist  eine  Funktion  von  z  längs  des  Weges  AB. 
Damit  sie  auch  an  der  Stelle  A  einen  Wert  hat,  setzen  wir 
fest,  daß  sie  dort  gleich  Null  ist.  Wir  bezeichnen  diese 
Funktion  mit  F^z). 

^1)  ^2)  ^s>  •  •  •  s®i  ®i^®  Punktfolge  auf  AB,  die  nach  Zq  kon- 
vergiert.    Alle  Zn  seien  aber  von  z^  verschieden. 

Nach  §  44  ist  dann 

F{z„)  =  F{z,)-\-ß\z)dz. 


Statt  I  f(z)  dz  können  wir  schreiben 


tffiz). 

fnh)dz+f{f{z)-f{z,)\dz, 

f{z,)Jdz-^f{f{z)-f{z:)]dz. 

I  dz  =  z„  —  z^. 

F(z„)  -  F(z,)  =  {z„  -  z,)f\z,)  +f{f{z)  -  f{z,)}dz. 


oder 

Nun  ist  aber 
Also  wird 


Nach  der  Abschätzungsformel  in  §  45  haben  wir 


«0»" 
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Avobei  l„  die  Länge  des  Weges  z\^2:„  bedeutet  und  2;,,  ein  Punkt 
auf  diesem  Wege  ist. 

Hiernach  gilt  eine  Gleichung  von  folgender  Form : 

Läßt  man  n  unbegrenzt  zunehmen,  so  bleibt  nach  der  über 
den  Weg  AB  gemachten  Voraussetzung  /„  :  Zq  —  z,,  \  unter- 
halb    einer     endlichen    Grenze.      Wegen    der    Stetigkeit    von 

A.)  ist  aber  Um|AW-A^-„)l  =  0. 

Also  folgt 

F{z^)-L\z,) 
lim ^^-„ =  /  (^-q)- 

~n        ~0 

Dieses  Resultat  drücken  wir  so  aus: 

F{z)=jf{z)dz  hat  auf  dem  Wege  ^5  überall  die  Ab- 

leitung  f{s). 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welchen  Funktionen  die  eben 
angegebene  Eigenschaft  sonst  noch  zukommt. 

Hat  F^{z'  ebenfalls   auf  AB  überall  die  Ableitung  f{z),   so 

G{z^  ^  F,{z)  -  F  z) 

auf  AB  überall  die  Ableitung  Null.  Es  ist  also,  wenn  z^, 
^2,  ^z  •  ■  ■  und  Zq  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin: 

lim  -i^^       "'  =  0. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Wegstücke  Az,,  und  Az^  mit 
Sq  bzw.  s„,  so  ist  ^      ^ 


seinem  absoluten  Betrage   nach    nicht  größer    als   1.      Infolge- 
dessen ist  auch 

s„  —  s,  z_  —  z^  s_—s^\ 
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Betrachten  wir  also  G{2:)  als  eiue  Funktion  von  s,  der  Länge 
des  Wegstückes  Az,  so  hat  diese  Funktion  in  dem  Intervall 
<ü,  Z>  überall  die  Ableitung  Null.  Daraus  folgt  aber,  daß 
G(/)  eine  Konstante  ist. 

Jede  Funktion,  die  auf  dem  Wege  AB  überall  die 
Ableitung  f{s)   hat,    läßt    sich    in    der   Form  darstellen 


vjty)dz, 


Az 

wobei    r    eine    Konstante    bedeutet.       Umgekehrt    hat 
eine    Funktion,   die  sich  von    1  f(s)dz   nur    um  eine  ad- 

Az 

ditive    Konstante    unterscheidet,    auf    dem    Wege    AB 
überall  die  Ableitung  f^z). 

Wenn  wir  nun  eine  Funktion  ^{2)  kennen,  die  auf  dem 
Wege  AB  überall  die  Ableitung  f\z)  hat,  so  können  wir  den 
Wert  des  Integrals 


f 


mdz 

AB 

angeben.     Wir  wissen  nämlich  aus  dem  obigen  Satze,  daß 


^{z)  =  c  +  \  f{z)dz 


ist.     Hieraus  folgt,  wenn  wir  z  einmal  mit  A  und  ein  anderes 
Mal  mit  B  zusammenfallen  lassen, 

^{A)  =  c, 
0{B)=^r+Jfi.i)dz, 

™^'^'"  ffiz)dz^0iR)-0iA)  =  (0)t. 

AB 

Statt  0(B)  —  0(Ä)  schreiben  wir  kurz 

Wir  wollen  noch  einiges  über  die  neue  Bedingung  sagen,  die 
wir  dem  Integrationsweg  auferlegt  haben.  Vor  allem  soll  gezeigt 
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werden,  daß  es  rektifizierbare  Wege  gibt,  die  diese  Bedingung 
nicht  erfüllen.  Dazu  benutzen  wir  ein  Beispiel.  Wir  be- 
trachten auf  der  a?- Achse  das  Intervall  <0,  1>      Über 

\2n'     2"  — 1/ 

als  Basis  errichten  wir  (nach  der  positiven  y- Richtung  hin) 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  mit  dem  Umfang 

w-f  1 

2""  ' 

Das    machen    wir    für    «  =  1,  2,  3,  •  .  .     Die  Schenk  el    dieser 

Dreiecke   bilden   eine   Kurve   ij  =  }i{x),   zu   der   wir   auch  den 

Punkt  X  =  y  =  0  hinzurechnen.     Diese  Kurve  (vgl.  Fig  57)  ist 

rektifizierbar.     Sie  hat  die  Länge 


^ 


Fig.  57. 

=  (l  +  |-.+i+-)  +  0  +  l  +  f.+-)-2- 

An  der  Stelle  a:  =  y  =  0  ist  aber  die  fragliche  Bedingung  nicht 

erfüllt.     Der  über  <^0,  - — -\    stehende   Bogen    der    Kurve    ist 

\    '   2" — 1/ 

nämlich  gleich 

n  _i   **  +  1    I 
2»        2«+i  +  ■  ■  ■' 
also  größer  als 

**\2«  "^  2«-fl  ''   ■■■/         2«-i" 

Der  Quotient  „Bogen   durch  Sehne"  ist  also  größer  als  w.     Er 
wächst  bei  zunehmendem  n  über  alle  Grenzen. 

Wir  werden  fortan  nur  solche  Integrationswege 
benutzen,  die  außer  den  früher  gestellten  Forde- 
rungen auch  der  neuen  genügen,  die  in  diesem  Para- 
graphen hinzugetreten  ist. 

Am  einfachsten  ist  es,  nur  Wege  von  der  in  §  39  betrach- 
teten Art,  also  gewöhnliche  Wege  zuzulassen. 
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§  47.    Integration   von   Fotenzreihen.     Wir  betrachten 
eine  Potenzreihe 
(*)  aQ-\-a^z  +  a^s'-+  ■  ■  ■, 

deren  Konvergenzradius  nicht  gleich  Null  ist.  Sie  stellt  im 
Innern  des  Konvergenzkreises  eine  Funktion  f(2)  dar,  die 
dort  überall  eine  Ableitung  f{s)  besitzt.  Diese  Ableitung  ist, 
wie  wir  in  §  34  sahen,  gleich 

ai  +  2a2S  +  3a3„-2  -|-  . . . 

Man  erhält  sie  also  durch  gliedweise  ausgeführte  Differentiation. 
Wegen  der  Existenz  der  Ableitung  ist  f(ß)  im  Innern  des 
Konvergenzkreises  überall  stetig  Wenn  also  AB  ein  Weg^) 
ist,  der  ganz  im  Innern  des  Konvergenzkreises  liegt,  so 
existiert  das  Integral 

ff{z)dz. 

AB 

Nun  wissen  wir  (vgl.  S.  106),    daß   die   Reihe  (*)  denselben 
Konverffenzradius  hat  wie  die  Reihe 


(**)  «o^  +  ^  +  ^+--- 

Diese  Reihe  stellt  im  Innern  des  Konvergenzkreises  eine 
Funktion  F{z)  dar,  deren  Ableitung  gleich  (*),  d.  h.  gleich 
fXz),  ist. 

Daher  ist  nach  §  46 

(**)       /(«O  +  «x^  +  «2  ^H  •■•)  rf^  =    («0^'  +   '^'  +"¥-+■•■ )! 


Insbesondere  hat  man 


ß 


zHlz  =  - — jTj-Y '  (^^■  =  ^'  ^'  2'  •    •> 


und   hier    sind    A  und    B   zwei    beliebige    eigentliche  Punkte, 
denn    ^*  ist    eine    Potenzreihe    mit    unendlichem    Konvergenz- 


1)  Vgl.  den  Schluß  von  §  46. 


IHO 
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radius.  Wir  sehen  aus  (**),  daß  man  eine  Potenzreihe  inte- 
griert, indem  man  gliedweise  integriert. 

Das  Bemerkenswerteste  an  dem  Kesultat  (**)  ist  aber 
folgendes.  Wir  sehen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (**) 
nur  den  Anfangspunkt  und  den  Endpunkt  des  Integrations- 
weges.    Sonst  ist  der  Integrationsvveg  ohne  jeden  Einfluß. 

Wenn  man  eine  Potenzreihe  längs  eines  Weges 
integriert,  der  ganz  im  Innern  ihres  Konvergenz- 
kreises liegt,  so  hängt  das  Integral  nur  vom  Anfangs- 
punkt und  Endpunkt  des  Integrationsweges  ab.  Zwei 
Wege,  die  im  Innern  des  Konvergenzkreises  von  demselben 
Anfangspunkt  zu  demselben  Endpunkt  führen,  liefern  dasselbe 
Integral.  Man  nennt  diese  Eigenschaft  des  Integrals  die  Un- 
abhängigkeit vom  Integrationswege. 


§  48.  Integration  einer  Potenzreihe  in  ijz.  Wir  be- 
trachten eine  nach  negativen  Potenzen  von  z  fortschreitende 
Reihe,  also  eine  Reihe  von  der  Form: 


(*) 


T  +  ?  +  ■ 

z         z 


Wenn  die  Potenzreihe 

(**)  \w-\-  Ktv''  +  ■  ■  ■ 

den   Konvergenzradius   q   hat,    so    konvergiert   die   Reihe   (*), 
und  zwar  absolut,  für 

11  <^>  ^'^-    '\>7 


sie  divergiert  dagegen  für 


Q,    d.  h. 


^   < 


Das  Konvergenzgebiet  der  Reihe  (*)  ist  also  das  Äußere  des 
Kreises  \  z  \  =  -.  Gehen  wir  von  der  Zahlenebene  auf  die 
Zahlenkugel,  so  ist  es  das  Innere  einer  Kugelhaube  §  mit 
dem  Mittelpunkt  s  =  oo.  Den  Punkt  z  =  <X)  können  wir  mit 
zu  dem  Konvergenzgebiet  der  Reihe  (*)  rechnen.  Die  Summe 
der  Reihe  (*)  konvergiert  bei  unendlich  zunehmendem  j  z    nach 
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0,   weil   die  Summe  von  (**)  für  lim  w  =  0  dem  Grenzwert  0 

zustrebt.')     Setzen  wir  also  für  ^'  =  00 

so  stellt  (*)  im  ganzen  Innern  der  Kiigelhaube  $>  eine  stetige 
Funktion  dar. 

Wir  müssen  noch  etwas  über  die  Grenzfälle  q  =  0  und 
Q  =  oc  sagen.  Im  Falle  q  =  0  ist  (*)  nur  für  z  =  r>o  kon- 
vergent. Die  Kugelhaube  §  reduziert  sich  auf  ihren  Mittel- 
punkt. Im  Falle  q  =  00  ist  (*)  überall  konvergent,  außer 
natürlich  für  ^  =  0.  Die  Kugelhaube  §  hat  sich  hier  so  ver- 
größert, daß  sie  die  ganze  Kugel  bedeckt  bis  zu  z  =  0. 

Wir  schließen  den  Fall  o  =  0  aus.  Dann  konvergiert  also 
(*)  außerhalb  des  Kreises  i  .i  j  =  —  und  divergiert  im  Innern 
dieses  Kreises.")  q  kann  auch  unendlich  sein.  Dann  müssen 
wir  -   =  0  setzen.     (*)  stellt  für  \  2     >   ~   eine  Funktion  f(2) 

Q  Q 

dar.  Diese  Funktion  hat  eine  Ableitung.  Wir  können  das 
aus  §  38  schließen.  Setzen  wir  z  =  1  :  u;  so  wird  /"(.?)  =  (p {((•), 
wobei  q){u-)  die  Summe  der  Reihe  (**)  bedeutet.  Es  ist  demnach 

f{z)  eine  Funktion  von   ir,  nämlich  (p{w), 

1 

^"  }}  J>  V  ■•}  ^1  ~^' 

(p{iv)  hat  die  Ableitung 

fp'{^iv)  =  &i  +  2&2^r  +  U-^iv^  +  •  •  • 
und  IV  die  Ableitung  (vgl.  S.  90) 

?t''  = ,, 

Also  hat  nach  §  38  ({z)  die  Ableitung 

f\z)  =  -{b,  +  2b,tv  4-  db.ir  +  .  .  •)  l 
6,  2  b,         3  6, 


1)  Eine  Potenzreihe  ist  im  Inuern  ihres  Konvergenzkreises  stetig,  weil 
sie  dort  eine  Ableitung  hat. 

2)  "Wir  bleiben  jetzt  in  der  Zahlenebene. 

Kowalewski,  die  koiuplexeu  Veränderlichen.  11 


162  Integration  einer  Px)tenzreilie  in  l/z. 

Man  findet  die  Ableitung  der  Reihe  (*),  indem  man  gliedweise 
differenziert.     Die  Reihe 

(f)  _  ^-  _  ^  _  l?!i  _  .  .  . 

konvergiert  wie  (*)  für  1  ^  1  >  -  absolut  und  divergiert  für 
I  0  I  <  ;  denn  die  Reihen  q){w)  und  —  w^qj' {w)  haben  beide 
den  Konvergenzradius  q. 

Man  könnte  l/p  den  Divergenzradius  und  den  Kreis 
I  ^  I  =  —  den  Divergenzkreis  der  Reihe  (*)  nennen.  Sie  ist 
dann  innerhalb  des  Divergenzkreises  divergent,  außerhalb  des 
Divergenzkreises  konvergent.  Die  Reihen  (*)  und  (f)  haben 
denselben  Divergenzradius. 

In  der  Reihe  (f)  fehlt  das  Glied  mit  z~'^.  Man  sieht  hieraus, 
daß  nicht  jede  Reihe  (*i  die  Ableitung  einer  Reihe  derselben 
Art  ist.     Wohl  aber  ist  die  Reihe 

p^   +  JF  +   TT  +   •   •   • 

außerhalb  ihres  Divergenzkreises ^)  die  Ableitung  von 

_K   _    K ^  _ 

z  2  z*         3  2» 

Integrieren  wir  also  längs  eines  Weges  AB,  der  ganz  außer- 
halb des  Divergenzkreises,  d.  h.  ganz  innerhalb  des  Konvergenz- 
gebietes liegt,  so  ergibt  sich  nach  §  46 


AB 


Das  Integral  ist  unabhängig  vom  Wege.     Es  hängt  nur 
vom  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des  Weges  ab. 

Für   das    Integral    der    Funktion   f(z),    der  Summe    von  (*), 
gilt  letzt  folgende  Gleichung: 

^x'-^/f-ft  +  ii-- +■■):• 

AB  AB 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  das  Integral  /     ~   zu  be- 
rechnen. ^^ 


1)  Von  s  =  oo  sehen  wir  ab. 
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§  49.  Integration  von  l  :  r.  Wir  denken  uns  die  ^-Ebene 
so  aufgeschnitten,  wie  Fig.  58  es  andeutet.  In  der  auf- 
geschnitteneu Ebene  gibt  es  dann,  wie  wir  ,-- 
wissen,  eine  und  nur  eine  stetige  Funktion, 
die  überall  ein  Logarithmus  von  ^  und  an 
einer  bestimmten  Stelle  Sq  ein  vor- 
geschriebener Loo-arithmus  von  ,s  ist.  Diese 
Funktion  nennen  wir  (wie  in  §  36)  log*  z. 
Sie  hat  in  der  aufgeschnitteneu  Ebene 
überall  die  Ableitung  1/z.  Liegt  nun  der  Weg  AB  ganz  in 
der  aufgeschnittenen   Ebene,  so  ist 

(*,  /"/»(log*.)^. 

AB 

Das  Integral  ist  unabhängig  vom  Wege.  Aber  der  Weg  ist 
noch  der  Bedingung  unterworfen,  daß  er  in  der  aufgeschnittenen 
Ebene  verlaufen  muß. 

Längs  AB  ist  die  Funktion  log*  g  eindeutig  bestimmt  durch 
folgende  Eigenschaften:  Sie  ist  längs  AB  stetig,  übera  11 
ein  Logarithmus  von  z  und  an  der  Stelle  A  ein  vor- 
geschriebener Logarithmus  log*  J.  von  A.  Man  kann 
nämlich  (vgl.  S.  117)  zeigen,  daß  eine  solche  Funktion  auf 
dem  Wege  AB  überall  die  Ableitung  1  :  r  hat.  Infolgedessen 
unterscheidet  sie  sich  von  log*  z  nur  um  eine  additive 
Konstante  (vgl.  S  157).  Diese  Konstante  ist  aber  gleich 
Null,  weil  beide  Funktionen  au  der  Stelle  .-1  denselben  Wert 
haben. 

Jetzt  sei  AB  ein  beliebiger  Weg'),  der  nicht  durch  s  =  0 
hindurchgeht.  Läugs  dieses  Weges  ist  z  \  stetig.  Wir  können 
z  als  eine  stetige  Funktion  von  s,  der  Länge  des  Wegstückes 
Az,  ansehen.  Diese  Funktion  nimmt  an  einer  bestimmten 
Stelle  ihren  kleinsten  Wert  ,  ^  an,  und  ^  ist  nicht  gleich  Null, 
weil  der  Weg  nicht  durch  z  =  0  hindui-chgeht.  Der  Weg  AB 
läßt  sich  nun  derart  in  ^9  Stücke  zerlegen,  daß  je  zwei  Punkte 
eines  Stückes   um    wenigrer   als     1'     voneinander   entfernt  sind. 


1)  Man  erinnere  sich  an  den  Schluß   von  §  40. 

11^ 


IQt^  Integration  von  1:«. 


V       -0 


X  und  //,  die  Koordinaten  von  s,  sind  nämlich  stetige  Funk- 
tionen von  s  in  dem  Intervall  <0,  />.  Man  kann  dieses  Inter- 
vall daher  so  zerlegen,  daß  in  jedem  Teilintervall  die  Schwankung 
von  X  und  von  //  kleiner  als  -  t  ^  ist.  Dadurch  ist  aber  eine 
Zerlegung  von  AB  gewonnen,  die  die  gewünschte  Beschaiffen- 
heit  besitzt.  Sind  z  und  .?'  zwei  Punkte  desselben  Stückes,  so 
hat  man  in  der  Tat 

z  -  z'    ^    x  —  a^    +    jl  -  li  \  <    <  . 

Wir  wollen  die  Stücke,  in  die  wir  AB  zerlegt 

haben,  mit  ZqZ^,  z^s^,  .  .  .  z^—iZp  bezeichnen.    Be- 

^         Y    schreiben  wir  um  Zr  (r  =  0,  1,  .  .  .,  p  —  1)  einen 

7^    Kreis  mit  dem  Radius    i:  ,  so  liegt  das  Wegstück 

-i    ^*       ZrZr+i  im  Innern  dieses  Kreises,  der  Punkt  z  =  0 

^'"-  ^^-         aber  nicht.     Schneiden  wir  die  Ebene  von  ^  ==  0 

aus  längs  einer  Halbgeraden  auf,  die  senkrecht  auf  z^z,-  steht, 

so   liegt  das  Wegstück  ZrZ,-+i   in   der  aufgeschnittenen  Ebene. 

Wir  haben  also  den  Fall  der  Fig.  59. 

Es  gibt  einen  und  nur  einen  längs  z^z^  stetigen  Logarithmus, 
der  bei  z^  einen  vorgeschriebenen  Wert  L,,  hat.  Er  sei  an  der 
Stelle  z^  gleich  L^.  Dann  gibt  es  weiter  einen  und  nur  einen 
längs  ZiZo  stetigen  Logarithmus,  der  bei  ^^  gleich  L^  ist.  Er  sei 
an  der  Stelle  .".,  gleich  L.^.  Dann  gibt  es  einen  und  nur  einen 
längs  z^^s  stetigen  Logarithmus,  der  bei  z^  gleich  Lo  ist,  usw. 
Man  ersieht  hieraus,  daß  es  einen  und  nur  einen  längs 
des  Weges  AB  stetigen  Logarithmus  gibt,  der  bei  A 
gleich  Lq  ist.  Dabei  ist  L^,  ein  beliebig  gewählter  Lo- 
garithmus von  Zq.  Wir  wollen  diese,  längs  AB  definierte 
Funktion  mit  hogz  bezeichnen.  Ihr  reeller  Teil  ist,  wie  wir 
wissen,  gleich  log  r,  wobei  r  den  Radiusvektor  von  z  bezeichnet 
(r  =  z  ,).  Ihr  imaginärer  Teil  ist  icp,  und  g?  ist  eine  Amplitude 
von  z.  Da  logr  längs  AB  stetig  ist,  so  kann  man  den  obigen 
Sats  auch  so  aussprechen: 

Es  gibt  eine  und  nur  eine  längs  AB  stetige 
Amplitude  O,  die  an  der  Stelle  A  gleich  9?^  ist. 
qPo  bedeutet  dabei  irgendeine  der  unendlich  vielen  Am- 
plituden von  A. 


Integration  von  l:z.  \Qq 


Nach  §  44  ist 


und  niich  (*) 


Also  bat  mau 

(t)  ß^  =  (Log.)^  =  (log>-)$  +  iWl- 

AB 

Welche  längs  AB  stetige  Amplitude   man  nimmt,    ist   gleich- 
gültig.   Wenn   0^  eine  andere  derartige  Amplitude  ist,  muß 

%-  ^ 

eine  ganze  Zahl  und  anderseits  längs  AB  stetig,   mithin   eine 
ganzzahlige  Konstante  sein.     Daher  ist 

Aus  Formel  ( j)  ersehen  wir,  daß  der  reelle  Teil  des  Integrals 
vom  Wege  unabhängig  ist.    Dagegen  hängt  der  imaginäre 

AB 

Teil  bis  zu  einem  gewissen  Grade  vom  Wege  ab.  W^enn  wir 
nämlich  von  J.  nach  B  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gehen  ^) 
und  die  stetigen  Amplituden,  die  wir  benutzen,  in  A  denselben 
Wert  haben,  so  ist  es  nicht  gesagt,  daß  wir  in  B  mit  gleichen 
Amplituden  ankommen.  Jedenfalls  aber  werden  sich  diese  Ampli- 
tuden nur  um  ein  Vielfaches  von  2%  unterscheiden,  die  beiden 
Integrale  also  um  ein  Vielfaches  von  2ni. 
In  Fig.  60  hat  man  z.  B. 

A*        

D 
+  2ni. 


ß 


fdz  _   fd^ 

ADB  AGB 


Integriert  man  nämlich  längs  AD  BGA,  so  kehrt  logr  zu 
seinem  Anfangswert  zurück,  während  $  um  2;r  zunimmt,  wie 
man  aus  der  Fignr  sieht.     Also  wird 

1)  Die  Wege  dürfen  den  Punkt  r  =  0  nicht  enthalten,   damit   1/2  auf 
ihnen  stetig  ist. 
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Intesrration  von  1 :  z. 


=  2ni, 


d.  h. 


oder,  da 


ist, 


/ 

^hCA 
DB  BCA 

DA  ADS 

J    z       J    z 


ADB  ACE 

Das    Integral    {^)    wäre    nur,    wenn  man   additive   Vielfache 
von  2ni  nicht  beachtete,  vom  Integrationsweg  unabhängig. 
Integriert  man  die  in  §  4'S  betrachtete  Potenzreihe 

b  +  ^^  ^.  '^^  + . . . 

längs  eines  Weges  AB,  der  außerhalb   ihres  Divergenzkreises 
Ä  liegt,  so  ergibt  sich 

".(w^«-(HÄ +■■■):• 

Ändert    man   den    Integrationsweg    ab,    so    tritt  ein  Vielfaches 
von  2&j:7ri  hinzu. 

Ist    z.  B.  AB  der   Kreis    ACDEA    in  Fig.  61,  so  hat  man 

ACDEA 

^  Hieraus  geht  hervor,  daß 


/( 

ACD 


■)dz 


§  50.    lutegralausdrücke  für  die  Eoeffizieuten  einer 

Foteuzreihe.  a^  +  a^  s  +  ag  ,e^  4-  •  ■  •  sei  eine  Potenzreihe, 
deren  Konvergenzradius  B  nicht  gleich  Null  ist.  Sie  stellt  im 
Innern  des  Konvergenzkreises  eine  Funktion  f{s)  dar.    W^ir  wollen 


Integralausdrücke  für  die  Koeffizienten.  ]67 


m 


1  =  -i,  +  ^  +  •  ■  •  +  ^'  +  («„  +  x  +  «"  +  2.:  +  •  •  • ) 


läugs  des  in  Fig.  62  gezeichneten  Kreises  ÄBCA  integrieren. 
Wie  man  sieht,  wird  der  Kreis  so  durchlaufen,  daß  die 
Amplitude  von  s  zunimmt.^) 

Es  ergibt  sich  bei  dieser  Integration  /  ß^ 

Denn  die  Integrale 

/  (■::^i  +  •  •  •  +  -^-)  äz,      I  (a„  +  i  +  a„+2Z  +  •  •  •) 

sind  gleich  Null. 

Für  die  Koeffizienten   der  Potenzreihe   gelten   also   folgende 
Integralausdrücke : 

a.=  ^.     ß'^t^-  (n  =  0,  1,  2,  .., 

"         2  7CI   J     ^«  +  1 

Man  kann   den  Radius   q   des  Kreises  ABC  beliebig  wählen. 
Nur  muß  er  kleiner  als  B  sein. 
Ist     §    <  9,  so  kann  man 

in  Form  eines  einzigen  Integrals  schreiben.  Die  7>-te  Partial- 
summe  der  unendlichen  Reihe 


Cm  dz    Cj^mdz 

Nun    sei    M    das    Maximum    von      f{z)       auf     dem     Kreise 

z\^  Q.     Dann  ist 


lautet  nämlich 
oder 


1)  Der  positive  Drehungssinn,  den  man  zur  Messung  der  Amplituden 
braucht,  ist  in  Fig.  62  durch  den  gebogenen  Pfeil  angedeutet. 


168        Koeffizienten  einer  beständig  konvergenten  Potenzreihe. 

!fp!  =  ('T'  '^"^"'^  ^^^^  '-^  ^''  "'^  -9-q\ 

also 

Die  Länge   des  Integrationsweges   ist   'In^i.     Also   können  wir 
schreiben 


und  Avissen   dabei,   daß    -^-^    <  1  ist.     Die  7)-te   Partialsumme 
der  lieibe  (*)  lautet  jetzt 


/ 


f{z)dz  _^   '^^Mq»^ 


&■ 


s—h  Q—Q 

Sie  konvergiert  bei  unendlich  zunehmendem  ^;  nach 


/' 


f(z)dz 

Das  ist  also  die  Summe  der  Reihe  (*).  Für  /'(§)  gilt  demnach 
die  Formel 

(t)  ra^-^jT^-    '''-^-   ^*i<^) 

P'ür  das  Integral  rechts  kommen  nur  die  Werte  in  Betracht, 
die  f[s)  auf  dem  Kreise  \  3  =  q  annimmt.  Durch  diese 
Randwerte  sind,  wie  Formel  (f )  zeigt,  alle  Werte  von  f(z)  im 
Innern  des  Kreises  bestimmt. 


§  51.  Die  Koeffizienten  einer  beständig  konvergenten 
Fotenzreihe.  Wenn  die  Reihe  a^,+ a^z -\- a^s- +  ■  ■  ■  einen 
unendlichen  Konvergenzradius  hat,  so  nennt  man  sie  beständig 
konvergent.  Bei  einer  solchen  Reihe  kann  man  den  in  §  50 
mit  Q  bezeichneten  Radius  beliebig  groß  wählen.  Es  gelten 
also  die  Gleichungen 


_i_  rf(z)dz 


a    =  —     I    '^ll^Z--  (n  =  0,   1,  2  .  .  .) 

wenn  man  längs   irgendeines  um  0  =  0  beschriebenen  Kreises 
im   positiven   Sinne,    d.  h.    im    Sinne   wachsender   Amplituden, 


Koeffizienten  einer  beständig  konvergenten  Potenzreihe.        \QQ 

integriert.  31{r)  sei  das  Maximum  vou  f(z)  auf  dem  Inte- 
grationskreise, dessen  Radius  wir  mit  r  bezeichnen.  Dann 
hat  mau 

I  A'L  I  <  E^. 

Da  die  Lauge  des  Integrationsweges  gleich  27cr  ist,  so  gilt 
nach  v^  45  die  Ungleichung 


/ 


f(z)dz    !         2:tM{r) 

rn  +  l  <.  ,•»  ' 


und  es  wird  also 

(*)  \aj<^^.  («  =  0,1,2,...) 

Sind  die  Koeffizienten  a^,  a^,  a^,  .  .  .  nicht  alle  gleich  Null, 
ist  z.  B.  r7j,  =^  0,  so  sieht  man  aus 

3I(r)  ^  r"    ttj,  , 
daß    J/(>)    bei     unendlich    zunehmendem    r    über    alle 
Grenzen  wächst. 

Die  Summe  einer  beständig  konvergenten  Potenzreihe,  die 
sich  nicht  auf  ihr  konstantes  Glied  reduziert,  erreicht,  wenn 
man  z  in  geeigneter  Weise  variieren  läßt,  beliebig  große  Be- 
träge.    Man  kann  keine  Zahl  K  finden,  die  immer  größer  als 

f{z)  i  ist- 
Gibt  es  in  einer  beständig  konvergenten  Potenzreihe  unend- 

lieh   viele   nicht  verschwindende   Koeffizienten,   d.  h.   reduziert 

sich   die  Reihe   nicht  auf  ein  Polynom,   so   ist  bei   unendlich 

zunehmendem  r  nicht  nur 

lim  Jf  (>•)  =  oo, 
sondern  auch 

(t)  hm  — ^  =  oo. 


r^ 


und  zwar  für  p  =  ^y  2,  3,  .  .  .  Man  pflegt  diese  Eigenschaft 
von  M^r)  so  auszudrücken: 

M{r)  wird  bei  unendlich  zunehmendem  r  stärker 
unendlich  als  jede  Potenz  von  r. 

Daß  M{r)  diese  Eigenschaft  hat,  ist  leicht  zu  erkennen. 
Ist  ein  bestimmtes  p  gegeben,  so  gibt  es,  da  unendlich  viele 
Koeffizienten  in  der  Reihe  von  Null  verschieden  sind,  hinter 
ap  einen  Koeffizienten  rip^.^,  der  nicht  verschwindet.     Aus 


17()  Andere  Integraiausdrücke  für  die  Koeffizienten. 


lolgt  aber 

°  M{r) 


Die  rechte  Seite  wird,  weil  ap^,^  =}=  0  und  3  ^  1  ist,  bei  un- 
begrenzt wachsendem  /•  unendlich,  um  so  mehr  also  die  linke 
Seite. 

§  52.  Andere  lutegfralausdrücke  für  die  Koeffizienten 
einer  Fotenzreihe.  a^  -\-  a^z  -\-  a^Z'^  -\-  ■  ■  ■  sei  eine  Potenz- 
reihe mit  nicht  verschwindendem  Konvergenzradius  R.  Wir 
beschreiben  um  s  =  0  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r  (0  <  r  <  R). 
Dieser  Kreis,  im  Sinne  zunehmender  Amplituden  durchlaufen, 
soll  uns  als  Integrationsweg  dienen.  Wenn  f{z)  die  Summe 
der  Potenzreihe  ist  (  ^  <  R),  so  gelten,  wie  wir  in  §  50  ge- 
sehen haben,  für  die  Koeffizienten  der  Potenzreihe  folgende 
Integralausdrücke : 

""         2niJ     zn  +  l 

Wir  können  s  =  re"P  setzen  und  (p  von  0  bis  2:t  zunehmen 
lassen.  Dann  durchläuft  z  den  Integrationsweg,  und  wir  können 
schreiben:^) 

0 

Setzen  wir 

f{z)  =  n{r,  (p)  +  iv{r,  (p), 

wo  u  und  V  reell  sind,  und  bedenken,  daß 

ß—  "  'ff  =  cos  ncp  —  i  sin  n (p 
ist,  so  ergibt  sich  2^ 

27tr"a,,  =    /  f{z)e-"''Pd(p 

0 
2« 

=  /  |M(r,  95)  cos  nq)  -\-  v((r,  cp)  sin  wqp    d(p 

0 
■an 

-{-  i  I  \v{r,  (p)Gosn(p  —  u{r,  (p)smncp\  dq). 


1)  Vgl.  S.  152.     Die  dort  gemachten  Voraussetzungen  sind  hier  erfüllt. 


(*) 


Andere  Integralausdrücke  für  die  Koeffizienten.  17 1 

Diese  Formel  liefert  den  reellen  und  den  imaginären  Bestand- 
teil von  (i„  =  n,,'  -\-  ia„",  und  /war  ist 

2nr"a,!  =  /  { H{r,  cp)  cos  nq)  +  v(r,  cp)  sin  ticp  1  d(p, 
ü 

2  TT 

2%r"a,l'  =  /  I  i'{r,  (p)  cos  »(p  —  u{r,  (p)  sin  n(p  |  dq). 

0 

Man  kann  im  Falle  «  >  0  aus  diesen  Gleichungen  v(r,  qp)  oder 
u{r,  tp)  herausschaffen.  Integriert  man  2'"~^f{z)  längs  des 
Kreises  \  z  =  r,  so  kommt  0  heraus:  denn  z'^~'^f{z)  ist  die 
Potenzreihe 

a^z"-^  +  «r?"  4-  «0^^"  +  ^  -I-  •  •  • 

Integriert  man  sie  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises,  so  ist 
das  Integral  unabhängig  vom  Wege.     Es  ist  also  (vgl.  Fig.  63) 


CD     AED  DEA 


ACD     AED  DEA 

d.  h. 


ACD     DEA  ACDEA 

Die  Gleichung 

jz"--'f{z)dz==0 
besagt  aber,  daß 


Fig.  63. 


0 

ist,  d.  h. 

27t 


•in 

I  {«(r,  (f)  +  iv(r,(p)]  e"''Pdq>  =  0 


0 

und 

•2n 


f  I  »(r,  (p)  cos  ncp  —  v{r,  (p)  sin  w^}  f/g?  =  0 

0 
•2n 

I  I V (r,  qp)  cos  «  9  +  u (r,  (p)  sin  w 95 1  (iqp  =  0. 


0 
Mau  hat  hiernach 
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Andere  Intecrralausdrücke  für  die  Koeffizienten, 


Z7t  27t 

/  v(r,  qp)  sin  ncpdcp  =    1  n{r,  (p)  cos  nq^dcp 


und 


—  f  ii(rf  (p)  sin  n(pd(p  =   I  v(r,  (p)  cos  ngxlcp. 

0  0 

Benutzt  man  dies  bei  den  Formeln  (*),  so  nehmen  sie  folgende 
Gestalt  an: 


/**\ 


nr"a„'  =  j  u(y,  tp)  cos  ntp dtp, 

0 

%r"a,!'  =  ~  I  '({f,  (p)  sin  ncpdqj 


(»'  >  0) 


oder,  wenn   man  nicht  v(7-,  (p),   sondern  u{r,  cp)  herausschafft, 
die  Gestalt 

2« 


/***\ 


7t) 


"(^)!  =  f  ^{r,  (p)  sin  n(pd(p, 

0 
in 

"a„"=  I  v{r,q>)  cos  ntpdtp. 


(H  >  0) 


Aus  (**)  ist  zu  entnehmen 

in 

(f)  jtr"a„  =  /  M(r,  (p)e-""Pd(p 

0 

und  aus  (***) 

2« 

(ff)  7C r" ttn  =  i  I  v{i\(p)  e~ " '  'fdcp. 


(n>0) 


(n>0) 


Diese  Formeln  rühren  von  Hadamard  her.  Die  zweite  ergibt 
sich  aus  der  ersten,  wenn  man  diese  auf  die  Funktion  —  if(ii) 
anwendet,  die  den  reellen  Teil  v{r,  (p)  hat. 

Bezeichnen  wir  mit  ?7(r)  das  Maximum  von  |  tt(r,  (p)  bei 
festgehaltenem  r,  d  h.  das  absolute  Maximum  des  reellen  Teiles 
von    f{s)    längs    des    Integrationskreises,    so    ergibt    sich    aus 

Formel  (f) 

7ir''a„  =  2%&U{r).  (I  ^  i  ^  i) 
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ü{r)  >^  -J-  r"    a„ 


2 

Wenu  es  sich  um  eine  beständig  konvergente  Poteuzreihe 
handelt,  die -sich  nicht  auf  ihr  konstantes  Glied  reduziert,  so 
folgt  hieraus,  daß  bei  unendlich  zunehmendem  /• 

lim  U{r)  =  oo 

wird.  Ist  die  Potenzreihe  kein  Polynom,  so  folgt  außerdem, 
daß   U{r)  stärker  unendlich  wird  als  jede  Potenz  von  r. 

Entsprechendes  gilt  für  V(r),  das  Maximum  von  |  v{r,  qp)  ; 
bei  festgehaltenem  r.  Die  Funktion  —  if{")  hat  nämlich  den 
reellen  Teil   r(r,  (f). 

Was  wir  auf  S.  169  über  M(r)  gefunden  haben,  gilt  also 
auch  für    C7(r)  und    V{r). 

§  53.  Der  reelle  Teil  einer  Poteuzreihe,  ausgedrückt 
durch  ein  Integral.  In  §  52  fanden  wir  folgende  Integral- 
ausdrücke für  die  Koeffizienten  einer  Potenzreihe  f(z)  = 
ÜQ  +  a^z  +  a.^2^  +  •  •  • 

■27t 

a„  =  ^  I  u{r,  (p)e-"''Pd(p.        («=  i,  2,  s, . . .) 

0 

?/(r,  qp)  ist  der  reelle  Teil  von  f(/)  auf  dem  Kreise  .?  =  r. 
Dieser  Kreis  liegt  innerhalb  des  Konvergenzkreises,  d.  h.  ;•  ist 
kleiner  als  der  Konvergenzradius  der  Reihe. 

Unter  Benutzung  dieser  Ausdrücke  der  Koeffizienten  wird, 
wenn  wir  re^'f  =  s  setzen, 

2  TT  


d.h. 


0 

(n=l,  -2,  .  .  .,p) 


0  0 

Ist     5  I  <    2"    =  r,    so    konvergiert   das   zweite   Integral   bei 
unendlich  zunehmendem  ^;  nach  Null,   wovon  der  Leser  sich 


überzeugen  möge.     Es  wird  also 
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„,,  +  „,,.  +  ...  =  A/M^^ 


und 


0 
2« 


0 

a^  läßt  sich  natürlich  nicht  durch  n (r,  cp)  ausdrücken.  Addiert 
man  nämlich  zu  f{z)  eine  rein  imaginäre  Konstante,  so  ändert 
sich  üq  um  diese  Konstante,  während  u(r,  cp)  ungeändert  bleibt. 
Der  reelle  Teil  cIq  von  cIq  läßt  sich  aber  noch  durch  u{r,  cp) 
ausdrücken,  und  zwar  ist  nach  §  52 

2rt 
0 

Wir  können  also  die  Formel  (*)  auch  so  schreiben: 

0 

c  ist  dann  eine  rein  imaginäre  Konstante. 

Um  zu  einer  Integraldarstellung  des  reellen  Teiles  von  /"(g) 
zu  gelangen,  den  wir  ^*(/•o,  9^^)  nennen  wollen,  müssen  wir  den 
reellen  Teil  von  (z  -j-  ^)  :  (z  —  g)  bestimmen.     Nun  ist 

j^  e«  iv  -  Vo)  _  yj  {re-'^'P-  f")  _  r^} 

r^-r^^  2 ir r^  sin  ((p-(p^) 


r*  — 2?'rj  cos  (qp  —  qpj ) -f  r^  *        r*  — 2rro  cos  (qp  —  qp„)  +  r«  * 
Also  gilt  für  den  reellen  Teil  »(>•„,  qp^)  von  /'(§)  die  Formel 


(t)  ''i'-o,  ^0^  =  2nß 


0 
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Für  den  imaginären  Teil  iv{rQ,  cp^  von  /"(§")  gilt  folgende 
Integraldarstellung 

,'xj.x  ,./».      ^\_,,  _    1     r  2rr,8in(qp-qp,)u(>-,  tp)d^ 

0 

y  ist  eine  reelle  Konstante. 

Man  nennt  das  Integral  (f)  das  Poissonsche  Integral. 

§  54.    lutegralausdrücke  für  die  Koeffizienten  einer 
Fotenzreihe  in  IJ z.    Die  Reihe 

\  +  ^  +  ^+--- 

habe  den  endlichen  Divergenzradius  q.  Sie  stellt  dann  außer- 
halb  des   Divergenzkreises   eine  Funktion  f{s)  dar.     Integriert 

man  ,  .,  . 

2"-^f{z)  («=1,  2,  3,  .  .  .) 

längs  eines  Kreises,  dessen  Radius  r  größer  als  q  ist,  und 
zwar  im  Sinne  wachsender  Amplituden,  so  ergibt  sich  (vgl. 
§  48  und  §  49)  ^ 

oder,  wenn  man  h,,  =  a—„  setzt, 


«— «  =  ,    •  /  —    1.  dz. 


(n  =  l,2,  3,  .  .  .) 


Es    gelten    hier   also    ganz   ähnliche  Formeln   wie   bei  einer 
gewöhnlichen  Potenzreihe  (vgl.  S.  167). 

Setzt  man  die  gefundenen  Integralausdrücke  in 


ein,    so    entsteht   eine  Reihe,  deren  p^'^  Partialsumme  so  lautet 
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Wenn  |  5  j  >  r  ist,  so  konvergiert  das  zweite  Integral,  wie 
der  Leser  zeigen  möge,  bei  unendlich  zunehmendem  p  nach 
Null.     Es  wird  also 

Diese  Formel  weicht  in  ihrem  Aussehen    von   der  Formel  (t) 
auf  S.  168  ab.     Will  man  volle  Übereinstimmung   erzielen,   so 
muß  man  hier  im  Sinne  abnehmender  Amplituden  integrieren. 
Die  Gleichung  (*)  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

h„  ^   '■"  \f{s)e» ''P (/(f.  ("'  =  1-  2,  ■'>,  ■  ■  ■) 

0 
AA  enn  man 

,-(''+i)/-(^)  =  -A_  +  _A_  +  . . .         (.  =  1, 2, 3. . . .) 

längs    des  Kreises  '  z\=  r   integriert,    so  kommt  Null  heraus. 
Denn   in   dieser  Reihe  fehlt  das  Glied  mit  1/.?.     Man  hat  also 


d  h. 

(t) 

Setzt  man 

so  wird 

2« 


(t)  if{z)e-''^vd(p  =  0. 

fif)  =  u{r,  cp)  +  ir{r,  9?), 

h„  =  ö^  /  (**(**>  ^j  coswqp  —  r(r,  cp)smn(p\d<p 
0 

2n 

ir"   fi  ] 

+         /  \u(r,  g))s\nnq)  +  i(r,  q))  cosnq)  \(l(p. 

0 
Nach  (f)  ist  aber 

2rt 

/  ]^u{r,  cp)  cos  n(p  +  ''  {'>',  (p)  sinng)]  dcp  =  0, 

u 

2n 

I  I u(r,  q))  sin 7icp  ~  r  (r,  cp)  cosncp  1  dtp  =  0. 
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Also  gelten   für    die  Bestandteile  von   b„  =  b',,  +  ib',',    folgende 
Formeln : 

2n  in 

r"  r  >•"  /• 

&/,  =  -    /  u{r,  (p)  cos  7i(p  dcp  = /  t'(r,  9 )  sin  nq)  dcp, 

0  0 

in  in 

hn=       I  u  (r,  cp)  sin  ncp  d  cp  =^  j  v(^r,  cp)  cos ntpdcp. 


u 
und  für  b„  selbst  hat  man  die  Foi-meln: 

2rt  2 


r"    r  ir"    C 

b„  =  —  f  H  (r,  (p)e"' '/' d(p  =        /  v  (r,  (p)  e" '  'fdcp. 

U  0 

Für  /■(§)  ergibt  sich  hieraus  im  Falle     5  |  >  '' 

0 


Da 


ist,  muß  auch 


/  u{r,  cp)dq)  =  0 


sein.     Wir  können  daher  auch  schreiben: 

2rt 

m-^J\^^u(^;ip)dcp. 

0 

Bezeichnet  man  die  Polarkoordiuaten  von  },  mit  /•„,  qp,,,    so  ist 


^»•o,  9^0)  =  ^/t 


2  TT 


(r^^-r*)u{r,  qp)dqp 


2r?-pCos(qp-qp,)  +r* 
ü 

in  "•■.>'•) 


i 


•Cr      fv^  =—    A r^, r  sin  (cp  -  gp,,)  w  (r,  gp) d gp 
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Fünftes  Kapitel. 

Der  Cauchysche  Fundamentalsatz 
nnd  seine  Konsequenzen. 

§  55.     Der  Cauchysche    Fundamentalsatz   für    einen 
rechteckig^en    Bereich.      Wenn    man    innerhalb    des    Kon- 
J)         vergenzgebietes     einer    Potenzreihe') 

oder  einer  Reihe  von  der  Form 

einen    rechteckigen    Bereich    nimmt 

(vgl.  Fig.  64)    und    die    Summe   f{z) 

der  Reihe  längs  des  Randes  AB  CDA 

integriert,    so    kommt  Null   heraus.     Nach  §  47  und  §  48  ist 

nämlich:  r  C  C 

J  f{z)  dz  =J  f{z) dz  =  -j  f{z)  dz, 

ABC  ADC  CDA 

also  /» 

/  f(^z)  dz  =  0. 

ABCDA 

Wir  können  noch  andere  Beispiele  anführen,  wo  dieses 
Randintegral  verschwindet. 

Der  rechteckige  Bereich  enthalte  nicht  den  Punkt  z  =  0. 
Dann  gibt  es  darin  einen  und  nur  einen  stetigen  Logarithmus 
von^:,  der  an  einer  bestimmten  Stelle  mit  einem  vorgeschriebenen 
Logarithmus  zusammenfällt.  Wir  bezeichnen  diese  Funktion 
mit  log*^  (vgl.  §  36)  und  behaupten,  daß 


Fig.  64. 


/' 


log'^z  dz  =  0 


ist.     log*^  ist  die  Ableitung^  von 


1)  Bei  einer  beständig  konvergenten  Potenzreihe,  insbesondere  also 
bei  einem  Polynom  a^-]- aiZ -\- ■■■■}- az^,  kann  man  jedes  beliebige 
Rechteck  nehmen. 
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^log*^: 
und  man  hat  daher  (vgl.  §  46) 


/■ 


log*^;  d£  =  {z  log*-?  —  0)^  =  0. 


Jetzt  werden  wir  sehen,  daß  das  Verschwinden  des  Rand- 
integrals auf  dem  Vorhandensein  der  Ableitung  beruht.  Es 
gilt  nämlich  folgender  Satz,  den  man  den  Cauchyschen 
Fundamentalsatz  nennt: 

Wenn  F(z)  in  dem  Rechteck  ABCD  überall  eine 
Ableitung  F\z)  hat,  so  ist 


jF{z)  dz  = 


{*^  I  F(z)  dz  =  0. 

ABCDA 

Wir  wollen  noch  einmal  ausführlich  sagen,  was  hier  voraus- 


gesetzt wird.  Jedem  Punkt  z  des  Recht- 
ecks ABCD  oder  9?  sind  zwei  komplexe 
Zahlen  F(z)  und  F'{z)  zugeordnet.  Diese 
Zuordnungen   sind  so   beschaffen,   daß   aus 

lim^„  =  ,2;o  (2nH=^o) 

stets  folgt 


D 


H 


^ 


J^ 


ü^ 


M 


Üi^ 


G 

Fig.  65. 


lÄ 


lim 


-F'{z,). 


Unter    diesen    Voraussetzungen     soll    also    die    Gleichung   (*) 

stattfinden. 

Wir  wollen  statt         /»  /» 

/     schreiben      /  . 

ABCDA  » 

Wenn  wir  von  A  über  B,  C,  B  wieder  nach  A  gehen,  so 
durchlaufen  wir  in  Fig.  65  den  Rand  von  ^  so,  daß  das 
Innere  zur  Linken  liegt.  Diese  Art  ein  Gebiet  zu  umwandern 
wird  jetzt  oft  vorkommen.  Wir  sprechen  dann  immer  von 
einem  ümwandern  oder  Umfahren  im  positiven  Sinne.  Den 
positiven  Drehungssinn  in  der  ,?- Ebene  werden  wir  stets 
so  wählen,  daß  bei  positiver  Um  Wanderung  eines  Kreises  der 
Radius    sich    im    positiven    Sinne    dreht.      Die    rechtwinkligen 

12* 
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A  chsen    werden    wir    immer    so    annehmen,  daß    die    positive 

?/- Achse    aus    der    positiven   ic- Achse  durch  positive  Drehung 

um     einen    Rechten     entstellt.      In    Fig.  66  sind    diese    Ver- 
einbarungen augedeutet. 


/  bedeutet  also  immer  das  Integral  längs  9i, 


d.  h.  längs   des  Randes   von    9t,    im  positiven 

Umfahruugssinne. 
cT^  ^  ^  Durch    Verbinden    der    Mitten    gegenüber- 

*'^'  ^''  liegender     Seiten     zerlegen    wir     9?    in     die 

Teilrechtecke  9t',   9t",    9t'",    9t i^'    (vgl.   Fig.  65).      Dann   ist^) 


9J'  EM  MH  BD  DE 
m"  MF  FC  CH  HM 
9i  AG        (IM        ME        EA 


;)il\'        trB         BF        FM        Mir 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Addition 

AG         GB        BF        FC        CH       HD        DE       EA         W. 

Alles  andere  hebt  sich  fort. 
Aus 


«  9{'         91"        g{"'      3JIV 


5H  9{'         91"        g{"'      3JIV 

folgt  nun 


1)  Hinter  jedem  Integralzeichen  muß  man  sich  F(z)dz  denken. 
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Da  die  Summe  der  vier  Zahlen 


größer  oder  gleich 


/ 


sein  soll,  muß  Avenigstens  eine  jener  Zahlen  größer  oder  gleich 


sein.       Diese  wollen  wir  mit 


/ 

5R. 


bezeichnen. 

Wir  sind  also  zu  folgendem  Ergebnis  gelangt. 
In  3R  gibt  es  ein  Viertel^)  'tR^,  so  daß 


/läl    SH,, 


(t) 

ist. 

Aus  demselben   Grunde   gibt   es  aber  in   9(?,   ein  Viertel  'tRo? 
so  daß 

(tt) 


und  in  9^,  ^^^  Viertel  9?..,  so  daß 

(ttt)  /i^^    ^' 

ist,  usw.  ins  Unendliche.    In  Fig.  67  sind  'Si,  Sij,  Üi,'  ••  •?  ^^''^ 
sie  eventuell  liegen  können,  zu  sehen. 

Es  gibt  nun  (vgl.  S.  66)  einen  (und  natürlich 
nur  einen)  Punkt  Tq,  der  in  allen  Rechtecken 
9?,  9fli,  9^2?  ^'^sj  •  •  •  enthalten  ist.  i-ig  g?. 


h 

i 

1)  5R',  $R".  9i"'.  >Ki^'  nennen  wir  die  Viertel  von  5R  (wie  auf  S.  6.=>). 
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Ersetzen  wir  in 
F{z)  durch 


/=/^(.) 


dz 


so  bleibt  das  Integral  ungeändert.     Denn  das  Integral  von 

Fiz,)-\-(z-z,)F'i,,) 

ist  gleich  Null,   weil  jedes  Polynom  längs   3f{„  integriert  Null 
liefert  (vgl.  den  Anfang  dieses  Paragraphen).     Es  ist  also 

f=f{F{z)  -  Fiz,)  -iz-  z,)F\z,)}dz. 


$R„       JR 


n        "*n 


Hierauf  wollen  wir  die   Abschätzungsformel   aus   §  45   an- 
wenden.    Dann  können  wir  schreiben 


/**\ 


/ 


£  l„  F{z„)  -  F{z,)  -  {Zn  -  z,)F'{^z,)\ 


Hierbei  ist  l„  die  Länge  des  Integrationsweges,  also  der  Umfang 
des  Rechtecks  9?„  und  Zn  ein  Punkt  auf  dem  Rande  von  St». 
Bezeichnen  wir  den  Umfang  von  SR  mit  l,  so  ist  offenbar 


h  = 


also 


H         2' 


t« 


2" 


Aus  (t),  (tt),  (ttt)  usw.  kann  man  entnehmen,  daß 


I\^S 


ist.     Hieraus  und  aus  (**)  folgt  aber 


I 


£  In  I  F{zn)  -  F{z,)  -  {z„  -  z,)F'{z,)\. 

{n  =  1,  2,  3,  .  .  .) 

Wäre  eine  der  Zahlen  Zn  gleich  Zq,  so  stände  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Ungleichung  Null,  folglich  müßte  auch 

JF(z)dz  =  0 
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sein  und  unser  Satz  wäre  bewiesen.  Wir  haben  also  nur  noch 
den  Fall  zu  erörtern,  wo  alle  s»  von  ^^  verschieden  sind. 
Dann  können  wir  schreiben 


I  2n—  ^0  I  ^^^  ^^6  Entfernung  zwischen  zwei  Punkten  des  Recht- 
ecks 9?  .  Diese  ist  am  größten,  wenn  sich  die  beiden  Punkte 
in  gegenüberliegenden  Ecken  befinden,  und  selbst  dann  ist 
ihre  Entfernung  voneinander  kleiner  als  ?„.  Es  gilt  also 
immer  die  Ungleichung 


I  F{z„)  -  F(z,)  -  {Zn  -  z,)F'{z,)  i  <  l„ 
Hieraus  und  aus  (***)  folgt 


^Jl^tlli^l-FU.)] 


4"     J 


<ll 


F'i^o) 


Setzt  man  noch  für  11  seinen  Wert 

ein  und  multipliziert  auf  beiden  Seiten  mit  4",  so  findet  man 


(V) 

Da 


also 


/ 


<,i;(i=t5l'_r(..i 


^n 


<ln=i:. 


lim. 


ist,  80  konvergiert  die  rechte  Seite  der  Ungleichung  (*/)  bei 
unendlich  zunehmendem  n  nach  Null.  Mithin  muß  die  linke 
Seite  gleich  Null  sein.  Damit  ist  der  Cauchysche  Fundamental- 
satz bewiesen. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  bei  diesem  Satze  nur  die  Existenz 
von  F'{z)  vorausgesetzt  und  keine  besondere  Beschaffenheit 
von  F  (z)  verlangt  wird.  Früher  wurde  der  Satz  immer  so 
formuliert,   daß  man   die  Stetigkeit  von   F'{.z)  annahm.     Erst 
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Goursat  bemerkte,  daß  diese  Annahme  entbehrlich  ist.     Der 
obige  Beweis  rührt  im  wesentlichen  von  Moore  her. 

Wir  können  aus  dem  Cauchyschen  Satze  folgendes  schließen: 
Wenn    die   Funktion    F{s)    in    dem    Rechteck    31 
überall  eine   Ableitung  hat,    so    ist    sie    selbst  die 
Ableitung  einer  Funktion   0(s). 

Zu  einem  Punkte  Zq  des  Rechtecks  9^  können  wir  gelangen, 
indem  wir  auf  dem  Wege  AB' z^  oder  auf 
dem  Wege  AD' z^  gehen.  Nach  dem  Cauchy- 
schen Fundamentalsatz,  angewandt  auf  das 
Rechteck  AB'z^D',  ist 


2' 

B'      B"  B 

Fig.  68 


jF{z)dz  =Jf{z)cU. 

Ali'Za  AD'zr, 


Den  gemeinsamen  Wert  beider  Integrale  bezeichnen  wir  mit 
^{z^,.  Ist  z'  irgendein  anderer  Punkt  von  Üt,  so  können 
wir  ihn  von  z^^  aus  auf  dem  Wege  z^z" z'  erreichen.  Und  die 
Differenz  0{z'')  —  ^(^"0)  können  wir  so  schreiben 

\^{z")-^{zS\  +  {^(0-^(^")l- 
Nun  hat  man 

^{z")  -  ^(^o)  =jF{z)dz  ~jF{z)dz=  fF{z)dz 


AD'z" 


AD'Zo 


und  (vgl.  Fig.  68) 

0{z')  -  0(z"}  =jF(z)dz  -jF(z)dz  ^  fF{z)dz, 


also 


D£ 


AB"  z 


AB"  z" 


0{z')  -  0{z,)  =Jf{z)  dz  +Jf{z)  dz  =jF{z)dz. 

Zqz'  z"  z'  z^z"z' 

I   dz   =    Z'   —    Zq 


ist,  so  läßt   sich  0(z')  —  0{Zq)   auch   in  folgender  Weise  aus- 
drücken : 


0 


{z')       0{z,)  =  {z'-z^F{zJ  +f{F{z)  -  F{z,)\dz. 
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Der  Integrationsweg  z'qs".z'  ist  kürzer  als  2  \z'  —  Zq\.     Wii 
können  also  schreiben: 


/' 


wobei     •0'  i  <  2  ist.     t,  liegt  auf  dem  Integrationsweg,   so  daß 

sicher  ,  ^  i       i    r  i 

U  -  ^0  !  <  I  ^  -  "o  I 
ist.      Aus 

folgt       ^('')-^w,f(,„)  +  »jfte)-ffa)i. 

Läßt  man  £"'(=4=^0)  ^ach  ^-^    konvergieren,    so  wird  lim^  =  % 
also,  wegen  der  Stetigkeit  von  -F(^), 

\im{F{O-F{0,)}  =  O 


und  daher 


nm^,>9^  =  f(.„). 


O(^)  hat  demnach  in  9ft  überall  die  Ableitung  -F('2'). 

Integriert  man  in  9?  von  einer  Stelle  s^  auf  einem  belie- 
bigen Wege  (vgl.  jedoch  §  46  Schluß)  nach  einer  anderen 
Stelle  r,  so  wird  nach  §  46 


/ 


F{,)d,^{^y 


Das  Integral  ist  also  unabhängig  vom  Wege,  es  hängt 
nur  vom  Anfangspunkt  und  Endpunkt  des  Weges  ab.  Ins- 
besondere ist  das  Integral  von  F{2)  längs  eines  in  01  ver- 
laufenden geschlossenen  Weges  ÄBCD  .  .  .  A  (vgl  z.B.  Fig  69) 
Null,  weil       ^ 

ABC  ...  Ä 

Wenn  man  ^(zq)  kennt,  so  ist  dadurch  ^(z) 
in  dem  ganzen  Rechteck  bestimmt.    Wir  wollen  ^^^  ®^- 

eine  Funktion,  die  in  9i  überall  die  Ableitung  F(z)  hat,  eine 
Stammfunktion  von  F(z)  nennen.  Eine  solche  Stamm- 
funktion  ist  also  vollkommen  bestimmt,  wenn  man  einen  von 


186  Sätze  über  reelle  Funktionen. 

ihren  Werten    kennt.     Ist   ^{^)  ebenfalls  eine  Stammfunktion 
von  F{/),  so  hat  man 


jF{z)dz=^{0)l={W)l, 


Zwei  Stammfunktionen  von  9t  {2)  haben  also  eine  konstante 
Differenz.  Man  erhält  alle  Stammfunktionen  von  F{2),  indem 
man   zu   einer  von  ihnen   eine  willkürliche  Konstante  addiert. 

Ist  'F(z)  in  9i  eine  Stammfunktion  von  F(z),  so  hat  sie  in 
^  überall  die  Ableitung  F{z).  Wir  können  also  schließen, 
daß  es  zu  'i'(^)  wieder  eine  Stammfunktion  "F{z)  gibt. 
Diese  nennen  wir  eine  Stammfunktion  zweiter  Ordnung  von 
F{z).  Zu  "F{2)  gibt  es  ebenfalls  eine  Stammfunktion  "'F{3), 
die  als  Stammfunktion  dritter  Ordnung  von  F{z)  zu  be- 
zeichnen wäre,  usw. 

Wir  sehen,  daß  folgender  Satz  gilt. 

Wenn  die  Funktion  F(s)  in  dem  Rechteck  9f?  über- 
all eine  Ableitung  hat,  so  existieren  für  sie  Stamm- 
funktionen von  allen  Ordnungen. 

§  56  Sätze  über  reelle  Funktionen.  Es  gibt  einen 
Satz  über  reelle  Funktionen,  der  in  enger  Beziehung  zu  dem 
Cauchyschen  Fundamentalsatz  steht. 

Wir  betrachten  der  Einfachheit  halber  ein  Rechteck  9?, 
dessen  Seiten  parallel  zu  den  Koordinatenachsen  sind.  In  'Si 
sei  eine  reelle  Funkton  f(x,  y)  definiert.  Wir  nennen  eine 
solche  Funktion  in  9t  eigentlich  differenzierbar,  wenn 
es  zwei  andere  Funktionen 

in  9t  gibt  derart,  daß  aus 

lim  Xn  =  Xq,      lim  2/«  =  ?/o  (^n'  Vn  +  ^0»  Vo) 

stets  folgt 

, .       fK '  Vn)  -f(^o-  yJ  -  i^n  -  ^0)  /i  (^0  ,  2/0)  -  (2/„  -  Vo)  fi  (^0  .2/0)  ^ 

lim i r-i— i =  V. 
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Man  sieht  sofort,  daß  f^ix,  y),  t\i?',  y)  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  f\x^  y)  sind.  Aber  die  Existenz  dieser  Ab- 
leitungen ist  keineswegs  hinreichend  für  die  eigentliche 
Differenzierbarkeit. 

Man  sieht  das  an  dem  Beispiel 


Hier  ist  an  der  Stelle  (0,  0) 


/•(0,0)  =  0.       {0<x,  y£l) 


ex         '       oy 

Aber  die  Funktion  ist  dort  unstetig,  und  schon  deshalb 
kann  sie  nicht  eigentlich  differenzierbar  sein.  Denn  man  sieht 
aus  der  oben  gegebenen  Definition,  daß  aus  der  eigentlichen 
Differenzierbarkeit  die  Stetigkeit  folgt. 

Nun  gilt  folgender  Satz: 

Wenn  die  reellen  Funktionen  u(x,  y),  v{x,  y)  in  dem 
Rechteck  SR  eigentlich  differenzierbar  sind  und  außer- 
dem die  Relation  ^  ^ 

erfüllen,    sind    sie    die    Ableitungen     einer    Funktion 
w{x,  y)  nach  x  bzw.  y. 

Diese  Funktion  ic{p),  y)  ist  eigentlich  differenzierbar,  weil 
ihre  partiellen  Ableitungen   uix,  y),    c(x,  y)    stetig  sind.     Daß 

aus   der  Stetigkeit  von  ^^}  ö—  die  eigentliche  Differenzierbar- 

°  ox    cy  ° 

keit  von  w  folgt,  wird  der  Leser  leicht  zeigen  können. 

Was   den  Beweis  des  obigen  Satzes   anbetrifft,   so  stützt   er 

sich  darauf,  daß      C,     -,      ,       -,  \       /^ 
I  {u  dx  4-  V  dy)  =  0 

ist.     Dieses  Integral  bedeutet  soviel  wie 

6  d 

I  u(x,  c)dx+j  v(b,  ij)  dy 

a  c 

a  c 

+  /  u{x,  d)dx  +j  v(a,  y)dy. 

b  d 

Ahnlich  wie  auf  S.  181  zeigt  man,  daß  es  in  9fl  ein  Viertel 
91^  gibt,  für  welches 


i"ig.  70. 
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«1       I  I  JH 


in  9?j  ein  Viertel   9?2,  für  welches 

ist,    USW. 

i^o)  Vii)  s®^  ^^^  Punkt,  der  in  allen  Rechtecken  3t,9ti,  fRgv- 
liegt.     Dann  ist 

(f)        / ""  /  0*^'-^  +  ^'^^y) 

=  /  {«  —  »0  —  "loC^"  -  '"^o)  —  «2o(?/  -  .Vo)  I  dx 

+  { ?'  -  Vo  -  ''lo  (^  -  •'^o)  -  ^'20 (y  -  yo)  j  dy- 

_,,.,,  .       T     IXT     ■  2m     cw      2i?      3i; 

Dabei   haben   wir   die   Werte   von  u,  v,  -r-t  --^i  -^-)  -k-   an 

^     ^    ex     cy     öx     oy 

der    Stelle   {xq,  y^)    mit    Uq,    Vq,    u^q,    «joj    ''lo?    ''20  bezeichnet. 

Nach  (*)  ist  „,    _  ,. 

»20  ~  '10- 

Daß  wirklich  die  Subtraktion  der  linearen  Funktionen 

"o+^"io(^-^o)  +  ^'2o(y-^o) 
von  u  bzw.  r  nichts  an  dem  Integral 


j  {udx  -\-  vdy) 


ändert,  erkennt  man  auf  folgende  Weise: 
Zunächst  ist  offenbar 


Ferner  hat  man    *, 


jdx==0,      lxdx  =  0, 
\dy  =  0,      \ydy  =  0. 
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weil 


/  {lUoHdx  +  i\f^a-dy)  =  W20  /  {i/dx  —  xdy)  =  0, 
/  //  dx  =  (h  —  a)  {('  —  d),     I  X  dy  =  {b  —  a)  {d  —  c) 


ist. 

Für  ein  Integral  von  der  Form 


/( 


{(pdx  +  rpdy), 
ü 

wo    ^,    ^     in    9^    stetig    sind,    gilt    eine  Abschätzungsformel 
folgender  Art 


ß 


((pdx  +  ipdy)<l{   (p(|,  7?)^  +  ji/'d', -J?'!/ 

/    ist    der  Umfang    von  3^.     Die  Punkte  (|,  ),),  (|',  >/)  liegen 
irgendwo  auf  dem  Rande  von  9?. 

Wendet  man  diese  Abschätzungsformel  auf  das  Integral  (f  j 
au,  so  ergibt  sich 


/ 


^  l„  i  U„  —  «0  —  **lo(^«  -  ^'o)  —  «*2o(^«  —  ^0)  ' 
+  In  I  V,)         Vq        t'iQ  {X„        Xf))        i'2Q  (</„        ^^,)    . 

Dabei  ist  J„  der  Umfang  des  Rechtecks  fR„,  also 

/    -   ^ 

2" 

und  {x„,  y„),  (x'„,  ///,)  sind  Punkte  auf  dem  Rande  von  Üi„,  so 
daß  die  Ungleichungen 

I  Xn  -  a'o  I  +      y„  -  Vo      <  ^n, 

I  4  —  a;o  i  +  !  yl,  -  «/o  I  <  ^« 

gelten:    ?<„   ist   eine  Abkürzung  für  u{x„,  y„)  und  v'„  eine  Ab- 
kürzung für  i-„{Xn,  y'n). 

Da  nach  früheren  Ungleichunsen 


f\^'"  f 


ist,  so  folgt  -     I  .    « 
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(**) 


/ 


+  1' 


Un  -U^-U^o  (Xn  -  X^)  -  Mg^ (y„  -  y„) 
n 


Wegen   der  eigentlichen  Differenzierbarkeit  ist  aber  bei  un- 
endlich zunehmendem  n 

"«  -  "o  -  «10  («„  -  ^o)  -  «so  {y„  -2/o) 


lim 


In 


0, 


|- jjj   Vr>-Vo-  Vio  {x„  -  Xq)  -  v^^  (y„  -yj  _  ^ 

in 

Daß    z.  B.   die    erste   Limesrelation   stattfindet,    zeigt    man  s  > 
Wenn  x„,  yn  mit  x^^,  y^  zusammenfällt,  so  ist 

W„  -  «0  -  «10  («n  -  ^o)  -  «,o(2/«  -  2/o) 


?« 


=  0. 


Von  diesen  Punkten  x„,  y,,  können  wir  also  absehen.  Ist 
(x»,  y,,)  von  {Xq,  y^)  verschieden,  so  ist  der  Betrag  des  obigen 
Quotienten  kleiner  als  der  des  folgenden 

«« -  «0  -  «10  (^«  -  ^o)  -  «80  (y»  -  yo) 

\^n-^c\  +  \yn-yo\ 

Durchlaufen  wir  aber  die  von  (Xq,  y^)  verschiedenen  Punkte 
der  Folge  (x^,  y^),  {x^,  y^),  .  .  .,  so  konvergiert  dieser  Quotient 
nach  Null.  Sollten  fast  alle  {x„,  yn)  mit  {Xq,  y^)  zusammen- 
fallen, so  gilt  die  fragliche  Limesrelation  deshalb,  weil  fast  alle 
Glieder  der  betrachteten  Folge  gleich  Null  sind.  Jedenfalls 
geht  aus  (**)  hervor,  daß  das  Integral 

I  (udx  -\-  vdy) 

verschwindet. 

Jetzt  ist  es  laicht  zu  zeigen,  daß  u  und  v    die 
partiellen  Ableitungen  einer  Funktion  tv{x,  y) 
sind. 
Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  ist  (vgl.  Fig.  71) 

I  {udx  -\-  vdy)  =  j  {udx  -{-  vdy). 

AB' Po  AD'Po 

Den  gemeinsamen  Wert  dieser  beiden  Integrale  nennen  wir  e{;(Ä;Q,i/o). 


,p. 


B'       B 


Fig.  71. 
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Oflfenbar  ist  nun^) 


AD'P'   AD'P„ 


J    =J"(^>  ^o)^-^; 


P„P- 

also 

wobei  £  zwischen  Xq  und  a;'  liegt.     Hieraus  folgt 

Es  existiert  also  in  9?  überall  ^-  und  ist  gleich  u.  Ebenso 
ergibt  sich,  daß  überall  ->r-  existiert  und  gleich  v  ist.  u  und 
■V  sind  also  die  partiellen  Ableitungen  von  w  und 

u  dx  -\-  vdy 
das  Differential  von  iv. 

Man  kann  übrigens  die  eigentliche  Differenzierbarkeit  einer 
Funktion  /"(a;,  ?/)  auch  so  definieren.  f(x,  y)  ist  an  der  Stelle 
X,   y    eigentlich    differenzierbar    oder    hat    ein    eigentliches 

Differential,  wenn  ö-^>  5-  existieren  und  außerdem 

'  ox    öy 

Af-clf 
\dx\-^\dy\ 

gleichzeitig  mit  \  dx  \  -\-    dy  \  nach  Null  konvergiert.    Dabei  ist 
^f=f{^  +  f?^,  y  4-  dtj)  -  f{x,  y). 

Af—  df  konvergiert,  so  könnte  man  sagen,  stärker  nach  Null 

als  j  rfic  I  +  I  dy  |. 

Der  oben  bewiesene  Satz  besagt  hiernach  folgendes: 
Haben    w  und  v    in    9?    eigentliche  Differentiale  und 

besteht    überdies    die    Gleichung   ^5-  =  3— ?  so    ist    auch 

°    cy       ex 

udx  +  vdy  ein  eigentliches  Differential. 


l 


1)  Statt  von  A   aus  könnte   man  von  irgendeinem  andern  Punkte  des 
Rechtecks  aus  nacli  P„  integrieren. 
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Wir    wollen   jetzt    zusehen,    wie    die    obigen  Betrachtungen 
sich  modifizieren,  wenn  man  die  Bedingung 

du        dv 
dy        rix 

fallen  läßt  und  nur  die  eigentliche  Dilfereuzierbarkeit  von  u,  r 
in  9?  fordert. 

Teilt  man  ^,  wie  Fig.  65  (S.  179)  zeigt,  in  die  vier  Viertel 
9?',  m",  9^'",  9^^^  so  wird 

/uZ.. +  ../,)  =/+/+/+/ 

5H  m'         W"         9i"'        >Riv 

Unter    den  Integralen    rechts    muß    es  eins  geben,    das  größer 
und  eins,   das  kleiner  als    -  J  ist.     Diese  Integrale  nennen  wir 

f  bzw.    C. 

Es  ist  also  ''*'  '^'' 

MM 

SR,'  m         9?, 

In  9ij  gibt  es  ein  Viertel  9^2  und  in  9?j   ein  Viertel  9^2,  so 
daß  ^  r'  /»       /» 

MI'  1/^/ 

ist,  mithin  ^  r*       r* 

In   9?2   gibt  es    ein  Viertel  9^3  und    in  9?3    ein  Viertel    9^3,    so 
daß  man  hat  ^  _  /»        /» 

Sfl/  9iä'  9{j        atj 

mithin  /»       /. 

MM 

usf.  ^^'  ^       ^' 

Nun    sei    (Xq,  ?/(,)    der    Punkt,   der    in    allen    9?„  liegt,    und 
(xo,  «/o)    der    Punkt,    der    in  allen  9?,'  liegt.     Dann  können  wir 
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/  (w  dx  -f  i'  dy) 
80  umschreiben: 

/  =  j  {«  -  «0  -  «10  (^  -  ^o)  -  «2o(y  -!/o)l  dx 

+J  {^  -  ^'o  -  '"loi^  -  ^o)  -  i'2o(.'/  -  ^o)  dy 

4-    «20j    2/^^  +  ^"loj  *'f^^- 

Bezeichnen    wir   mit  R   den   Inhalt   des   Rechtecks   91,    so   ist 
(vgl.  S.  189) 

-  / ydx  =  /  xdy 


3fi, 

Ebenso  läßt  sich 


R 

4"' 


1  («(f^a;  +  v<?//) 


umschreiben,  und  man  erhält  schließlich  (vgl.  S.  190)  folgende 
Ungleichungen : 

{ ^1  (^o';  2/o')  -  "2 (^o'>  ^o') ]  R^Jitidx  +  vdy) 

m 

[  h  (%  2/o)  -  «*2  (-^'o;  2/o)  ]  ^^-J  ("^^  +  *-'  ^^> 
Hierailfe  ersehen  wir,  daß  die  Funktion 

/  X  /  X  dv  du 

Vi{x,y)-u^{x,y)  =  ^^  -  ^ 
in  9?  an  einer  Stelle  kleiner,  an  einer  andern  größer  ist  als 


P  /  {iidx  +  vdy). 


R 


Teilen  wir  9R  durch  Parallelen  zu  den  Seiten  in  Teil- 
rechtecke r,  so  gibt  es  in  jedem  r  einen  Punkt  (|,  rj)  und 
einen  Punkt  (|',  rj'),  so  daß 

t 

KuwalewBki,  die  komplexen  Veränderlichen.  13 
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ist.    Hieraus  folgt,  wenn  man  über  alle  Teilrechtecke  summiert, 

SR 

Existiert  nun  das  Integral 

SR 

(im    Riemann sehen   Sinne),    so    folgt    aus    der    letzten    Un- 
gleichung 

j{udx  +  rdy)  -ffdl  -  ll)  dxdy. 

Hierbei     ist,    um    es    zu    wiederholen,    nur    die    eigentliche 
Differenzierbarkeit    von    u,    v    und    die    Integrierbarkeit    von 

dv         du  .    . 

-^ o—  vorausgesetzt. 

dx        oy  ° 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch  das  Integral 

Jfäg 

SR 

betrachten. 

Hier  gibt  es  wieder  die  beiden  Rechtecksfolgen  fRj,  Üig;  »Rs,  •  •  • 
und  9?i',  'Si^)  ^3'  •  ■  ■>  und  man  hat 

J  =   4^,7  =J  '  • 

SR„'  SR       3i„ 

{x^,  Vo)  liege  in  allen  9?„,  (ic,/,  y  ')  in  allen  'Sin- 
Nun  formt  man  /  so  um: 

SR„ 

Jfd9-J{f-fo-  /lo(^  -  ^0)  -fio  (y  -  Vo) )  <^9 

9}„  1R„ 

+  fi(,jocdg  +  f^ojydg. 


3{„  SR, 

Dann  benutzt  man,  daß 
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/T^äg  =  -jgdx,  J  ydg  =  -jgdy 


ist,  ferner 


Jgdx\=J  [g  -  f/o  -  ^jo(a;  -  Xq)  -  g^^^{y  -  y^)  |  dx  +  g^J  ydx 


und 


-Jydx=Jxdy=  -■ 
So  hat  man  schließlich  folgende  Gleichung  gewonnen: 

Jfdg^^Jif-fo-'  /io(«  -  ^o)  -  f2o(y  -  yo) )  dg 

-  fioj  {9-90-  9io(^  -  ^0)  -  92o^y  -  yo) } dx 

^„ 

-  fi.J  [9-  9^^  -  9io{^  -  -«o)  -92oiy-  yo)]dy 

I   v/10.9'20      I2q9io)'7^- 

i 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  wo  die  Ableitungen 

^I,  ^,   ^l,  ^ 

dx'   dy    dx    dy 

in  9R  stetig  sind.  In  diesem  Falle  existieren  die  obigen 
Integrale,  und  f  und  g  sind  eigentlich  differenzierbar.  Der 
Leser  möge  sich  überzeugen,  daß  bei  unendlich  zunehmendem  n 

lim  [^^jfdg)  =  {f,^g^,  -  Ug,^)R 

K 

wird.     Ebenso  wird  dann 

lim  {^"Jfdg)  =  (f,o'92o-f2o9:^)Ii- 

13* 
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Da 


TD    !    /  1  \P^Ü}  Vo)  12  V^OJ  ^o) 


ist,  so  können  wir  hieraus  folgern: 

9i{xo\ Vo) 92(^0 > yd) ;  V       ^ 

Wegen   der  Stetigkeit  von  /j,  ^j,  /gj  ^2  ist  auch  die  Funktion 

^  ^  I 
dx  dy  I 

^Ä?  dg 


hU 


dx  d  y 


D{x,y  = 

9i92 

stetig.     Wie  man  sieht,  wird 

BD{^x,  y) 
in  9ft  sowohl  größer  als  auch  kleiner  als  /  fdg.      Daher   gibt 
es  in  9i  eine  Stelle  i,  ?;,  wo  die  Gleichung 
Jfdg  =  RDil  rj) 

stattfindet. 

Zerlegt  man  nun  9i  durch  Parallelen  zu  den  Seiten  in  Teil- 
rechtecke tj,  V,,,  .  .  .  Vp,  so  gibt  es  in  jedem  Xy  eine  Stelle  i,^,, 
t]v,  wo 

Jfdg  =  t\D{tr>r}r) 
ist.     Hieraus  folgt 

ffdg  =  2ffd9  =  ^r.Z)(i.,  7;.) 

SR  r,, 

und 

J  fdg  ^jjBix,  y)dxdy 
oder,  ausführlich  geschrieben, 
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Wenn  in  9i  überall 

?x  d y        d y  d X 
ist    so  hat  man  (vgl.  Fig.  72) 


9}  m 

Daher  gibt  es  in  ^  eine  Funktion  G,  die  die  Ableitungen 

oG  J.C g       dG  „dg 

dx       '  dx       cy        '  dy 
besitzt,  also  das  Differential 

dG  =  fd(j. 
Da  auch 


Jgdf=-Jfdg  =  0 


ist,  so  gibt  es  eine  Funktion  F,  deren  Differential 

dF=gdf 
lautet.     Sie  ist  übrigens,   abgesehen  von    einer  additiven  Kon- 
stanten, gleich  fg  —  G. 

Wenn  an  der  Stelle  Xn,  ii ,  die  Ableitungen  -5—5  ä—  nicht  beide 
w  Jo  ^  °       0  x    ö  y 

Null   sind    (oder  die  Ableituugen  ^  >  ^    ),    so    kann    man    in 
V  ^       (Jx  dy/' 

einer  gewissen  Nähe  dieser  Stelle  F  als  Funktion  von  f  {G  als 
Funktion  von  g)  betrachten,  g  wird  dann  die  Ableitung  von 
jP  nach  f  (f  die  Ableitung  von  G  nach  g).  Den  Beweis  über- 
lassen wir  dem  Leser. 

§  57.  Der  reelle  und  der  imagiuäre  Teil  von  f(s). 
f{z)  sei  in  einer  gewissen  Umgebung  von  z^  definiert  und 
habe  an  der  Stelle  ^^  eine  Ableitung  f'{z^j).  Wir  wollen  fis) 
in  seinen  reellen  und  imaginären  Teil  zerlegen 

f{2)  =  u  +  h: 
(i  und  V  sind  dann  reelle  Funktionen  der  reellen  Veränderlichen 
X,   y,   die    in   einer  gewissen   Umgebung  von  (xq,  y^)  definiert 
sind. 

Was  bedeutet  nun  die  Existenz  von  /'  (Zq)  für  diese  Funktionen 
u,  V?  Wenn  ['{Zq)  existiert,  so  hat  dies,  wie  wir  wissen, 
folgende  Bedeutung.     Aus  lim  z„  =  Zq  {z„  =j=  Zq)  folgt  stets 
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Diese  Relation  läßt  sich  auch  so  schreiben 


z^  —  z.. 


und  sie  ist  orleichbedeutend  mit 


Da  nämlich 

^-r,  -  ^0      ^      ^"  -  ^0       +    ^"  -  ;«/o 

ist,  geht  der  absolute  Betrag  von 

I  ^„  -  a^o  I  +  i  y„  -  2/o 
nicht  über  1  hinaus.     Aus  (*)  folgt  also  (**). 
Anderseits  ist  aber 

also 

so  daß  der  absolute  Betrag  von 

^«  —  Zn 

nicht    über   2    hinausgeht.     Daher    folgt   aus    (**)   wieder  (*). 
Beide  Relationen  sind  also  wirklich  gleichbedeutend. 
Nun  hat  man,  wenn  f  {z^  =  A  +  iB  ist  {A,  B  reell), 

f{Zn)-f{z,)-{z.,-z,)f{z,) 

=    [u{Xn, Vn^  -u{xq,  t/o)  -  Mx„  -  Xq)  +  B(y„  -  t/o)  j 

+  i^v(x„,  y„)  -  V  Xq,  2/o)  -  S(x„  -  x^)  -  A(y„  -  t/o) )  ' 

Die  Relation  (**)  läßt  sich  daher  durch  die  beiden  folgenden 
ersetzen: 


(t) 


lim  "(^"^  ^^'^  ~ ""^^o '  ^0^  ~  ^(^"  ~ ^0  +  ^(^"  ~ ^0  _  0 

I  ^^  -  ^0  I  +  !  2/„  -  2/o  I 

lim  "  (^^^  ^")  -  ^ (^0 '  yp)  -  -B  K  -  ^o)  -  ^ f^n  -  Vo)  _  Q 
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Diese  besagen  aber,  daß  u  und  v  an  der  Stelle  Xq,  y^  eigentlich 
differenzierbar  sind  und  daß  ihre  Ableitungen  dort  folgende 
Werte  haben: 


du             Tj 

dv        p 

dx           ' 

1^  =  ^- 

dy 

du       dv 
dx       dy 

du            dv 
dy            dx 

Hiernach  ist 

(tt) 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat  gefunden: 
/^(^„)  existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  u  und  v  an 
der  Stelle  {Xq,  y^  eigentlich  differenzierbar  sind  und 
zwischen  ihren  Ableitungen  an  dieser  Stelle  die  Re- 
lationen (ff)  bestellen,  f  {2^)  ist  übrigens  gleich^)  ?<i  x^^yo) 
-r  iv^^x^,  Va)  oder  v^ix^^,  y^)  -  iu^ix^,  Vo) 

Wenn  f^z)  in  dem  Rechteck  'Si,  das  durch  die  Ungleichungen 

a  ^x  ^h,     c  ^y  ^d 
definiert  ist,  überall  eine  Ableitung  hat,  so  bedeutet  dies,  daß 
u,  V  in  3ft   eigentlich    differenzierbar   sind   und   die   Relationen 
(ff)  erfüllen.     Nach  §  56  ist  dann 

I  {udx  —  vdy)  =  0, 

SR 

1  {vdx  -\-  udy)  =  0, 
also  auch   (vgl.  S.  142) 

1  f{z)dz  =  /  {udx  —  vdy)  +  M  {vdx  +  udy)  =■  0. 

Damit  ist  der  Cauchysche  Fundamentalsatz   auf  den  in  §  56 

bewiesenen  Satz  über  reelle  Funktionen  zurückgeführt. 
Wir  hätten  auch  so  argumentieren  können  (vgl.  S.  185): 
Weil    die    Funktionen    ?<,  v    in  9fl    eigentlich   differenzierbar 

sind  und  mit  ihren  Ableitungen  die  Gleichungen  (ff)  erfüllen, 

sind 


1)  Die  Ableitung  nach  xy  bezeichnen  wir  durch  die  Indizes  1,  2. 
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udx  —  vdy,     vdx  -f  udy 
die    Differentiale    zweier    Funktionen    U{x,   y),    V{x,    y),  und 
zwar   sind    es    eigentliche    Differentiale,   wegen    der    Stetigkeit 
von  u,  V.     Es  ist  nun 


du 

dx          ' 

du 

d-y  =  -'' 

dv 

dx  =  '> 

dV  _ 

dy 

,  daß 

du  _dv 

dx        dy 

du  _       dv 
dy             dx 

Hieraus  ersieht  man,  daß 

dU^ 
dx 
ist,  und  kann  nach   dem  obigen  Satze  schließen,  daß 

in  9t  überall  eine  Ableitung  i^'(^)  hat.    Diese  Ableitung  lautet: 

Fl ,  X       du  ,    .  dv  ,    .  /./  V 

<")-  ox^'jx- ''+''  =  f(')' 

§  58.  Der  Cauchysche  Fuudameutalsatz  für  Normal- 
bereiche. Die  reellen  Funktionen  ^„'ic),  i^ii")  seien  in  dem 
Intervall  <«,  fo)  stetig  und   es  sei  im  Innern  von  ^a,  ft>  stets 

Dann  bilden  die  Punkte  x,  y,  die  den  Bedingungen 

a  <  ic  ^  &, 

genügen,  also  die  Punkte 

(*)  z  =  x-T  i{\-t) ^, {x)  +  it^^ {x) 

einen  sogenannten  Normalbereich  (vgl.  Fig.  73). 

Wenn       wir 
einen     solchen 
Bereich     einer 
Drehung  unter- 
werfen, so  nen- 
nen     wir     ihn 
nach    wie    vor 
einen   Normalbereich.      Wir    können    also    sagen,    daß    jeder 
Normalbereich  sich  in  folgender  Weise  darstellen  läßt: 
m)  z  =  [u  +  i{\  -  t) %(u)  +  it% (n) ] e'y. 


Fig.  73. 
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Dabei  ist  y  eine  reelle  Koustante  x  und  /  sind  reelle  Ver- 
änderliche, die  in  den  Intervallen  <«,  6>  bzw.  <0,  1>  variieren. 
T/>o(it),  ^i(«)  sind  reelle  stetige  F'unktionen  in  Ka,  &>,  die  für 
a  <i  n  <h  der  Ungleichung  ib^  [ii)  <  t/»!  (i<)  genügen. 

Der  positive  Umfahrungssinn  des  Normal- 
bereiches 9^  ist  in  Fig.  74  durch  einen  Pfeil 
markiert.  Man  hat,  wenn  mau  sich  auf  dem 
Rande    im    positiven    Sinne  bewegt,    das    Innere 


von  91  zur  Linken.      /  bedeutet  ein  Integral  längs  ^.    ,, 

des  Randes  von  9^  in  positivem  Sinne.     Es  ist  also  (vgl.  Fig.  74), 
wenn  der  Rand  eine  Länge  hat, 


f'Af^M 


Wir  Av erden  nur  solche  Normalbereiche  zulassen,  bei  denen 
die  Funktionen  jit^nnd  rp^  in  (a,  6>  abteilungsweise  monoton 
sind  Ka,  ?>)  läßt  sich  also  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teil- 
intervallen <a,  /3>  zerlegen  derart,  daß  ifj^  und  ip^  in  jedem 
Ka,  ß}  monoton  sind  Dann  hat  der  Rand  von  9^  eine  Länge. 
Außerdem  ist  aber  noch  folgendes  zu  bemerken. 

Nimmt  man  auf  der  Kurve  y  =  iI>q{x)  oder  auf  y  =  ■iIj^{x) 
zwei  Punkte  {x,  y)  und  (x  -j-  h,  y  +  Je),  die  zu  demselben 
Monotonieintervall  gehören,  so  ist  (vgl.  Fig.  75) 
der  Bogen  zwischen  ihnen  kleiner  als    h   -\-\k  , 


also  sicher  kleiner  als  2}//i^  -|-  Z:^.  Hier  ist 
also  die  in  §  46  geforderte  Bedingung  erfüllt. 
Wir  können  daher  die  Resultate  jenes  Para- 
graphen ohne  Bedenken  anwenden.  i-'ii?  75. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  der  Normal- 
bereich '?fl  aus  lauter  inneren  Punkten  eines  Gebietes  ®  be- 
steht, in  welchem  f{z)  definiert  ist  und  überall  eine  Ableitung 
f  {z)  hat.  Ein  innerer  Punkt  von  &  ist  dadurch  charakterisiert, 
daß  sich  um  ihn  ein  Kreis  beschreiben  läßt,  der  nur  Punkte 
von  (5)  enthält.  In  einer  gewissen  Umgebung  eines  inneren 
Punktes    von  @   liegen   nur  Punkte    von  @.     Jeder  Punkt  des 
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Normalbereiclies  ^  soll  also  ein  innerer  Punkt  von  @  sein, 
und  in  (3  soll  f{z)  überall  eine  Ableitung  f  (z)  haben. 

Wir  behaupten  nun  folgendes.  Die  Punkte,  welche  nicht 
zu  ©  gehören,  sind  von  den  Punkten  des  Normal- 
bereiches 9^  wenigstens  um  d  entfernt.  Dabei  ist  d  eine 
passend   gewählte  positive  Zahl. 

Angenommen  dieser  Satz  wäre  nicht  richtig.  Dann  wäre 
keine  positive  Zahl  d  von  der  angegebenen  Beschaffenheit 
vorhanden.  Setzen  wir  also  z.  B.  d  =  (w  =»  1,  2,  •  •  ),  so 
gibt  es  einen  Punkt  zj,  der  nicht  zu  @  gehört  und  von  einem 
Punkte  z„  von  9?  um  weniger  als  l/n  entfernt  ist.  Die  Punkt- 
folge z^,  5-2,  ^3,  ...  ist  beschränkt,  weil  sie  der  beschränkten 
Punktmenge  Sfl  angehört.  Sie  hat  also  eine  Häufungsstelle  §  (vgl. 
S.  65).  §1,  1.2,  ^3,  •  •  •  sei  eine  nach  5  konvergierende  Teilfolge 
und  5/,  l^'y  h'}  •  ■  ^^®  entsprechende  Teilfolge  von  .?/,  zj, 
sj,  .  .  .     Dann  ist 

lim  §„=5,     lim  (§,/ -  ä„)  =  0; 

mithin  auch  ,.       , 

hm  ä„  =  ä- 

Nun  ist  aber  ^  eine  abgeschlossene  Punktmenge. 
Hat  man  nämlich  in  dem  Bereich  (*)  die  Relation 

lim  {a;„  +  i{i  —t„)  %  W  4-  it,,  ipi  {x„) }  =  Xq -^  iy^, 

{a<x„<b,       0  <  t„  <  1) 

so  kann  man,  wenn  t^,  t^,  t^,  .  .  .  keine  konvergente  Folge 
sein  sollte,  durch  Übergang  zu  einer  Teilfolge  diesen  Fall 
herbeiführen.  Wir  dürfen  also  annehmen,  daß  lim  t„  =  i^ 
e.xistiert.      Nun  folgt  aus  der  obigen  Relation  zunächst 

lim  Xn  =  Xq 
und  weiter 

lim  {(1  -  t„) %  (x„)  -f  t„  ^1  {x„) }  =  (1  -  to)  to M  +  ^0  ^1 M  =  ^0- 

Da  a-^Xn^h  ist,  muß  wegen  lim  x„  =  Xq  auch  (i  ^XQ^h 
sein.  Ebenso  müssen  wegen  0  <  ^,,  ^  1  und  lim  t„  =  t^  die 
Ungleichungen  0  ^  ^^  <  1  gelten.  Dann  liegt  aber  der  Punkt 
(Xq,  y^  in  dem  Bereich  (*). 
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Jeder  Normalbereich  ist  also  eine  abgeschlossene  l'unkt- 
menge.  Daher  gehört  der  oben  mit  3  bezeichnete  Punkt  zu  9i 
und  er  ist  wegen  lim  §,',  =  3  eine  Häufungsstelle  von  Punkten, 
die  nicht  zu  &  gehören.  In  jeder  Umgebung  von  ;^  gibt  es 
solche  Punkte.  Das  widerspricht  offenbar  der  Voraussetzung, 
daß  alle  Punkte  von  '?fl  innere  Punkte  von  &  sind. 

Wir  können  wegen  der  Stetigkeit  von  ipQ  und  ^j  den 
Normalbereich  ^  in  der  in  Fig.  76  angedeuteten  Weise  so  in 
Streifen  zerlegen,  daß  die  in  Fig.  76  gezeichneten  Rechtecke 
nur  Punkte  von  &  enthalten.  Wir  brauchen  nämlich  nur 
zu  bewirken,  daß  jeder  Punkt  eines  solchen  Rechtecks,  der 
nicht  selbst  zu  9^  gehört,  von  gewissen  Punkten  von  SR  um 
weniger  als  d  entfernt  ist. 

f(z)  hat  in  jedem  von  diesen  Rechtecken  überall  eine  Ablei- 
tung. Daher  läßt  sich  hier  der  Satz  von  der  Unabhängigkeit 
des  Integrals  vom  Integrationswege  anwenden.  Es  kommt  also 
Null  heraus,  wenn  man  f{2)  längs  eines  geschlossenen  Weges 
integriert,  der  in  einem  der  Rechtecke  enthalten  ist. 

Man  hat  also  (vgl.  Fig.  76): 


AB        BC        CH^       HA 
HC        CD        DG        GH 


HC        CD        DG        GH 

Fig.  76. 


GD        DE        EF        FG 


Unter  die  geraden  Wege   haben  wir  einen  Strich,  unter  die 
krummen  einen  Bogen  gesetzt. 

Durch  Addition  der  obigen  Gleichungen  ergibt  sich 

AB        BE        EF^        FA 
d.    h.  ^  ^         "^       ^ 

(t)  Jmd^-0. 
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Wir  wollen  noch  einige  Bereiche  betrachten,  wo  das  Rand- 
integral  ebenfalls  verschwindet. 

B  In  Fig.  77  ist  aus  dem  Innern  eines  Normal- 
bereichs ein  Kreis  herausgeschnitten.  Wir 
nehmen  an,  daß  die  Punkte  des  Restbereiches  'Üfi 
innere  Punkte  des  Gebietes  (3  sind,  in  welchem 
f{z)  überall  eine  Ableitung  /"'(^)  hat. 

In  F'ig   77    sehen  wir  den  Bereich  ^  in  vier 
Normalbereiche  zerlegt. 
Nach  (t)  ist 


AB  BC  CJ  JII  HA 
JC  CD  DK  KLJ 
UJ       JMK      K<;       GH 


dK       KD        DE        EF        F'i 

Hieraus  findet  man  durch  Addition 


/     +     /  =  0       oder  kurz      1  f{z)  dz  =  0. 


ABEFA        KLJMK 


Wenn    man    also   f^z)   längs    der    beiden    Randkurven  von  9i 

integriert,  so  daß  man  das  Innere  von  ^  zur  Linken  hat,    so 

kommt  Null  heraus. 

In  Fig.  78  sieht  der  Leser  ein  Gebiet  §,  das 
durch  drei  Kreise  begrenzt  ist.  Wenn  alle 
Punkte  dieses  Gebietes  innere  Punkte  von  @ 
sind,  so  verschwindet  das  Integral  von  f{z) 
längs  des  Gesamtrandes  von  ^.  Durch  die 
Pfeile  wird  angezeigt,  in  welcher  Richtung  man 

die  Randkurven    zu    durchlaufen    hat.     Das    Innere  von  §  hat 

man  dabei  zur  Linken. 


Fig.  78. 
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Der  Leser  beweise,  daß 

'  f[2)  dz  =  0 


/ 


•9 

ist  und  benutze  dabei  eine  Zerlegung  von  §  in  Normalbereiche, 
die  er  selbst  aufsuchen  möge. 

§  59.  Direkter  Beweis  des  Cauchyschen  Fuudameutal- 
satzes  für  einen  Normalbereich.  Wir  betrachten  den 
Bereich 

(gfj)  .  =  u  +  i{(i  _  t)i>Q{u)  +  <t^i(h)}  • 

t^o(«),  ^i(?()  sind  in  dem  Intervall  <«(,',  a^}  stetig  und 
von  beschränkter  Variation,  außerdem  ist  im  Innern  von 
<«„,  a^y  überall  ^o('0  <^  ^lOO-  ^i^  setzen  etwas  weniger 
voraus  als  in  §  59.  Dort  verlaugten  wir  nämlich,  daß  ^^^,  ^^ 
abteilungsweise  monoton  sein  sollten. 

Die  Funktion  f{ß)  habe  in  SU  überall  eine  Ableitung  f  {z). 
Diese  Voraussetzung  bedeutet  folgendes:  Wenn  man  in  9^ 
irgendeine  konvergente  Punktfolge  z^,  ^, ,  z^  .  .  .  nimmt,  die 
ihren  Grenzpunkt  z^  nicht  enthält,    so    ist    die  Quotientenfolge 

_ — ,    , . . . 

stets    konvergent.     Der    Grenzwert    dieser   Folge    hängt    dann, 
wie    man    sich    leicht    überzeugt,    nur    von  z^^   ab  (vgl.  S.  84). 
Er  ist  die  Ableitung  von  f(z)  au  der  Stelle  *,,.     Wir  gehen  bei 
der  Berechnung  der  Ableitung  nicht  aus  9^  heraus. 
Die  Funktionen 

tt{u)  =  (1  -  0  ^o(w)  +  f^M         (^  ^  ^  ^  1) 

sind  in  <ay,  a^y  alle  stetig  und  von  beschränkter  Variation. 
Die  Kurve  ^       i  /-  .\  ,     ^    ^     \ 

hat  infolgedessen  eine  Länge,  die  wir  mit  Xt{0'o,  «i)  bezeichnen 
wollen.  Entsprechend  soll,  wenn  <a,  a'>  ein  beliebiges  in 
<aQ,  a^y  enthaltenes  Intervall  ist,  A,<a,  a'>  die  Länge  des  Bogens 

,     j      ,  z  =  xi'tiu)  (a<M<a') 

bedeuten.  ^  — 
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In    Fig.   79     sind     ÄB^^,    AB^     gleich     und    parallel    den 
Sehnen     Äq  B^      bzw.    A^  B^     der     Kurven     z  =  tp^iii)     und 
z  =  ^lOO      AB   ist    die    entsprechende    Sehne 
der  Kurve  z  =  -^t{u)-     Es  ist  also 

A^A  =  IA^A;,       B^B  =  tB^lB^, 
also 

B,B=B,'B-A,'A  =  t(B,'B,'-A,'A,')  =  tB,B, 
und  daher 

BB,==(\-t)B,B,. 

Pia-  '''•>■  Zieht  man  nun  BC  parallel  zu  B^A,  so  wird 

CB  ==  {l  -  t)  AB^,       AC^tAB,. 
Nun  ist  aber  in  dem  Dreieck  ABC 

AB<CB  -i-  AC. 
Daher  hat  man 

AB<{l-t)A^'B^'+tA,'B,'. 
Hieraus  folgt 

Jedenfalls  ist  also 

(*)  A,(a,  a')^Ao(a,  a')  +  X,{a,  «'). 

Außer  den  Kurven  z  =  fi^ii)  werden  wir  zur  Teilung  des 
Bereiches  '>!fl  noch  gewisse  Geraden  benutzen,  die  parallel  zur 
«/-Achse  laufen.  Wenn  t  ein  Wert  aus  dem  Intervall  <0,  1> 
ist,  so  läßt  sich  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in  (.%,  a^} 
der  Wert  «^  derart  wählen,  daß 

wird.  Diese  Gleichung  besagt,  daß  die 
Summe  der  l^ögen  P^Bt  und  Q^Qt  sich 
zu  der  Summe  der  Bögen  Pq  P^  und  Q^  Q.^ 
verhält  wie  t  zu  1.  Die  Gerade  x  =  at 
teilt,  die  Bögen  PqPi,  QqQ\  in  der  Weise, 

daß  die   Summe    der  Bögen    links  sich  zur  Summe  der  Bögen 

rechts  verhält  wie  ^  zu   1  —  ^. 


Pz 


Fig  80. 
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Wir  zerlegen  jetzt  den  Bereich  '^  durch  die  Teilungslinien 

in  vier  Normalbereiche  M',  'Sl",  ^"',  9i'^'.  q. Q, 

Da   die    Funktion    f(z)    in  9^  stetig  ist,  so       <?o 
existieren    alle   Integrale,     die    im    folgenden 
vorkommen  (vgl.  §  43),  und  man  hat: 

Es  ist  nämlich  (vgl.  Fig.  81): 


9r  PaJ''  P'H'  R'Ro  RoPo 

Vi"  P'T\  P,R,  RiR'  R'P' 

■Di'"  R'  R,  fiiQ,  Q,  Q'  Q'R' 

gilV  «„K'  R-q'  Q/Q^  Q„R„ 

Hieraus  ergibt  sich   durch  Addition 

Vf       VI"        VI"'      5»  IV 
F„P'      P'P,     P,R,      Ä.Q,      Q,Q'      Q'Qo     Qo-«»      «o^o 

=  /  =  / 

Alles  andere  hebt  sich  fort. 

Nun  wähle  man  auf  der  rechten  Seite  von  (**)  das  Integral 


Jm 


dz 


9ii 


w 
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80,   daß   sein   absoluter  Betrag   möglichst  groß  ist.     Dann  gilt 
die  Uuffleiclmng 


K  SR, 


Jetzt  nehmen  wir  die  Teilungslinien 

X  =  ai  ,     X  =  a3_        und        ii  =  il)\_{x),     y  =  iti?^)- 

4  4  4  4 

Zwei    von    ihnen     zerlegen    91,    in    vier    Normalbereiche   9^,', 
^x,   '^li\   W,  und  es  ist 


JW-f-M 


%        SR,'       9J,"      SR,"'      ^J?,iv 

Auf  der  rechten  Seite  suchen  wir  ein  Integral 


s)t. 


f[z)dz 


heraus,    das    einen    möglichst    großen    absoluten    Betrag    hat. 
Dann  ist  ,      ^  ^ 

\J   ^*  J 

I    SR,  ISR, 

Nun  kommen  die  Teilungslinien 


und 


X  =  ai,      X  =  az_,      X  =  ttb 

8  8  8 


X  =  ai 


=  t/'i(«),   </  =  ^a(-^")j   y  =  '^i{^),   y^tpiix) 


an  die  Reihe.     Zwei    von    ihnen   zerlegen    ^ig  ^^  ^^^^  Normal- 
bereiche.   Unter  ihnen  hat  einer,  er  heiße  ^Ig,  die  Eigenschaft 


usw. 


9t.        I  1  9^3 


Es  gibt  einen  und  nur  einen  Punkt  Zq,  der  den  sämtlichen 
Normalbereichen  ^l,,  ^l,?  ^3>  •  •  •  angehört.  Ihn  benutzen  wir 
zur  Umformung  des  Integrals 
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jt\^)dz, 


uud  zwar  schreiben  wir: 


(t)     Jt{z)dz  =f\  m  -  /-(.^o)  -  (^  -  ^o)r  (^o)  1  d^ 


Daß 


/- 


0 


ist.    geht   unmittelbar    aus    der  Definition    des  Kurvenintegrals 
hervor.     Daß  ebenso 


ß 


ist,  können  wir  gleichfalls  aus  jener  Definition  entnehmen. 
Sind  Zq,  .i'j,  .  .  .  z„,  Zq  Stationen,  die  wir  beim  Durchlaufen 
des  Weges  machen,  so  ist  das  Integral  der  Grenzwert  von 

für  den  Fall,  daß  die  Maximalsehne,  d.  h.  die  größte  der  Ent- 
fernungen 

■  ■^l  ^0    5  '^2         ^l    J       •    •    -f        l  ^n         ■ä'ji  — 1  |,        \  Zq         Z„    , 

nach  Null  konvergiert.  Dasselbe  Integral  ist  aber  auch  der 
Grenzwert  von 

T=z^{z^  —  Zq)  +  z^fz,  —  ^i)  H h  z„{zr,  —  .e„_i)  +  Zq(Zq  —  z„), 

also  auch  der  Grenzwert  von 

—o-  =  i^i  +  ^o)  (^1  -  '^o)  +  (^2  +  ^i)  k>  -  ^i)  +  •  •  • 

=  (4  -  4)  +  (4  -  ^i)  +  •  •  •  +  (^"  -  ^«-0  +  (4  -  ~^")  =  0- 

Damit  ist  die  Umformung  (f)  gerechtfertigt. 

Der    Rand    des    Bereiches    9'?^,    enthält    zwei    Kurvenbögen, 
deren  jeder  kleiner  ist,  also 

K  owal  ewBki,  die  komplexen  Veränderlichen.  14 
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Man  erinnere  sich  an  die  Ungleichung  (*)  und  an  den  Charakter 
der  Teilungslinien  x  =  üt.  Ferner  besteht  der  Rand  von  '?flp 
aus  zwei  Geradenstücken,  die  nicht  größer  als  A/2^  sind,  wobei 
A  das  Maximum  von  4\{u)  —  if^^^iu)  in  dem  Intervall  <aQ,  a^) 
bedeutet.  Der  ganze  Rand  von  9^j„  hat  also  eine  Länge  Lp. 
die  der  Ungleichung 

genügt.     Äq',  Aj  sind  Abkürzungen  für  A^faß,  a^),  A,(c/o,  a^). 
Nach  der  Abschätzungsforrael  in  §  45  wird  nun 

Jf{z)dz  =  »plp\f{2p)  -  /\^J  -  i^P  -  ^o)  f\^o)} 


oder 


/' 


f{z)  dz  ==  »p  Ip  ^^ ^ '- (  *J  <  i) 


Zp  liegt  auf  dem  Rande  von  9^p.    Nun  haben  wir  S^Zj,  9^2  >  ^3> 
so  gewählt,  daß  die  Ungleichungen 


IW\I\'\J  ^I  '\ImI\ 


^4 

«         I  i  9J"i         I        i  5RI 

gelten.     Hieraus  folgt 


JMS 


9i 

Da  nun 


2^?p<2(Ao+  Ai+  A) 
ist,  so  können  wir,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen,  folgende   Ungleichung  schreiben: 


(tt) 


/ 


< 


M^ 


^o)f'i^o) 


fi^p)  -'  /'(^o)  -  (^y.  -  ^o)/"'(^o) 


Bei  unendlich  zunehmendem  p  ist  aber 
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Wir  kimnen  von  dem  Fall  absehen,  daß  ein  Zp  gleich  3q  ist. 
Sonst    würde   nämlich    sofort    /  =  0  folgen.     Ist  aber  Zp  4=  s^, 

so  läßt  sich  der  betrachtete  (Quotient  so  schreiben: 
Ip        \      ^^~-^o  ^   '"'n' 

Er  ist  also  seinem  Betrage  nach  kleiner  als 

-/'Uo)i, 


f(^,)-f(^o'  ,,,,^ 


denn      Zp— z^     ist   kleiner  als  Z^,   weil  z^  und  Zp  beide  in  9?^ 
liegen.^) 

lim^^'     ^^'   =f'(z) 

ist,    so    konvergiert   die    rechte    Seite  von  (ff)    wirklich  nach 
Null.     Mithin  ist 


ji\£)dz  =  0. 


§  60.  Die  Cauchysche  Integralformel.  Wir  betrachten 
einen  Normalbereich  9^  von  derselben  Art  wie  in  §  60.  Es 
ändert  sich  übrigens  an  den  Betrachtungen 
nichts  Wesentliches,  wenn  der  Normalbereich  ^ 
gedreht  wird 

§  sei  ein  Punkt  im   Innern  von  ^X^\     um    y  "^     J\jf^ 
ihn  beschreiben  wir  einen  Kreis  ^,  der  ganz    T 


im  Innern  von  9^  liest.    A^  und  jB'  seien  die    ^ 


beiden  Punkte,    wo  die  Tangente  des  Kreises  j,.    ^^ 

parallel   zur  1/- Achse  ist.     AA^  und  TiW  in 

Fig.  82   seien    Stücke   von   Kurven   1?/ =  t^;(a^),  wie    wir    sie    in 


1)  Man  gehe  von  z^  nach  Zp  auf  einem  Weg,  der  aus  einer  Kurve 
y  —  -üft{x)  und  einer  Parallelen  zur  ?/-Achse  besteht  und  benutze  die 
Ungleichung  (*.  sowie  die  Bemerkung,  daß  die  Gerade  der  kürzeste 
Weg  zwischen  zwei  Punkten  ist. 

2)  r  =  w-f  t(l  —  i)i|)^(u) -f  »^i|>i  0*)  ist  dann  und  nur  dann  ein  innerer 
Punkt  von  Ü)J,  wenn  n^  <^  w  <[  Oj  und  ü  <[  <  <  1  ist. 

14* 
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§  60  benutzt  haben.  Sie  zerlegen^)  9^  —  ^  in  die  beiden 
Normalber eiche  %  und  %.  %  hat  den  Kand  A^B^BB'DA'ÄA^, 
%  den  Rand  AÄ'CB' BB.Ä^Ä. 

Wenn  nun  f\s)  in  91  überall  eine  Ableitung  hat,  so  hat 

in  91  —  Ä  überall  eine  Ableitung,  und  zwar  ist 

Nach  §  60  ist  also 

j(p{z)dz  =  0,       J'(p(js)ds  =  0, 


d.  h. 


A^o      BoB       BB'     B'DA'    AA       AA,, 

J'+J'-^J'+f+f+f-  '■ 


AA'      A'CB'     B'B         BBi       B^Ai      A,.\ 

Bei  der  Addition  heben  sich 


aa: 
sowie 


/    -"  / 

l'^  AÄ 

I     -''     / 


BB'  B'B 

gegenseitig  auf  und  es  bleibt 

lq){s)dz—  j  (p{3)ds  =  0. 

Wie    91    und    ^    zu    durchlaufen    sind,    deuten    in  Fig.  82  die 
Pfeile  an. 

Jetzt  wollen  wir  uns  mit  dem  Integral 


1)  'fH^f^i    bleibt    übrig,    wenn    wir    von    31    die    innerea  Punkte    des 
Kreises  Ä  fortlassen. 
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J 


(p  {z)  di 


beschäftigen.     Wir  können  schreiben 


Das  letzte  Integral  ist  gleich 

Q  ist  der  Radius  des  Kreises  ^  und  t  ein  Punkt  auf  Ä,  also 
Beachtet  man  noch,  daß 


J  2-b     J~ 


-5 
ist,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 


^-J  =  2^; 


ffS;  =  2^,y(i)  +  2.,# «?L-JXa).        ,1  ^ I  ^  ,-, 

Läßt  man  jetzt  g  nach  Null  konvergieren,  so  wird  lim  ^  =  5, 
also 


also 
Daher  muß 


lim  |2=rp»^p»>)-0. 


91 


d£; 
ä 


sem. 

Das  ist  die  Cauchysche  Integralformel.  Sie  zeigt  uns,  daß 
die  Werte,  die  f{z)  im  Innern  von  91  annimmt,  vollkommen 
bestimmt  sind  durch  die  Randwerte,  d.  h.  durch  die  Werte,  die 
die  Funktion  auf  dem  Rande  von  Sil  hat.  Die  Cauchysche 
Integralformel  ist  uns  nicht  neu.  Wir  haben  sie  schon  bei 
den  Potenzreihen  kennen  gelernt.     Dort  war  aber  91  ein  Kreis. 
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Ähnlich  wie  der  Cauchysche  Fundaraental- 

satz   läßt   sich  auch   die  Cauchysche  [ntegral- 

formel  auf  andere  Bereiche  übertragen. 

/,       f{z)    habe    z.  B.   in    dem    Bereich    .^^  —  ^2 

(Fig.  83)  überall   eine  Ableitung  f  {3).     Ist  J 

ein    innerer   Punkt   von  §t^  —  Äo»    ^^   können 

wir   um    ihn   einen  Kreis  ^   beschreiben,   der 

ganz   innerhalb  ^^  —  ß^   liegt.     In  dem   Bereich  Ä^  —  ^2  —  Ä 

hat  nun 

überall  eine  Ableitung.  Daher  ist  das  Integi-al  von  (p{z)  längs 
des  ganzen  Randes  von  Ä^  —  Äo  —  Ä  gleich  Null  (vgl.  S.  204). 
Dabei  muß  man  die  Randkreise  so  durchlaufen,  daß  man  das 
Innere  des  Gebietes  ^^  —  ^2  ~  ^  ^"^'  Linken  hat.    Es  ist  also 

/  (p{z)dz  +  /  tp{z)dz  —  I  q)(z)dz  =  0. 

Die  Pfeile  in  Fig.  83  zeigen,  wie  hier  ^i,  Äj  und  ^  orientiert 
sind.  Läßt  man  q,  den  Radius  von  Ä,  nach  Null  konvergieren, 
so  findet  man 

f(z) 
Man  muß  also,  um  2'xif{l)  zu  erhalten,  längs  des  Ge- 

samtrandes  von  ^j  —  Ä,  integrieren,  und  zwar  so,  daß  man 
das  Innere  von  Ä^  —  ^2  stets  zur  Linken  hat. 

§  61.  Die  Taylorsche  Reihe.  f{z)  habe  in  dem  Kreis  K 
(dessen  Rand  eingeschlossen)  überall  eine  Ableitung  f  {z). 

Ist  dann  §  ein  Punkt  im  Innern  von  K^  so  gilt  die  Cauchysche 
Formel 

K 

5y  sei  der  Mittelpunkt  und  r  der  Radius  von  K.  Da  5  im 
Innern  von  K  liegt,  hat  man,  wenn  s  auf  K  läuft,  l  —  Zq 
=  d-{z  —  z^\   dabei  ist     -9-     eine  Konstante  und  kleiner  als   1. 
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Nun  silt  die  Identität 


Hieraus  folgt  durch  Multiplikation  mit   \  :  (z  —  Zq) 
Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  (*)  ein,  so  findet  man 


K  K  K  ^'' 

2niJ       z- 


^  2mJ      z-i 


Nach  §  45  ist  aber 


iicij      3  — 5  r  — rl-S-i  ' 

K 


M  bedeutet  das  Maximum  von  f(z)  auf  K.  Da  ■O'  eine 
Konstante  und  kleiner  als  1  ist,  so  wird  bei  unendlich  zu- 
nehmendem n 

lim    %•  "  =  0, 
folglich  auch 


\2TtlJ  Z-h        ) 


K 

SO  daß  wir  schreiben  können : 

(t)  f^h)  =  «0  +  «i(S  -  -^0^  +  «2(S  -  ^0^'  + 

Dabei  haben  wir 

f(z)dz 


\TtlJ    1 


^^ij  (z-z,r+^ 


=  ttr, 


gesetzt  (n  =  0,  1,  2,  .  .  .). 

/"(j)  läßt  sich  also  für  ^  —  z./\  <i  r ,  d.  h.  im  Innern  des 
Kreises  K  durch  eine  Potenzreihe  in  ^  —  Zq  darstellen.  Eine 
Potenzreihe  hat  nun  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises  alle 
Ableitungen,  und  man  findet  sie,  indem  man  gliedweise 
differenziert.  Die  Ableitungen  nach  ^  —  Zq  sind  aber  zugleich 
die  Ableitungen  nach  g,  weil  schon  die  Differenzenquotienten 
nach  ä  —  ^0  und  nach  5  übereinstimmen.    Es  ergibt  sich  also, 
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daß    für      a-^o    < »'    ^^^    Ableitungen    f'[^),    f"{h\-- 
existieren  und  daß  sie  folgende  Werte  haben: 

f\h)  =  «1  +  2a2(g  -  ^0^  +  ?>a^(h  -  hY  +  •  •  •; 

/■"(j)  =  2  •  la^  +  3  •  2a.3(§  -  .£•,)  +  4  •  80,4(3  -  .r«)'  +  •  "  ' 

Setzt  man  g  =  -?o>  so  erhält  man  die  Formeln 
Allgemein  ist  daher  ,^^ 

Führt    man    diese  Werte    in    (f)    ein,    so    nimmt    (f)  folgende 
Gestalt  an: 

(tt)     f(h)  =  fi^o)  +  ^"-  (ä  -  ■^0)  +  ^^  (ä  -  %)^  +  •  •  • 

Das  ist  die  Taylorsche  Reihe. 

Wir  gingen  von  der  Annahme  aus:  f{z)  hat  in  dem  um 
z^  beschriebenen  Kreise  K  überall  eine  Ableitung  f{z). 
Hieraus  haben  wir  abgeleitet,  daß  f{z)  im  Innern  von  K  durch 
eine  Potenzreihe  in  z  —  Zq^  also  durch  eine  Reihe  von  der 
Form  «0  +  a^\z  -  z^  +  a^ (^  —  -^o)^  +  •  •  •  dargestellt  wird.  Da- 
mit war  zugleich  gezeigt,  daß  bei  f{z)  nicht  nur  die  Ableitung 
t'{z)  existiert,  sondern  daß,  wenigstens  im  Innern  von  K,  auch 
alle  höheren  Ableitungen  existieren. 

Es  ist  nicht  nötig,  die  Peripherie  von  K  mit  zu  K  zu 
rechnen.  Man  braucht  vielmehr  nur  zu  fordern,  daß  f{z) 
innerhalb  von  K  überall  existiert.  Um  den  Beweis  durch- 
zuführen, muß  man  K  durch  einen  etwas  kleineren  Kreis  um 
Zq  ersetzen,  der  ebenso  wie  K  den  Punkt  J  in 
seinem  Innern  enthält.  Man  findet  dann  für  die 
Koeffizienten  der  Potenzreihe  die  Ausdrücke 

'ä-  „  1      r      fi^)d^  (n  =  0,1,2,...) 


Kl    ^ 


sV  +  1 


Kig.  84.  XI  ° 


Die  Koeffizienten  haben  aber,  wo  auch  j  im  Innern  von  K 
liegen  mag,  stets  dieselben  Werte.     Die  Funktion 

— r  (n  =  0,  1,  2,  .  .  .) 
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liat  nämlich  in  dem  von  zwei  solchen  Kreisen  K^  und  K^ 
l)egrenzten  Gebiete  überall  eine  Ableitung  (vgl.  S.  87).  Also 
verschwindet  ihr  Integral  längs  des  Gesamtrandes  dieses  Ge- 
bietes, d.  li.  es  ist  (vgl.  S.  204) 

AT,  AT, 

Wir  können  also  unser  Ergebnis  auch  so  formulieren: 
Wenn  die  Funktion  f{z)  innerhalb  des  um  z^  be- 
schriebenen Kreises  K  überall  eine  Ableitung  f  {s) 
hat,  so  läßt  sie  sich  dort  durch  eine  Potenzreihe 
^0  +  ^^li^  ~  ^o)  +  ^ii^  ~  "oY  +  •  ■  ■  darstellen.  Es  existieren 
daher  innerhalb  K  auch  alle  höheren  Ableitungen  /""(-?), 
f"'{z),  .  .  .  Ebenso  existieren  innerhalb  K  alle  Stamm- 
funktionen 'f{2),  "fi^)^  •  ■  •  von  z,  und  zwar  können  wir  setzen 
(vgl.  S.  106): 

Wenn  innerhalb  K  die  erste  Ableitung  f  (s)  von  f(z) 
existiert;  so  existieren  gleich  alle  Ableitungen  und  alle  Stamm- 
funktionen. 

Offenbar  gilt  aber  auch  der  folgende  Satz: 

Wenn  innerhalb  K  die  erste  6^tammfunktion  '/'(■^)  "^on  f(2) 
existiert,  so  existieren  gleich  alle  Stammfunktionen  und  alle 
Ableitungen.  Da  nämlich  f'{/)  innerhalb  K  überall  eine  Ab- 
leitung hat,  gilt  für  'f{z)  der  vorige  Satz.  Es  existieren  also 
f(z),f"iz),...   und   "/M,  '"fizj. 

Es  ist  überraschend,  wie  folgenschwer  die  Voraussetzimg 
ist,  daß  f{s)  innerhalb  K  eine  Ableitung  hat  oder  selbst  eine 
Ableitung  ist.  Man  könnte  zunächst  glauben,  daß  man  es 
mit  einer  sehr  umfassenden  Klasse  von  Funktionen  innerhalb 
K  zu  tun  hat,  wenn  man  nur  fordert,  daß  die  erste  Ablei- 
tung oder  die  erste  Stammfunktion  existiert.  Das  ist  al)er 
eine    Illusion.     Denn    es    stellt    sich,    wie    wir    oben    gesehen 
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haben,  heraus,  daß  diese  Funktionen  Potenzreihen  in  ^  —  -q 
sind  (Zq  der  Mittelpunkt  von  K). 

Die  einzigen  Funktionen,  die  innerhalb  des  Kreisesii 
mit  dem  Mittelpunkt  z^^  eine  Ableitung  haben  (oder 
selbst  Ableitungen  sind),  sind  diejenigen  Potenz- 
reihen Hq  -f  «j  (^  —  z^)  +  «3  (^z  —  ZqY  -}■••,  deren  Kon- 
vergenzkreis nicht  kleiner  als  K  ist. 

Wenn  f(z)    in    der   ganzen   ^r- Ebene   überall  eine  Ableitung 
hat,    so    können    wir    den  oben  mit  K  bezeichneten   Kreis  be 
liebig    groß    wählen.     Die  Funktion   wird    also    in    der  ganzen 
Ebene  durch  ihre  Taylorsche  Reihe 

m)  +  "-=^fw  +  ^^V'"(^o)  +  •  •  • 

dargestellt.     Lassen  wir  z^^  mit  0  zusammenfallen,  so  reduziert 

sich  die  Reihe  auf  „ 

Cq-j-  c^z  -\-  c^z--{-  ■•■ 

wobei 

^"  ~      n\ 

ist  Die  Potenzreihe  Cq  -^,c^z  +  CgS'^  +  •  •  •  hat  den  Kouvergeuz- 
radius  oo.  Man  nennt  solche  Potenzreihen  beständig  kon- 
vergent. 

F'unktioneu,  die  überall  eine  Ableitung  zulassen, 
sind  also  nichts  anderes  als  beständig  konvergente 
Potenzreihen. 

§  &2.  Harmonische  Funktionen  von  jc,  y.  Wenn  f{z) 
innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  U  der  Stelle  z^^  überall 
eine  Ableitung  hat,  so  hat  sie  dort,  wie  wir  wissen,  alle  Ab- 
leitungen. Zerlegt  man  nun  f{z)  in  den  reellen  und  den 
imginären  Teil,  setzt  man  also 

f{z)  =  u{x,  y)  +  iv(x,  y), 
so  ist  (vgl.  S.  200) 

Man  sieht  dies  übrigens  sofort,  wenn  man  bei  der  Berechnung 
von  f{z)  das  Inkrement  h  von  z  einmal  reell  und  das  andere 


Harmonische  Funktionen.  219 


Mal  rein  imaginär  annimmt.     Sind  Ar»,  Ay  reell,  so  hat  man 

u{x  -f  A.T  y)  —  u{.v,  y)    .     .    v{x-\-  Are,  y)  —  v{x,  y) 

Aas  Ax 

"^^^  f{z  +  iAy)-f(z) 

iAy 

^  u{x,  y-^Ay)-u(x,  y)        .     v{x,  y-\-Ay)-v{x,  y) 
iAy  iAy 

Hieraus  folgen,  wenn  mau  A^',  Ay  nach  Null  konvergieren 
läßt,    die    Gleichungen  (*).     Die    Existenz    von  f'(z')  zieht  die 

Existenz  von    o^>    ^^-j    i^— >    -t^   und  die  Relationen 
ex      cy      ox     cy 

du       dv       du  dv 

dx       dy       dy  dx 

nach  sich. 

Da  nun  auch  f'iß)  existiert,  so  hat  man 

,.„  /  X  c   /du       .  dv\  _        .  0   (cu       .  dv\ 

'     ^'^■'        cx\dx  dx)  dx\dy         ^yj 

.  d   /du        .  dv\  d   /du        .  dv\ 

dy\dx  dx)  dy\dy  dy) 

d^u        .  d^v .  /  d^u     ,    .    d'v  \ 

dx^         dx*  \dydx   '      cydix) 

__        ./du*         .   d*v  \_         ß*'"'    \    •^*^\ 
~  ~  ^\d^?y  +  *  dxd^)  ~~  ~~    [d^*  "*"  *  W" 

Es  existieren    also    auch    die   zweiten  Ableitungen  von  u,  v 
und   zwischen   ihnen  finden  gewisse  Relationen  statt,  darunter 

die  folgenden: 

c*u       d*u       ^       d*v        d-v  _  p. 
d*x^  dj*'^  ^'      d7*'^  W^~ 

}i  und  V  erfüllen  also  die  Differentialgleichung 

die  sogenannte  Laplacesche  Differentialgleichung.  Man  nennt 
solche  Funktionen  auch  harmonische  Funktionen,  ii  und  /• 
sind  also  innerhalb  U  harmonische  Funktionen. 
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Da  auch  die  höheren  Ableitungen  f"'{s),  /^^(■*)  innerhalb 
U  existieren,  haben  n  und  r  innerhalb  U  partielle  Ableitungen 
von  beliebig  hoher  Ordnung.  Sie  sind  unbeschränkt 
dift'erenzierbar,  und  wegen  der  Stetigkeit  von  f',f",f"',--- 
sind  alle  Ableitungen  von  u,  r  innerhalb  U  stetig.^) 

Wenn  die  reelle  Funktion  ii{x,  i/)  innerhalb  U  stetige  erste 
und  zweite  Ableitungen  zuläßt  und  der  Differentialgleichung 
Ag^  =  0  genügt,  so  ist  sie  der  reelle  Teil  einer  Funktion  f{2), 
die  innerhalb  U  überall  eine  Ableitung  /'  (/)  besitzt.  Wegen 
Ag«  =  0  ist  nämlich  (vgl.  S.  187) 

du    ^         ,      du    ^ 

dy  ex    "' 

das  Differential  einer  Funktion  v(p-,  y)  und  man  hat 

du       dv        du  dv 

?x        dy        dy  dx 

Nach  §  58  ist  also  u-\-  iv  eine  Funktion  f{ß)  von  z,  die 
innerhalb  U  eine  Ableitung  f  {z)  hat.    Man  kann  setzen 

X  y 

v(x,  y)  =Jv^{x,  yo)dx  +j  v^ix,  y)dy, 


d.  h. 


X  y 

=  —  \u[  (ic,  y^dx  +  /  Wxi^x,  y)  dy. 


Beschreibt  man  um  {x^,  y^  einen  Kreis  Vt,  der  innerhalb  U 
liegt,  so  gilt  (vgl.  S.  174)  die  Formel 

(r- —  r'  -)  u  (r,  qp)dqp 


(*)  <^'>f')  =  h,j-r 


j-2_  2rr'cos  (qp  —  qp')  +/ 
0 

Dabei  ist  ,  ,        . 

j  =  Xf^  4-  y  cos  ^,  //  =  ?/o  +  r  sm  (^ 

ein  Punkt  auf  ^  und 

a;'  =  x^^  +  r '  cos  qp',       y  =  ^o  +  *''  sin  g^ ' 

ein  Punkt  im  Innern  von  ^.  u(/',  qp)  und  u(r',  qp')  sind  die 
zugehörigen  Werte  von  u  {x,  y).  Man  muß  r  so  klein  wählen, 
daß  ^  innerhalb  U  liegt. 

1)  Die  Stetigkeit  von  /"(")  folgt  aus  der  Existenz  von  /'(''  +  1). 
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Formel  (*)  zeigt  uns,  daß  die  Funktion  h(x,  y)  im  Innern 
von  it  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  man  ihre  Werte  auf 
Ä  (die  Kandwerte)  hat. 

§  63.  Randwertaufgabe  für  den  Kreis.  Auf  dem 
Rande  des  Kreises^)  \  z\  =  r  sei  eine  stetige  Funktion  ge- 
geben. Wenn  wir  sie  mit  V{(p)  bezeichnen  ^-^  ~-~v^- 
und  unter  (p  die  Amplitude  verstehen,  so 
ist  f7(9)  +  2n)=  U{(p). 

>■',  g)'    seien    die  Polarkoordinaten   eines  ^  f^^P' , 

Punktes  P'   im  Innern  des  Kreises.     Dann 
wird  durch  .^^  Mg.  ss 


—  2r?-'co9  (qp  —  qp')+  r'^ 

innerhalb    des    Kreises    eine    Funktion    definiert,    die  wir  hier 
untersuchen  wollen. 

Wir  wissen  aus  §  53,  daß 

r--r'' 

r*— 2rr'cos(qp  —  qp')-f-r'* 
der  reelle  Teil  von  „\.i 

ist,  wobei  z,  z'  folgende  Bedeutung  haben: 
^  =:  re^f,       z'=r'e''i'. 
u{P')  ist  daher  der  reelle  Teil  von 


2^J  z-z' 


Nun  hat  man 

z-\-z'        ,  2.Z' 

z  —  z'  z  —  z 

^    z  ^    ^    \z;     ^  z"-Us-^') 

also  ^^_, 


1)  Der  Einfachheit  halber  lassen   wir  den  Mittelpunkt  des  Kreises  in 
den  Anfangspunkt  fallen. 
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Dabei  ist 


und 


271 

ap=\  h-PlJ{(p)d(p  (p  =  o,i,2...) 

271 

0 

Ist  TJ  (las    Maximum    vou      ?^  (qp)  ,,   so   können  wir  schreiben 
(vgl.  §  45):  _^ 

Hieraus  ersieht  man,  daß 

limi?„  =  0 
ist,  mithin  j 

/=    -«0+  «12;'+  «g'ä''^  H 

m(P')   ist    der    reelle  Teil    dieser  Potenzreihe,    also    eine  har- 
monische Funktion  (vgl.  §  63). 

Nun  wollen  wir  zusehen,  was  aus  u{P')  wird,  wenn  P 
nach  einem  Randpunkt  P^  des  Kreises  |  ^  |  =  r  konvergiert. 
Hat  Pg  die  Amplitude  (f^,  so  wird  sich  herausstellen,  daß 

i,t,  lim.(P')=Z7(9'o) 

Wegen  der  Periodizität^)  von  U{q>)  und  cos  (9  —  cp')  können 
wir  schreiben:  {91+2« 

^'^  ^        27tJ  r*-2rr'cos((p-«p')  +  r'^ 

Es  ist  nämlich  '  ,  , 


/-/ 


0 

Nun  hat  man 

(r-  —  r'  *)  dcp 


(tt)  1  = 


27t    I 


r*  —  2rr'cos(9)  —  cp')  -f  »"'* 

Das  erkennt  man,  wenn  man  in  der  Formel  (*)  des  §  63  u  =  1 
setzt. 


1)  Beide  haben  die  Periode  S^r. 
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Aus  (f)  tmd  (ff)  ergibt  sich 

u  (P'\-TJ(cr)-    '     r  (•'•'- '"AU(<p)-UM)dcp 
«.^  ;        t^  [^oJ  -  -2  ^^  /      ,.*_  2/-r' cos(<p  -  (p/)  +  r'~«" " 

Setzen  wir  (p^  =  (pQ—  s  (0  <  «  <  :;r\  so  wird 

(ttt)  Ll-LS-hS 

<Pl  Vn  -   f  '/)„  +  » 

Auf  das  erste  Tutegral  der  rechten  Seite  wenden  wir  den 
ersten  Mittelwertsatz  der  Intecfralrechnung  an.  Das  können 
wir,  weil  (vgl.  Fig.  85) 


r""  —  r' 

-ppTT 


QP' 
P'P 


r^  —  2rr'co3{(p  —  (p')-\-r' 
stets  positiv  ist.     Das  Integral  schreibt  sich  dann  so 


=  ^{f7(9,*)-f7(0| 


Vc-  * 


<fo~f 


(0^*5^1) 


9*  liegt  in  dem  Intervall  (g?,,  —  e,  (p^  -f  sy.    Man  muß  hierbei 
beachten,  daß  das  Integral 


f 


r'  —  2;-r'cos(qp  —  qp')  +  r'' 


sich  vergrößert,  wenn  man  die  obere  Grenze  durch  (p^-h  2%  —  s 
ersetzt.  „ 

Nun  müssen  wir  uns  noch  mit  dem  zweiten 
Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (fff)  be- 
schäftigen. Da  bemerken  wir,  daß  für  die  in 
Fig.  86  angedeutete  Lage  von  P' 

r2  -  2rr'cos  {tp  ~  <p')  ^  r'^  >  P'  Ql 

ist.     Dann  folgt 

(po-{-2 n  —  e  i 


Fig.  86. 


2^J 


< 


P'Q„'- 
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Wir  können  also  schreiben 

u{P')  -  UM  =  »{  Ui<p-*)  -  U{g>^)}+  -^'^;:-f-^- 

P'  durchlaufe  beim  Konvergieren  nach  P,,  die  Folge 

P'    P'    P ' 

Dann  wird 

lim(r^-r'^'j  =  0,         lim  P' ^.=^  =  P„^o, 


also 


hm ^p-,-^-,-      =0. 


Bei  fast  allen  P,'  wird  daher 

sein  (d  >  0).  Wählen  wir  nun  s  von  vornherein  so,  daß  die 
Schwankung  von  ü{q))  in  dem  Intervall  <^(pQ  —  e,  (f^  +  sy 
kleiner  als  6/2  ist,    so  wird  für   fast  alle  P,,'  die  Ungleichung 

,u{P„')-  UM    <d 

gelten.     Damit  haben  wir  aber  bewiesen,  daß 

limH(P;)=  U{cp,) 
ist.     Setzen  wir  also 

u{P,)  =  U{(p,), 

so  ist  u(P)  in  dem  Kreise  2  =  r  einschließlich  des  Randes 
stetig. 

Es  gibt  in  dem  Kreise  z  ^r  eine  und  nur  eine 
stetige  Funktion,  die  auf  dem  Rande  vorgeschriebene 
Werte  annimmt,  im  Innern  des  Kreises  aber  stetige 
Ableitungen  beliebiger  Ordnung  hat  und  der  Laplace- 
schen  Differentialgleichung  Az^P  =  ^  geiiügt.  Diese 
Funktion  zu  finden,  ist  die  Randwertaufgabe  für  den  Kreis. 

Wir  haben   diese  Aufgabe   vollständig  gelöst.     Nur  müssen 

wir   uns    noch    überzeugen,    daß    es    nur    eine  solche  Funktion 

gibt.      (labe    es    außer    der    gefundenen    Funktion    i((P)    noch 

eine    zweite    u^{P),    so    wäre    u{P)  —  u^{P)    in    dem    Kreise 

2  ^r  stetig,  auf  dem  Rande  überall  gleich  Null,  im  Innern 
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Diit  stetigen  Ableitungen  beliebiger  Ordnung  behaftet  und 
eine  L()sung  von  A2qp  =  0.  Nach  §  63  ließe  sich  im  Innern 
des  Kreises  v{P)  so  wählen,  daß  u  —  u^  +  iv  durch  eine 
Potenzreihe 

a„+  a^z  +  a^z^  -[-  ■  ■  ■ 

dargestellt    wird.      Ist    P'    ein    Punkt    im    Innern    des  Kreises 
:    =  r,    so    kann    man    einen    kleineren    Kreis     z    =  q   kon- 
struieren, der  auch  noch  P'  in  seinem  Innern  enthält.     Dami 
gilt  nach  §  53  die  Gleichung 

0 

Q  ist  der  Punkt  ge"''.  Nach  dem  ersten  Mittel wertsatz  der 
Integralrechnung  hat  man 

•2n 

Läßt  man  q  nach  r  konvergieren,  so  durchläuft  Q'  eine 
Folge  von  Punkten  Q^,  QJ,  QJ,  .  .  .  deren  Kadienvektoren 
nach  dem  Grenzwert  r  zustreben.  Man  kann  aus  ^/,  Qj, 
Q^',  .  .  .  eine  konvergente  Teilfolge  Q^",  Q^,  Q^",  .  .  .  heraus- 
heben. Ihr  Grenzpunkt  Qq  liegt  dann  auf  dem  Kreise  [  z  =r, 
und  aus 

u{P')-u,(P')  =  u(Q„")-u,iQn") 

folgt  wegen  der  Stetigkeit  von  u  und  n^ 

u{P')  -  u,(P')  =lim[u{Q„")  -  u,iQn")}=  u{Qo)  -  thiQo)  =^- 
Hiermit  ist  bewiesen,  daß  u(P)  und  Ui(P)  identisch  sind. 

§  65.  Zurückführung  der  Randwertaufgabe  auf  eine 
Integralgleichung.  Wir  wollen  die  Randwertaufgabe  beim 
Kreise  noch  in  einer  anderen  Weise  behandeln. 

P'  sei  ein  Punkt  im  Innern  des  Kreises  z  =^  q.  Auf  der 
Peripherie    des  Kreises    sei   eine  stetige  Funktion   U  definiert. 

Wir  unterwerfen  den  Kreis  einer  Zerlegung  ^  in  p  Stücke 
1,  2,  .  .  .,  p.     Auf  jedem  Bogenstück  wählen  wir  noch  beliebig 

Kuwalewski,  die  komple.Ken  Veränderlichon.  15 
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einen  darauf  vorkommenden  Wert  der  Funktion  U,  auf  /.'  etwa 
den  Funktionswert   Uk{k  =  1,  2,  .  .  .,  ^). 

ttk  sei  der  Winkel,  unter  dem  der  Bogen  k 
^--'"^^'^^^^  von  P'  aus  erscheint,  und 


Fig   87. 


271 

ß 


Lassen  wir  ß  eine  ausgezeichnete  Zer- 
legungsfolge durchlaufen,  so  konvergiert  S{^) 
nach  einem  Grenzwert,  den  wir  fiP')  nennen 

wollen.      U   ist   offenbar    eine   stetige    Funktion    von    a    (vgl. 

Fig.  88)  und  lim  S{^)  nichts  anderes  als  das  Integral 

Udcc. 

0 

Auf  diese  Weise    ist   im  Innern   des  Kreises   eine  Funktion 

tf  definiert.     In   Fig.  88   hat    man,    wenn    die 

Koordinaten    von    P'   mit   x\  y'   bezeichnet 

werden, 

Q  cos  q)  —  x'  =  r  cos  a, 

Q  sin  cp  —  y'  ^^  r  sin  a. 

Hieraus  folgt 

j,. ^  gg  —  psin  g)d(p  =  —  rsin  ccda  +  cosadr, 

QGOsq:'d(p^       r  cos  adcc -\- sin  adr. 
Demnach  ist 

rd a  =  q(cos  (p  cos  «  +  sin  (p  sin  a)dcp  =  q  cosd-dcp, 


d.  h. 


du  = 


und  daher  (vgl.  oben) 

f{P')  =ß 


in 
pCOSÖ' 


d(p 


VW)dq>. 


Jetzt    werden    wir  zeigen,    daß  /"(P')   innerhalb    des  Kreises 
z\  =  Q  eine  harmonische  Funktion  ist. 
Setzen  wir  x  =  q  cos  9,  y  =  q  sin  9?,  so  ist 
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mithin 

Hieruacli  können  wir  schreiben 

cos  0-        (x  — a;')  cosqp  +  (2/ —  «/')Hin(jp 
r  r^ 

1    dr  1    dr     . 

d.  h.  ^ 

cos-ö-             ^logr                  ^logr    . 
= 7^  COS  op ^-^  sm  qp. 

r  ox  ^         öy  ^ 

Für  /"(P')  ergibt  sich  also  der  Ausdruck 

■in 

f{P')  =  -Q  1  l^g?^cosqp  +  ^^^-sinqp)  U{ip)d<p. 

0 

Hieraus  findet  man^) 

In 

/  f/a»iogr  ,   anogr\ 

2« 

I  a-p(^:ilogr)cos9:  +  ^(AjlogOsingp  I  f/((;p)<^qp. 


=  -  9 

0 

Nun    ist  aber 


^2iog^  =-ä^^  +-ä7^  =  ^' 

weil    logr  der    reelle    Teil    von    log  \x' —  x -\- i(y' —  y)}     ist. 
X,  y  muß  man  hierbei  als  Konstanten  betrachten. 
Wir  haben  also  bewiesen,  daß 

ist.     Außerdem    sehen    wir,    daß    /"(P')    innerhalb    des  Kreises 
\  8  \^Q  stetige  Ableitungen  beliebiger  Ordnung  zuläßt. 


1)  Die  Bedingungen  für  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
sind   erfüllt. 

15* 
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Wie    verhält    sich    nun   f(P'),    wenn    man    P'   nach    einem 
Randpunkt  Pq  des  Kreises  konvergieren  läßt? 

Wir    zerlegen    das    Integral  f[P')   in   (vgl. 

/      -^      /• 

Qo'Qo  QcRQo 

Nach    der   Definition   jenes  Integrals    ist  (vgl. 
Fig.  89) 

und  "^o'Qo 

9;^ -f  £   und   qPo+  2;r  —  £  sind   die  Amplituden  der  Punkte  Q^ 
und  Q^.     Wenn  P'  nach  P„  konvergiert,  so  wird  offenbar 


\imJ=in-\-£)U((p*). 


Qo'Qo 
(Po*  liegt   wie    (p*  in   dem  Intervall  <g;„  —  £,  9^0  +  £>.     Ferner 

wird  ,p^^2n—e 

QoRQo'     90+ * 
O-ß,  r^  bedeuten  für  P^,  dasselbe,  wie  d-,  r  für  P.    Das  Integral 
läßt  sich  auch  so  schreiben: 


/  TJ da^. 


«0  hat  die  aus  Fig.  89  ersichtliche  Bedeutung. 
Man  kann  e  so  wählen,  daß  sich 


z 

(jt  +  f)  f7(<Po*)       und       JU{da,, 


von 
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n 

%  ü{(p,^)       bzw.       I  Ud% 


um  weniger  als  d/4  unterscheiden.  Durchläuft  nun  P'  beim 
Konvergieren  nach  P,,  die  Folge  P/,  PJ,  Pg',  .  .  .,  so  wird 
sowohl  der  Unterschied  zwischen 


J    und     (:r^-^)t7((p,*) 


do'Qo 

als  auch  der  Unterschied  j 

!;wischen 

I 

und 

füä 

1 

«0 

bei   fast 

allen 

Pn    kleiner 

als  ÖIA 

sein, 

also 

der  Unterschied 

zwischen 

f{P') 

und 

^ÜM  -\-fuda, 

0 

kleiner  als  ö.     Dies  bedeutet  aber,  daß 

7t 

lim/-(P',)  =  n  ü((p,)  +Jüda, 

0 

ist. 

Wenn  wir  nun  fordern,  daß  lim  f(P')  eine  bestimmte  Funktion 
V(^cp^  sein  soll,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

n 

(*)  :tü{cp,)+füda,=  V{g>,). 

Da  (vgl.  Fig.  89) 

«0  —        2 
ist,  können  wir  schreiben 

n  in 

Jvda,  =  \Jv{^)d^ 

0  0 

Gleichung  (*)  lautet  dann 
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in 

0 

Wir  haben  die  Randwertaufgabe  für  den  Kreis  gelöst,  wenn 
es  uns  gelingt,  eine  Lösung  TJ{(p)  dieser  „linearen  Integral- 
gleichung" 7A\  finden.  Man  sieht  aber,  daß  lJ((f)  und  V{(p) 
sich  nur  um  eine  addive  Konstante  unterscheiden.     Setzt  man 

ü{tp)  =  i  v{^>^  +  G 

in  (**)  ein,  «o  ergibt  sich 


d.h. 


■in 


0 

Die  Funktion  f{P')  lautet  jetzt 

•2n  2n 

f{P')  =  fücla  =  '2jiC  +  ^  I  Vda 

0  0 

2/r  2rt 


2c 

0 

•2n 


1      /  2rDC0S'9' —  r*  -,7-/    ^  1 


0 


Bezeichnet  man  die  Polarkoordinaten  von  P'  mit  r\  (p',  so 
ist  (vgl.  Fig.  85) 

2rQ cos %■  =  Q^-\-  r^  —  r'\ 

r^  =  ()-—  2()r'cos(qp  —  rp')  +  r'^, 


also 

2n 


f'^'^-kf. 


{Q--r'^)V(tf)dq> 


9*  —  2(»r'cos((]p  —  rp')-\-r'^ 
0 

Dies  ist  wieder  das  Poissonsche  Integral. 
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Die  oben  auseinandergesetzte  Methode  zur  Lösung  der  Rand- 
wertaufgabe läßt  sich  auch  bei  anderen  Bereichen,  nicht  bloß 
beim  Kreise  anwenden.  Es  handle  sich  z.  B. 
ura  einen  ovalen  Bereich,  wie  Fig.  90  ihn 
darstellt.     Dann  ist^) 


t\P 


,  /  cos  ^ 


Uds 


im  Innern  des  Bereiches  harmonisch.  Läßt 
man  P' nach  einem  KaudpunktPo  konvergieren, 
so  wird 


lim  f{P')  =  A°^*o  u^j,.  +  ^  u^ 


Uq    ist    der    Wert    von    U    an    der    Stelle    Fq. 

lim/-(P')  =  Fo 
sein,  so  muß  die  Gleichung 


(*.*) 
bestehen. 

Der  Quotient 


TT  -L   ^     AosS-, 


Uds  =  -  K 


Fig.  bO 


Soll 


COS'ö-,, 


ist  eine  Funktion  cp  (Pq,  P)  des  Punktepaars  P^,  P.  Wir 
nehmen  an,  daß  im  Falle  lim  P  =  Pq  diese  Funktion  einem 
endlichen  Grenzwert  zustrebt,  den  wir  mit  qp  (Pq,  P^)  bezeichnen. 
Jetzt  hat  (p{Q,  R)  stets  einen  Sinn,  wie  auch  Q  und  P  auf 
dem  Rande  liegen  mögen.  Nun  fordern  wir  noch  die  Stetig- 
keit von  (p{QfR),  d.  h.  wir  verlangen,  daß  aus 

lim  Q„  =  Q,     lim  P„  =  R 
stets  folgen  soll 

lim^(^.,P.)  =  'P(^.^)- 
Schreiben  wir  (*:j:*)  in  der  Form 

U{P.)-\-^f<piPo,  P)  U{P)ds  =  \  V{PX 


1)  Es  wird  in  der  Pfeilrichtung  längs  des  Randes  integriert,  ds  ist 
das  Bogenelement  der  Randkurve,  JJ  eine  längs  des  Kandes  definierte 
stetige  Funktion. 
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SO  haben  wir  eine  lineare  Integralgleichung  vor  uns.  Charak- 
terisieren wir  jeden  Randpunkt  P  durch  den  Bogen  s,  den  ein 
Anfangspunkt  0  (im  positiven  Sinne)  beschreiben  muß,  um  zu 
P  zu  gelangen,  so  können  wir  (*^*i  auch  folgende  Gestalt  geben: 


(%%)  U{s,)  +  ^fcpis,, s)  U{s)ds  =  \  Vis, 


Statt  q)(PQ,  P)  haben  wir  einfach  g){sQ,s),  statt  U{P),  V{P) 
einfach  ü{s),  V(s)  gesetzt.  S  bedeutet  die  Gesamtlänge  des 
Randes. 

In  der  linearen  Integralgleichung  (tt)  sind  V{s)  und 
(P{Sq,  s)  bekannte  stetige  Funktionen,  V{s)  in  dem  Intervall 
<0,  Sy  und  (p(Sq,  s)  in  dem  Gebiet  0  ^s^,  s  ^S.  Die  Funktion 
ü{s)  soll  so  bestimmt  werden,  daß  sie  der  Integralgleichung 
genügt. 

Fredholm  hat  dieses  Problem  in  abschließender  Weise  ge- 
löst. In  meiner  „Einführung  in  die  Determinantentheorie" 
habe  ich  eine  Darstellung  dieser  Fredholmschen  Theorie  ge- 
geben. Es  kommt  bei  der  Auflösung  von  (**)  darauf  an,  ob 
die  Fredholmsche  Determinante  verschwindet  oder  nicht.  Ver- 
schwindet sie,  so  hat  die  „verkürzte''  Gleichung 


ü{s,)  +  ~fq>is„s)U{s)ds  =  0 


stetige  Lösungen,  die  nicht  durchweg  gleich  Null  sind.  Im 
vorliegenden  Falle  trifft  dies  aber  nicht  zu.  Man  kann  näm- 
lich, weil 

0  0 

ist,  die  verkürzte  Gleichung  in  der  Form  schreiben 
^/{C7(So)+  U(is)]ip{s„s)ds^O. 

0 

Da  es  sich  um  einen  ovalen  Bereich  handelt  (vgl.  Fig.  90),  so  ist 
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9'(«o»«)=     ~ 

'o 

nirgends  negativ.  Wählen  wir  nun  Sq  so,  daß  i  ?7(So)  das 
Maximum  von  i  TJyß)  '  ist,  so  ist  auch 

t/(.s-o)  +  Vis) 

nirgends  negativ.  Es  soll  hier  also  das  Integral  einer  stetigen 
und  nirgends  negativen  Funktion  verschwinden.  Das  ist  nur 
möglich,  wenn  die  Funktion  selbst  verschwindet.     Es  muß  also 

{C7(s,)+C/(s)}()p(So,.)  =  0 

sein,  mithin  (für  s  ^  s^) 

Ui^o)  -f-  Uis)  =  0. 
Läßt  man  s  nach  s,,  konvergieren,  so  ergibt  sich 

f/(So)==0. 

Also  müßte  ü(s)  überhaupt  identisch  verschwinden.  Die  ver- 
kürzte Integralgleichung  hat  also  keine  stetige  Lösung  außer 
der  trivialen  Lösung  U  =  0.  Daher  ist  die  Fredholmsche 
Determinante  von  (^*)  ungleich  Null,  und  es  gibt  nach  der 
Fredholmschen  Theorie  eine  und  nur  eine  stetige  Lösung  U{s). 
Man  kann  leicht  zeigen,  daß   U{S)  =  U{0)  ist.     In 

s 

U{S)  +  lff(,s,s)U(s)ds  =  lr{S) 

darf  man  setzen  ° 

(p{S,  s)  =  (jp(0,  s), 

V{S)=  F(0). 

Das  geht  aus  der  Bedeutung  von  qp(So,  s)  und  V{s)  hervor. 
Die  angegebene  Gleichung  geht  dann  über  in 

.S' 

U(S)  -^  ^fcp{0,s)ü{s)ds  ==  ^  ViO). 

0 

Anderseits  ist  aber  auch 

U{0)  +  ^ yVcO,  s)  U{s)ds  =  l  F(0). 
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Also  folgt 

U{S)  =  C7(0). 

U{s)  können  wir  demnach  auch  in  der  Form  Z7(P)  schreiben, 
ohne  daß  eine  Mehrdeutigkeit  entsteht. 

Man  kann  sich  von  den  oben  über  die  Funktion  (p{Pq,  Pi 
gemachten  Voraussetzungen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  be- 
freien. Darauf  wollen  wir  aber  nicht  eingehen.  Wir  be- 
merken, daß  die  gemachten  Voraussetzungen  z.  B.  erfüllt  sind, 
wenn  es  sich  um  eine  Ellipse  handelt.  Da  würde  unser 
Resultat  so  lauten: 

Es  gibt  in  dem  von  der  Ellipse  begrenzten  Bereich  eine 
stetige  Funktion  u(x,  y),  die  im  Innern  des  Bereiches  harmo- 
nisch ist  (d.  h.  stetige  Ableitungen  aller  Ordnungen  besitzt 
und  der  Laplaceschen  Gleichung  genügt)  und  auf  dem  Rande 
vorgeschriebene  Werte  annimmt. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  daß  nur  eine  Lösung  der 
Randwertaufgabe  vorhanden  ist.  Gäbe  es  zwei,  so  wäre  die 
Differenz  iv{x^  y)  eine  im  Innern  des  Bereiches  harmonische 
Funktion,  die  in  dem  ganzen  Bereich  (einschließlich  des  Randes) 
stetig  ist  und  auf  dem  Rande  überall  verschwindet. 

Hat  man  aber  in  einer  abgeschlossenen  Punktmenge  9)i  eine 
stetige  Funktion  f,  so  gibt  es  unter  ihren  Werten  einen 
größten  und  einen  kleinsten  (Satz  von  Weierstraß).  Ist  M 
die  obere  Grenze  aller  Funktions werte,  so  gibt  es  in  9Jf  eine 
Punktfolge  p^,  p^)  Ps)  ■  ■  ■  ^i^  ^^^  Eigenschaft 

pj',  P2':  Ps'f  •  •  •  sei  eine  konvergente  Teilfolge  von  p,,  p^,  pg,  . . . 
mit  dem  Grenzpunkt  p^y     Dann  ist  auch 

limf(p,/)==Jf. 

Wegen  der  Abgeschlossenheit  von  SJJ  gehört  p^  zu  9Ji,  und 
wegen  der  Stetigkeit  von  f  ist 

limf(p;)==f(p„). 
Also  folgt 

f  (Po)  =  M, 

und  f(p,))  wird  offenbar  von  keinem  Wert  der  Funktion  f  über- 
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w[ 


troffen.     Ebenso  zeigt  man  die  Existenz  eines  kleinsten  Wertes 
von  f. 

Kehren  wir  nun  zu  der  oben  mit  w{x,  y)  bezeichneten 
Punktion  zurück,  so  muß,  wenn  sie  nicht  überhaupt  gleich 
Null  sein  soll,  ihr  kleinster  oder  ihr  größter  AYert  von  Null 
verschieden  sein.  Er  wird  dann  an  einer  Stelle  x^j  iJq  im 
Innern  des  Bereiches  angenommen.  Wir  können  um  diese 
Stelle  einen  Kreis  ^  beschreiben,  der  ebenfalls  ganz  im  Innern 
des  Bereiches  liegt.  Dann  ist  ic(xq,  'y^y)  gleich  dem  Poissonschen 
Integral  für  ^.  Dieses  reduziert  sich,  weil  (x^„  y^  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  ist,  auf  ^^ 

0 

Man  hat  also         2«  in 

iXo'lfo)  =  2^1  ^(^9^     oder     ,y^J{tv-tv{xQ,yQ)]d(p  =  0. 

0  0 

Da  w(x^^,  ?/o)  der  größte  oder  der  kleinste  Wert  von  tv{x,y) 
sein  soll,  so  ist  längs  ^  entweder 

IV  -w  {xq,  y^)  >  0 
oder  IC  _.  ^j;  (a;^,,  y^  <  0. 

Das  Integral  kann  also  nur  verschwinden,  wenn 

w  =  w{Xq,  yo) 
ist.       Man     kann     den    Radius    von    ^    beliebg    verkleinern. 
iv    muß    also    auch     innerhalb    von    ^    den    konstauten    Wert 
tv{xQ,  yo)  haben. 

Ist  {xi,  </i)  ein  Punkt,  der  wie  {Xq,  yo)  im  Innern  des 
hier  betrachteten  ovalen  Bereiches 
liegt,  so  lassen  sich  die  Kreise  1,  2, 
3, . ..  so  konstruieren,  wie  Fig  91  zeigt. 
Dann  ist  zunächst  im  Kreise  1  überall 
IV  =  iv{x^,  yo),  also  auch  im  Mittel- 
punkt von  2,  folglich  in  dem  ganzen 
Kreise  2,  wozu  wieder  der  Mittel- 
punkt von  3  gehört,  so  daß  in  dem 
ganzen  Kreise  3  überall  vj  =  tvix^,  y^) 
ist,  usw.     Schließlich  gelangt  man  zu  dem  Punkte  (x^,  ^J  und 


Fig.  91. 


ZU  der  Gleichung 


w{xi,  yy)  =w{xq,  yo). 
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Im  ganzen  Innern  des  Bereiches  ist  also  tv{x,  y)  konstant. 
Läßt  man  den  Punkt  {x,  y)  vom  Innern  her  nach  dem  Rande 
konvergieren,  wo  die  Funktion  w  überall  Null  ist,  so  sieht 
man,  daß  der  konstante  Wert  im  Innern  ebenfalls  gleich  Null 
sein  muß. 

Die  Funktion  iv  ist  also  in  dem  ganzen  Bereiche  gleich 
Null.  Damit  ist  die  Einzigkeit  der  Lösung  der  Randwert- 
aufgabe bewiesen.  Dieser  Beweis  gilt  auch  für  nicht  ovale 
zusammenhängende  Bereiche.  Man  kann  dann  {x^,  «/q),  (x^y  y^ 
nicht  immer  durch  eine  Strecke  verbinden,  die  ganz  innerhalb 
des  Bereiches  liegt,  sondern  muß  einen  Streckenzug  benutzen. 


§   66.      Die    Laurentsche    Reihe.      f{z)    habe    in    dem 
Gebiete 

iß)  (>i^l^-^olS(>2> 


Fig.  92. 


das  von  den  beiden  Kreisen 

\  z  —  Zq\  <  Q^     und     i  z  - 


<  92 


oder    ^j    und    Äg    begrenzt    wird,    überall 
^    eine    Ableitung  f'{z).     Nehmen  wir  einen 
Punkt    i    im    Innern  von  ®,    so    ist    nach 
der  C au chy sehen  Integralformel 


(*) 


r\i) 


f{z)dz 


wobei    ^1  und  ^g    i°    ^^^  Richtung  der  Pfeile  zu  durchlaufen 
sind. 

In  dem  ersten  Integral  setzen   wir 


^-ä       (^-«o)-(5-'^o) 


-z,  ^  {z-z,Y^ 


(ä-^of 


+ 


U-^o)" 


{z-zS         {z-zS{z-h) 
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Dann  wird 

2niJ     z-i         ^         27ri       ^  {z-zS 


^Ttif    ^z—Sf,'       z  —  h 

Das  letzte  Integral  konvergiert  bei  unendlich  zunehmendem 
n  nach  Null,  wie  wir  aus  §  62  wissen.     Daher  ist 

1       { f{z)dz  .        ,  .     ,        ,  ..,   , 

2^J  ^37  =  «0+  «1  (■?  -  ^0'  +  «2  l^  -  ^0)'  +  •  •  •' 

wobei  die  Koeffizienten  a„  folgende  Werte  haben: 

Nun    betrachten    wir    das    zweite    Integral   auf   der    rechten 
Seite  von  (*).     Setzen  wir  dort 


z  -  h        (§-2o)-(^-2o) 
1        ,      z-z,  (z-z,r-^  {z-zX 


so  wird 


J_   /A^Mf  _  -^(a-gp)"'  f      f{z) dz 


+  ^./(^^)^- 


Das  letzte  Integral  konvergiert  bei  unendlich  zunehmendem  n 
nach  Null.  Setzen  wir  nämlich  \  ^  —  ^o  '  =  Q  und  bezeichnen 
mit  M  das  Maximum  von  |  f{2)  \  auf  ^j,  so  ist  der  Betrag 
des  Integranden  kleiner  als 

\Q  I  Q-Qi 

der  Betrag  des  Integrals 
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.  1      r(z-z^»f{z)dz 

(t)  ^ij  [jittJ  -Y-r 

also  kleiner  als  ,    .  „  ,, 

\  e  /  c  ~  Pi 
Nun  liegt  p  zwischen  (),   und  ().,.     Daher  ist 

lim(^'y'=0     und  auch     ü™  ((^)"^j  =  0. 

Folglich  strebt  auch  das  Integral  (f)  dem  Grenzwert  Null  zu 
und  wir  können  schreiben 


2 


wobei  die  Koeffizienten  «_,,  folgende  Bedeutung  haben 

f{z)  dz 


'^V    ( 


(2  -  -^o) 


—  n  +  l 


(»  =  1,  2,  3,  .  .  .) 


Für  /■(§)  gilt  also  im  Innern  des  Gebietes  %    folgende  Dar- 
stellung: 

(**)  /Xä)  =^<^n{3s  -  z,y  +^a-,,ii  -  .g-". 

«=0  «=1 

Nimmt  man  irgendeinen  Kreis  ^q,  der  um  Zq  beschrieben  ist 
und  zwischen  ^j  und  ßg  li^gt,  so  ist  nach  dem  Cauchyschen 
Fundamentalsatz 

Denn  die  Funktion  ,,  . 

/  (2) 


(^-^0)^+' 


hat   in    dem    durch    ^^  und  ^o  begrenzten  Gebiet  überall  eine 
Ableitung.     Aus  demselben  Grunde  ist 


rj^)dz_  _  rmdz 

J  iz-z,v+^    J  iz-zy^' 


2....) 
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Daher  gilt  für  die  Koeffizieuten  iu  den  beiden  Reilien  (**) 
folgende  gemeinsame  Formel 


^tt)  «.^si^A 


iP==0,±l,±2,...) 


Die  Reihen 


^««(5  -  ^oV'     und    ^a-„{i  -  z^)- 


konvergieren  beide  innerhalb  @.  Die  erste  konvergiert  also 
innerhalb  ^o,  die  zweite  außerhalb  Stj.  Aus  der  Theorie  der 
Potenzreihen  (vgl.  §  33)  wissen  wir,  daß  es  sich  hier  um  ab- 
solute Konvergenz  handelt.  Es  kommt  gar  nicht  darauf  an, 
in  welcher  Reihenfolge  man  die  Glieder  der  beiden  Reihen 
nimmt,  und  innerhalb  (S  kann  man  auch  aus  den  Gliedern 
beider  Reihen  eine  einzige  Reihe  machen.  Man  schreibt  daher 
die  Formel  (**)  am  besten  so 

(***)  m==2:ap{i-z,)p 

und  läßt  es  dahingestellt,  in  welcher  Gruppierung  und  Reihen- 
folge man  die  Glieder  summieren  will  Für  die  Koeffizienten 
ttp  gilt  Formel  (ff). 

Man  nennt  die  Entwicklung  (***)  die  Laurentsche  Reihe. 
Sie  gilt,  um  es  zu  wiederholen,  für  das  Innere  von  @. 

Wir  haben  zu  Anfang  gesagt,  daß  f{z^  in  dem  ganzen  Ge- 
biet (5J  eine  Ableitung  besitzen  soll.  Man  kann  aber,  wenn 
man  will,  den  Rand  von  ®  fortlassen  und  braucht  nur  anzu- 
nehmen, daß  f\z)  im  Innern  von  ®  definiert  ist  und 
dort  eine  Ableitung  hat.  Ist  nämlich  §  ein  innerer  Punkt 
von  ®,  so  können  wir  ^,  etwas  vergrößern 
und  ^2  etwas  verkleinern,  ohne  daß  §  auf- 
hört zwischen  diesen  beiden  Kreisen  zu 
liegen.  Die  neuen  Kreise  mögen  ^j',  ü^ 
heißen.  Auf  sie  läßt  sich  die  oben  durch- 
geführte Betrachtung  anwenden.  Es  ergibt 
sich  dabei  die  Entwicklung  (***)  und  die 
Koeffizientenformel  (ff)-  R)  ist  ein  Kreis 
mit     dem     Mittelpunkt    z^     und     verläuft 
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zwischen  ü^'  und  ^^'.     Ist  ^„'  irgendein  Kreis,  der  um  .e,,  be- 
schrieben ist  und  im  Innern  von  @  verläuft,  so  hat  man 

/'    f(z)dz  r     f{z)dz 

In  der  Koeffizientenformel  (ff)  Icann  man  also  unter  Ä^ 
einen  beliebigen  Kreis  verstehen,  der  mit  ^^  und  ^g  konzen- 
trisch ist  und  zwischen  ^^  und  5?,  liegt. 

Wenn  f\z)  innerhalb  des  Kreises  il«  überall  eine  Ableitung 
hat,  außer  vielleicht  im  Mittelpunkt,  so  kanu  man  den  Kreis 
ß'i  beliebig  verkleinern.  Daher  gilt  für  0  <  '  §  —  ^^^  [  <  ()2  die 
Entwicklung  (**). 

Wenn  /■(*")  außerhalb  des  Kreises  Äj  überall  eine  Ableitung 
bat,  so  kann  man  den  Kreis  ^.,  beliebig  vergrößern  Es  gilt 
also  für  \l  —  Zq\>  Qx  <lie  Entwicklung  (*''). 

Wir  wollen  jetzt  noch  zeigen,  daß  eine  Reihe  von  der  Form 
(***),  die  innerhalb  des  Gebietes  @  die  Funktion  f{s\  darstellt, 
notwendig  die  Laurentsche  ist.     Aus  (***)  folgt 


fii) 


V+r-^^pii-hY 


Integriert  man  längs  eines  um  z^  beschriebenen  Kreises  ^q, 
der  innerhalb  @  verläuft,  so  ergibt  sich,  da  man  nach  §  47 
und  §  48  auf  der  rechten  Seite  gliedweise  integrieren  darf. 


II 


„^  1  =  2nia„.      («  =  0,  ±1,  +  2, . . .) 


Alle  anderen  Glieder  rechts  sind  gleich  Null.     Man  sieht,   daß 
die  Reihe  2Ja^(5  —  z^)p  die  Laurentsche  ist. 

§  67.  Verhalten  einer  Funktion  in  der  Umgebung 
eines  Punktes.  U  sei  ein  um  s^  beschriebener  Kreis.  Wenn 
wir  von  U  den  Punkt  z^^  fortnehmen,  so  bleibt  eine  Punkt- 
menge  Uq  übrig.  Sie  besteht  aus  allen  Punkten  von  U,  die 
von  z,,  verschieden  sind. 
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l 


Wir  betrachten  eine  Funktion  f{z),  die  innerhalb*)  U^  eine 
Ableitung  f  {z)  hat.     Eine  solche  Funktion  ist  z.  B. 


Bei  ihr  kann  mau  U  beliebig  groß  wählen.  Eiu  anderes  Bei- 
spiel ist 

Wenn  wir  hier  den  Kreis  U  möglichst  groß  nehmen  wollen, 
80  müssen  wir  ihn  durch  s^  hindurchgehen  lassen. 

xlus  S?  66  können  wir  entnehmen,  daß  f{z)  sich  innerhalb 
U,  in  folgender  Weise  darstellen  läßt: 

/>  =  0  r  =  1  ^  °' 

Es  könnte  sein,  daß  alle  6,.  verschwinden.  Setzen  wir  als- 
dann fest,  daß  f(z^  =  fl,,  sein  soll,  so  hat  f\2)  auch  an  der 
Stelle  Zq  eine  Ableitung.  Es  war  nur  eine  Laune,  daß  wir 
bei  der  Definition  von  f{s)  die  Stelle  .?,,  ausließen. 

2q  nennt  man  eine  reguläre  Stelle  von  f^s)  oder  f{s) 
regulär  an  der  Stelle  z^.  Die  Funktion  hat  in  einer  ge- 
wissen Umgebung  von  z^^,  sowie  au  der  Stelle  z^^  selbst,  eine 
Ableitung.  Mau  kann  auch  einfach  sagen,  daß  f(z)  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  z,^  durch  eine  Potenzreihe 
^0  +  ^iC-^  ~  -^o)  +  ■  ■  ■  dargestellt  wird. 

Wenn  nicht  alle  hr  gleich  Null  sind,  so  sind  zwei  wesent- 
lich verschiedene  Fälle  möglich: 

1.  Es  gibt  nur  eine  endliche  Anzahl  nicht  verschwindender  br, 

2.  Es  gibt  unendlich  viele  nicht  verschwindende  hr- 

Im  ersten  Falle  heißt  Sq  eine  außerwesentlich  singulare 
Stelle  oder  ein  Pol  von  f(z),  im  zweiten  Falle  eine  wesent- 
lich singulare  Stelle. 

1)  d.  h.  in  alleu  inneren  Punkten  von  U^.  Die  Peripherie  des  Kreises 
ist  also  ausgeschlossen. 

Kow  alewgki,  die  komplexen  Veränderlichoii.  16 
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In  beiden  Fällen  spricht  man  von  einer  isolierten  singu- 
lären  Stelle,  und  zwar  deshalb,  weil  es  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  Zq  außer  z^  nur  reguläre  Stellen  gibt.  Ist  z^  ein 
innerer  Punkt  von  U^,  so  läßt  sich  um  z^  ein 
Kreis  beschreiben,  der  nur  innere  Punkte  von 
Uq  enthält.  In  diesem  Kreise  hat  f{z)  über- 
all eine  Ableitung,  auch  an  der  Stelle  z^ 
selbst,  so  daß  f{z)  an  dieser  Stelle  regulär  ist. 
^.    „,  Einen   Pol  nennt  man  auch   eine  Unend- 

Fig.  9  t. 

lichkeitsstelle  von  f\z),  und  zwar  aus 
folgendem  Grunde.  Ist  z^  ein  Pol,  so  hat  die  Laurentsche 
Reihe  (*)  folgende  Form: 


p  =  0 

.  i^  +  0) 

Wir  können  diese  Gleichung  auch  so  schreiben: 

&,  +  b^^,{z-z,)-\---  +  b,(z-z,)'^-'  +    l%(z-z,)P  +  ^ 

(t)A-')= ^^, '-^ 

Konvergiert  nun  z  nach  ^q,  so  strebt  der  Zähler  dem  Grenz- 
wert h.^  zu,  der  von  Null  verschieden  ist,  der  Nenner  aber  dem 
Grenzwert  Null.     Daher  wird 

lim  I  f(z)    =  oo. 

Bei  unendlicher  Annäherung  an  einen  Pol  wächst 
der  Betrag  der  Funktion  über  alle  Grenzen. 

Hierdurch  wird  es  nahegelegt,  der  Funktion  f(z)  au  der 
Stelle  Z(,  selbst  den  Wert  oo  beizulegen  und  z^,  eine  Unend- 
lichkeitsstelle von  f(z)  zu  nennen. 

Ist  Zq  eine  wesentlich  singulare  Stelle,  so  sind  in  (*)  unend- 
lich viele  hr  von  Null  verschieden.  Wenn  man  z  in  geeig- 
neter Weise  nach  z^  konvergieren  läßt,  wird  j  f(z)  { 
stärker  unendlich  als  eine  gegebene  Potenz  von 
l:\z- z^l 

Wenn  wir  z.  B.  haben  wollen,  daß  |  f(z)  stärker  unendlich 
wird    als    1:\  z  —  Zq  |«,    wo    q    irgendeine    positive    ganze  Zahl 
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ist,  80  suchen  wir  unter  den  von  Null  verschiedenen  &,.  eins 
heraus,  dessen  Iudex  größer  als  q  ist.  Dann  gilt  (vgl.  §  66) 
die  Gleichung 


h  =  -. 


'-ifi'-^or-'m'is, 


wobei  ^  ein  um  Zq  beschriebener  Kreis  ist,  der  in  U  verläuft. 
Nach  der  Abschätzungsformel  in  §  45  ist 

Mit  Q  haben  wir  den  Radius  von   ß  bezeichnet,  und  ^  ist  ein 
Punkt  auf  ^,  d.  h.  es  ist 

I  ^  -  ^0  I  =  P- 
Wir  können  also  auch  schreiben 

Hiernach  ist  nun 


Lassen  wir  also  q  nach  Null  konvergieren,  so  wird 

lima- v/^/'COH^ 


d.  h. 


Hm--whj,}--- 


Wenn  z^  ein  Pol  ist,  so  sieht  man  aus  (f),  daß  im  Falle 
lim^  =  2^  der  Betrag  von  f{z)  nur  dann  stärker  als  1 :  |  ^  —  ^^o  \^' 
unendlich  wird,  wenn  q' <C  q  ist.     Ist  q' =  q,  so  strebt 

m  ■■  T-^,-  =  (^  -  hYty) 

dem  Grenzwert  h.j  (=j=  0)  zu.     Ist  q'  >  q,  so  wird 

lim(/Y,?):        ^      ,1=0. 

Man  nennt  q  die  Ordnung  des  Pols  Zq.  In  der  Umgebung^) 
eines  Pols  von  5-ter  Ordnung  oder,  wie  man  auch  sagt,  eines 


1)  Das  soll  heißen:    ,, innerhalb    eines   genügend    kleinen  Kreises    mit 
dem  Mittelpunkt  2^,". 

16* 
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g-- fachen  Pols  gilt  die  Entwicklung  (f),  d.  h.  eine  Ent- 
wicklung Ton  der  Form 

f\z)  =  {Z  -Z,\-^[c,+  r.^  {Z  -  Z,)  +  C,  {Z  -  Z^  +...}.  (c,  +  0) 

Wenn  f{z)  an  der  Stelle  Zq  regulär  ist,  wenn  also  in  einer 
gewissen  Umgebung  2,,  von  die  Darstellung 

gilt,  so  kann  natürlich  der  Fall  eintreten,  daß  alle  a  ver- 
schwinden, daß  also  f{z)  =  0  ist.  Sehen  wir  von  diesem 
trivialen  Fall  ab,  so  gibt  es  in  der  Folge  a^,  a^,  a»,  ...  ein 
erstes  Glied  a,,  das  von  Null  verschieden  ist.  Dann  hat  man 
in  der  Umgebung  von  z^  eine  Entwicklung  von  der  Form 

/•(.)  =  (,-  s^)p\c,  -{-c,(z-  z,)  +  c,{z  -  z,f  +  .  .  .  I .  (c,  +  0) 

Im  Falle  J9  >  0  nennt  man  .?,,  eine  Nullstelle  y;-ter  Ordnung 
oder  eine  ^9-fache  Nullstelle. 

Eine  solche  Nullstelle  ist  immer  isoliert,  d.  h.  es  läßt 
sich  um  sie  ein  Kreis  beschreiben,  der  sonst  keine  Nullstelle 
enthält. 

Die  Potenzreihe 

(f  (z)  =  Co  4-  Ci (z  -  ZQ^  +  c^iz  -  z^Y  +  •  •  •         (Co  4=  0) 

ist  an  der  Stelle  z^^  gleich  Cfj,  also  ungleich  Null.  Grabe  es  in 
jeder  Umgebung  von  z„  eine  Nullstelie  von  (p{z),  so  ließe  sich 
eine  nach  z^^  konvergierende  Folge  z^,  z^,  Zo,  ...  von  Null- 
stellen konstruieren.     Dann  hätte  man  also 

lim^„  =  .?„     und      (p{z„)  =  0, 

mithin  wegen  der  Stetigkeit  der  Potenzreihe 

(p(z,,)  =  \im(p{z„)  =  0, 

während  doch  q)  (Zq)  =  Cq  =^  0  ist.    In  einer  gewissen  Umgebung 

von    Zq  gibt    es    also    keine    Nullstelle    von   q>(z).     Wenn   nun 

daselbst  „.  .        ,  \„    /  \       a 

fiz)  =  {z-z,)Pcpiz)  =  0 

sein  soll,  so  muß  wegen  (p(z)  =j=  0 

z  —  Zn  =  0 
sein.  0 
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Es  ist  bequem  ^^  eine  Stelle  von  der  Ordnung  k  zu 
nennen^),  wenn  einer  der  folgenden  Fälle  vorliegt: 

1.  k  >  0  und  i^j  eine  fc-fache  Nullstelle  von  fi^), 

2.  A-  <  0  und  Zq  ein  (—  /i;)-faclier  Pol  von  f{z), 

3.  Ä;  =  0,  £■„  eine  reguläre  Stelle  und  /"(-^o)  =|=  0. 

Wenn  ^^  eine  Stelle  Ä;-ter  Ordnung  ist,  so  gilt  in  der 
Umgebung  von  ^.^  eine  Entwicklung  von  der  Form : 

fX,)  =  (Z  -  .g*{c,+  C,(^  -  Z;)  +  C,(Z  -zy  +■■■}■  (Co  H=0) 

Wenn  z^^  eine  Stelle  /i>ter  Ordnung  für  f{z)  ist,  so 
ist  sie  für  l:/"(^)  eine  Stelle  (— Ä:)-ter  Ordnung. 

U  und  Uq  sollen  hier  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  §  69. 
Dann  ist  innerhalb  U^ 

und 

rf(g)  =  Co  +  Ci {z  -  z^)  +  c^{z-  z^y  +  •  ■  ■  (e,  =H  0) 

Wir  können  den  Radius  von  U  so  verkleinern,  daß  in  U  überall 
(p {z)  =1=  0  ist.     Dann  hat  die  Funktion 

1 

in    U    überall    eine  Ableitung.     Es    gilt    daher  in    Ü,  dem  ver- 
kleinerten U,  die  Taylorsche  Reihe 

und  dabei  ist 

In  Uf,  hat  man  also 

^  =  (>•  -  ~^o)~'''{  ro  +  ?!  (^  -  -''o '  +  Yt  (^  -  -o)^  +  •••)• 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Ein  p-facher  Pol  wird  bei  dem  Übergange  von  f\z)  zu 
l:f{z)  eine  p-fache  Nullstelle  und  eine  j^-^ache  Nullstelle 
ein  p-facher  Pol. 


1)  Man  sagt  auch,  daß  f(z)  dort  von  der  Ordnung  k  ist. 
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§  68.  Verhalten  einer  Funktion  in  der  Umg^ebung 
einer  wesentlich  singulären  Stelle.  .s„  sei  eine  wesentlich 
singulare  Stelle  von  f\z).  Sie  soll  aber  isoliert  sein  (vgl. 
S.  242).  Nehmen  wir  irgendeinen  Wert  c,  so  können  zwei 
Fälle  eintreten. 

1.  Es   gibt   in  jeder  Umgebung   von  Sf^   eine  Stelle,   wo 
f(z)  gleich  c  ist. 

2.  Es  gibt  eine  Umgebung  von  ^j,  in  der  c  als  Funktions- 
wert nicht  vorkommt. 

Im  zweiten  Pralle  können  wir  um  z^  einen  Kreis  U  be- 
schreiben, so  daß  innerhalb  des  zugehörigen  U^  (vgl.  den 
Anfang  von  §  67)  die  Funktion 

f{z)-c  ^  ' 

überall  eine  Ableitung  hat.  Für  diese  Funktion  gilt  also 
innerhalb  U^  die  Laurentsche  Entwicklung.  Die  Funktion 
F{ß)  kann  offenbar  an  der  Stelle  z^  nicht  regulär  sein.  Sonst 
hätte  nach  §  67  die  Funktion  f{z)  —  c,  also  auch  f{z)  selbst, 
an  der  Stelle  z^  einen  Pol.^)  Es  ist  auch  unmöglich,  daß  z,^ 
ein  Pol  von  F  {z)  ist,  weil  sonst  f{z)  —  c  an  der  Stelle  Zq 
regulär  sein  müßte.  Somit  bleibt  nur  übrig,  daß  Zq  eine 
wesentlich  singulare  Stelle  von  F{z)  ist.  Nun  wissen  wir 
aus  §  67,  daß  bei  passender  Wahl  der  nach  Zq  konvergierenden 
Folge  z^,  z.^,  ,?3,  .  .  . 

lim  I  F{Zn)  I  =  oo 
wird.     Hieraus  folgt  aber 

lim  :  fiZn)  —  c  i  =  0, 
d.  h. 

lim  f{z„)  =  c. 

Im  ersten  der  beiden  möglichen  Fälle  gibt  es  in  jeder  Um- 
gebung von  Zq  eine  (natürlich  von  z^J  verschiedene)  Stelle,  wo 
f(z)  gleich  c  wird.  Beschreiben  wir  z.  B.  um  Zq  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  l/n,  so  läßt  sich  innerhalb  dieses  Kreises  der 
Punkt  Zn  so   wählen,  daß 


1)  F(z)  kann  nicht  gleich  Null  sein. 
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f{z„^  =  c 

wird.  Läßt  man  uun  n  die  Werte  i,  2,  3,  .  .  .  annehmen,  so 
ergibt  sich  eine  nach  Zq  konvergierende  Punktfolge  z^,  z^, 
z^,  .  .  .,  für  welche  c  =  f{z^)  =  j  [z.^  =  •  •  •,  also  auch  wieder 
lim  f{z„)  =  c  ist. 

Es  gilt  demnach  der  folgende  (von  Weierstraß  herrührende) 
Satz:  Wenn  z^^  eine  isolierte  wesentlich  singulilre 
Stelle  von  f[z)  ist  und  c  ein  gegebener  Wert,  so  kann 
man  z  derart  nach  Zq  konvergieren  lassen,  daß  f{z) 
dem  Grenzwert  c  zustrel)t. 

Wir  wollen  uns  hier  an  das  ganz  andere  Verhalten  von 
f{z)  bei  unendlicher  Annäherung  an  einen  Pol  oder  an  eine 
reguläre  Stelle  erinnern.  Es  kommt,  wie  man  auch  z  nach 
einer  solchen  Stelle  konvergieren  läßt,  stets  derselbe  Grenz- 
wert von  f{ß,)  heraus.  Im  Falle  eines  Pols  ist  es  der  un- 
eigentliche Grenzwert  csj,  im  Falle  einer  regulären  Stelle  der 
dortige  Funktionswert.  Vereinbart  man,  einem  Pol  den 
Funktionswert  oo  zuzuweisen,  so  kann  man  folgenden  Satz 
aussprechen: 

Wenn  man  z  in  irgendeiner  Weise  nach  einer  regulären 
Stelle  oder  einem  Pol  konvergieren  läßt,  so  konvergiert  f{z) 
stets  nach  dem  dortigen  Funktionswert.  Läßt  man  aber  z 
nach  einer  (isolierten)  wesentlich  singulären  Stelle  konvergieren 
so  kann  man  durch  passende  Wahl  des  Grenzüberganges  jeden 
beliebigen  Grenzwert  von  f{z)  herbeiführen  (auch  den  Grenz- 
wert  CX)). 

§  69.  Verhalten  einer  Funktion  in  der  Umgebung 
des  unendlich  fernen  Punktes,  unter  einer  Umgebung 
des  unendlich  fernen  Punktes  verstehen  wir  (vgl.  §  18)  das 
Äußere  eines  Kreises.  Wir  können  uns  auf  Kreise  um  den 
Punkt  5f  =  0  beschränken. 

51  sei  das  Äußere  eines  solchen  Kreises.  5(y  sei  3t  ohne 
den  unendlich  fernen  Punkt.  Hat  f{z)  in  Hq  überall  eine 
Ableitung,  so  gilt  in  %q  die  Laurent  sehe  Entwicklung 

00  X 
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Wenn  alle  a„  gleich  Null  sind,  die  Entwicklung  also  nur 
negative  Potenzen  von  s  enthält,  sagt  man,  daß  der  unendlich 
ferne  Punkt  eine  reguläre  Stelle  von  f{z)  ist.  Gibt  es 
unter  den  a„  solche,  die  nicht  verschwinden,  so  nennt  mau 
ihn  eine  (isolierte)  singulare  Stelle  von  f{z),  und  zwar  eine 
wesentlich  singulare,  wenn  unendlich  viele  von  Null  ver- 
schiedene a„  vorhanden  sind,  andernfalls  eine  außerwesentlich 
singulare  Stelle  oder  einen  Pol. 

Man  kann  diese  Aussagen  auch  in  die  eine  zusammenziehen, 
daß  .0  =  oo  für  f(z)  denselben  Charakter  hat,  wie   -  =  0 

für  /-(i  I- 

Auf  Grund   der  Feststellungen    in  §  67    gilt   also   folgendes: 

Wenn  f{z)  an  der  Stelle  oo  regulär  ist,  so  konvergiert  fyZ) 
bei  unendlich  zunehmendem  i  2  |  nach  einem  endlichen  Grenz- 
wert, den  man  als  den  Funktionswert  /"(oo)  an  der  Stelle  oo 
zu  betrachten  hat. 

Wenn  f(z)  an  der  Stelle  oo  einen  Pol  besitzt,  so  wächst  bei 
unendlich  zunehmendem  2  '  auch  i  f(z)  über  alle  Grenzen. 
Man  kann  also  setzen  /'(oo)  =  00. 

Wenn  00  eine  (isolierte)  wesentlich  singulare  Stelle  von 
f(2)  ist,  so  kann  man  z  so  nach  00  konvergieren  lassen,  daß 
f\z)  einem  beliebig  gegebenen  Grenzwert  zustrebt. 

Wenn  00  ein  g'-facher  Pol  ist,  lautet  die  Entwicklung  (*)  so: 

fXs)  =  a^z  -\-  a.,z^  -] \-  a^z'J  +    2J  hrZ-%       («/+  0) 

r  =  0 

d.  h.  es  ist  in  SIq 

f{z)  =  zHc^  +  c,z-'  -r  c,z--'  +  ■••)•  K  +  o) 

Wenn  00  eine  reguläre  Stelle  von  f(z)  ist,  ohne  daß  f(z) 
überall  verschwindet,  so  gilt  in  St^  eine  Darstellung  von 
folgender  Form: 

f{z)  =  z-^^(c^  +  c,z--'  +  c.,z-^  -^••■)•         (Co+0,  2^0) 

Im  Falle  g>0   heißt  00  eine  g-fache  Nullstelle   von  f(z). 
Man  nennt  00  eine  Stelle^)  Ji-ter  Ordnung  für  f(z},  wenn 
man  in  51« 


1)  Man   sagt  auch,  daß  f{z)  dort  von  der  Ordnung  /:  ist. 
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setzen  kann  und  dabei  Cf,  =f=  0  ist.     Im  Falle  ä;  >  0  liegt  eine 
k-fache    Nullstelle,    im    Falle   Ä' <  0  ein  (— ^)-facher  Pol  vor. 
Im  Falle  Ä;  =  0  ist  oo  eine  reguläre  Stelle  und  f{oc    =\=  0. 
Ein  Polynom  m-ten  Grades  in  z 

öo^"*  +  «1  .a-"«  - 1  -f 1-  Um  {a,  H=  0) 

hat  im  Unendlichen  (d  h.  au  der  Stelle  2  =  oo)  einen  >w-fachen 
Pol.     Für  die  rationale  Funktion 

ist  oü  eine  Stelle    {u  —  m)-ter  Ordnung.     Man   kann  nämlich 
schreiben 

Für  genügend  großes     z     ist  aber  (vgl.  S.  245) 


also  (vgl.  S.  99) 

—,-^>,-  =  S/3o+  i«i/5o+  «o/5i)^~'+  •  •  • 

K  +  ^1^     +■•■  +  &„  ^ 

=  Co  +  c^z-^  +  C2^-2  H (Co  H=  0) 

Für    -Rf^)    gilt    demnach    in    der    Umgebung    von    2  =  oo  die 
Darstellung 

E(^)  =  r-("-"»»(Co+  q^-»  +  C2^r-2+  .  .  ■),         (c„4=0) 

d.  h.  oo  ist  eine  Stelle  {n  —  w)-ter  Ordnung. 

Der    Leser    überzeuge    sich    noch  von    der    Richtigkeit    des 
folgenden  Satzes: 

Wenn   s  =  oo   für   f{z)   eine  Stelle  Ä;-ter  Ordnung  ist, 

so  ist  sie  für  1  :f{Z'  eine  Stelle  (— Ä:)-ter  Ordnung. 

Der    Satz    reduziert   sich   auf   einen  früher  bewiesenen  (vgl. 

S.  245),  wenn  man  bedenkt,    daß  z  =  0   für  f[-)  eine  Stelle 

/:-ter    Ordnung    ist,    sobald   .2=00    für  /"(.")  eine  Stelle  Ä-ter 

Ordnung;  ist,  und  umgekehrt. 
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C'q  —  ^0- o> 


§  70.  Ordnung  des  Produktes  und  des  Quotienten 
und   der  Summe   zweier  Funktionen   au   einer  Stelle. 

f{z)  sei  an  der  Stelle  z^  von  /c-ter  undr/(^)  von  Z-tev  Ordnung. 
Dann  gelten  in  einer  gewissen  Umgebung  von  z^^,   etwa  für 

die  Entwicklungen 

fiz)  =  (z  -  z^f\a,-Va,{z  -  z^)  +  a,{z  -  z,f -^  ■  ■  ],   («« +  0) 

g {z)  ■=  (z  -  z,y  { 6o  +  &i  (ß  -  ^o)  +  ^2  (^  -  .-^o''  +•■•)•   (^0  +  «^ 
Da  (vgl.  S.  99) 

[a,  -^a,{z-  z,)  +  •  •  •}  {b,  4-  h,(z  -  z,)  +  ■  ■  ■) 

=  Co  +  C^(Z  —  Zq)  +  c^Jz  —  ZqY  +  ■  ■  ■ 
ist  und 

so  hat  man 

f{z)g{z)  =  [_z-  z,y+^[co  +  c,{z  -  5,)  +  c,{z  -  z,f  ^  •  •  •}• 

(Co  4=  0) 

Hieraus  ersieht  man,  daß  die  Ordnung  von  f{z)y{z) 
gleich  der  Summe  der  Ordnungen  von  f(z)  und  g{z)  ist. 

Derselbe  Satz  gilt  an  der  Stelle  z  =  oo,   was  man  übrigens 

auch  daraus  schließen  kann,  daß  /  (t)  ^^^  ^\)  ^^  ^®^  Stelle 
^  =  0  dieselben  Ordnungen  haben  wie  f(^z)  bzw.  g(z)  an  der 
Stelle  z  =  oo. 

Betrachten  wir  wieder  die  Stelle  Zq,  so  ist,  wie  wir  bereits 
wissen,  l:g(z)  daselbst  von  der  Ordnung  —  l,  mithin 

g{z)       '^  ■>    g{z) 

von  der  Ordnung  k  —  l.  Die  Ordnung  eines  Bruches  ist 
also  gleich  der  Ordnung  des  Zählers  vermindert  um 
die  Ordnung  des  Nenners. 

Auch  dieser  Satz  gilt  an  der  Stelle  5  =  ^o. 

Im  Falle  ^>?  ist  die  Ordnung  von  f{s)+gij^)  an  der 
Stelle  z^^  gleich  /,  d.  h.  gleich  der  kleineren  Ordnung.  Im 
Falle  li  =  l  kann  die  Ordnung  eventuell  größer  sein.  Auch 
dies  gilt  in  derselben  Weise  für  z  =  oo. 
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Wir  wollen  noch  einmal  die  Ordnuupf  einer  rationalen 
Funktion  an  der  Stelle  2  ^  csj  bestimmen. 

Die  Funktion  .-.•  hat  an  der  Stelle  00  die  Ordnung  —  1,  also 
22  =  z^  die  Ordnung  —  2,  Z'S  =  ^^  die  Ord.nung  —  3,  .  .  .,  z"" 
die  Ordnung  —  ni.  Eine  von  Null  verschiedene  Konstante  hat 
die  Ordnung  Null.  Daher  hat  «o^'"  im  Falle  a,,  =j=  0  die 
Ordnung     -  m  und 

«0-^'"+  «i^"'-^+  •  •  •  4-  «,„ 

ebenfalls    die    Ordnung    —  »i,    wei   die  hinzugefügten  Glieder, 
soweit  sie  nicht  verschwinden,  größere  Ordnungen  haben. 
Ist  nun  auch  h^  =j=  0,  so  hat 

an  der  Stelle  ^  =  ex:   die  Ordnung 

—  m  —  (—  n)  =  n  —  t)i. 
Zum  Schluß  beweisen  wir  noch  folgenden  Satz:] 

f{2)  habe  an  der  Stelle  Zq  die  Ordnung  k  und  für 
q>{z)    sei    ^0    eine    isolierte    wesentlich     singulare 
Stelle.     Dann  ist  2^^  auch  für  das  Produkt  f{z)(p{z) 
eine  solche  Stelle. 
Wir  können  z  so  nach  z^  konvergieren  lassen,  daß 

(p{z){z-ZQf  (r  =  l,  2,  3...) 

unendlich  wird  (vgl.  S.  242).     Anderseits  strebt 

{z  -  .g-YC^) 

bei  diesem  Grenzübergang  einem  von  Null  verschiedenen  end- 
liehen  Grenzwert  zu.  Das  geht  unmittelbar  aus  der  Definition 
der  Ordnung  hervor.     Es  folgt  nun,  daß  das  Produkt 

<p{z)  {z  -  z,y  ■  (z  -  z^-'^fiz)  =  f{z) qp {z) 

bei  dem  erwähnten  Grenzübergang  unendlich  wird.  Hieraus 
ersieht  man,  daß  f(z)cp[z:  an  der  Stelle  Zq  nicht  regulär  sein 
kann.  Zq  kann  aber  auch  nicht  bloß  ein  Pol  sein.  Sonst 
müßte,  wenn  r  die  Ordnung  dieses  Pols  ist,  q?(z)  =  f{2)<p{z):fiz) 
die  Ordnung  —  (r  +  ^)  haben. 
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Es  bleibt  also  nur  übrig,  daß  z^  eine  isolierte  wesentlich 
singulare  Stelle  von  /'  (z)  cp  (z)  ist.  An  jeder  von  ^^  ver- 
schiedenen Stelle,  die  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung 
von  Zq  liegt,  ist  f{z)(p{z)  offenbar  regulär,  weil  f{s)  und 
(p{z)  es  sind. 

Der  obige  Satz  gilt  natürlich  auch  für  die  Stelle  oo. 

§  71.  Theorem  von  Liouville.  Wenn  eine  Funktion 
f{z)  sich  überall,  auch  im  Unendlichen,  regulär  ver- 
hält, ist  sie  eine  Konstante. 

Ist  Zq  irgendein  eigentlicher  Punkt,  so  wird  die  Funktion 
f{z)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  z^  durch  eine  Potenzreihe 

t'o  +  (^A^  -  -^o)  +  c,(/  -  z^y  +  •  •  • 
dargestellt.      Sie    hat    also    an    der    Stelle    ^^    eine    Ableitung, 
nämlich    Cj.      Als    Funktion,    die    überall    eine  Ableitung   hat, 
läßt    sich    f{z)    in   der   ganzeii  Ebene,    abgesehen  von  .?  ==  oo, 
durch  die  Taylorsche  Reihe 

«0  +  a^z  +  a^z"^  -\-  ■  ■  ■ 

darstellen.  Wären  hier  die  Koeffizienten  a^,  a^,  a^,  .  .  .  nicht 
alle  gleich  Null,  so  wäre  (vgl.  §  67)  z  =  oo  ein  Pol  oder 
eine  wesentlich  singulare  Stelle  für  f{z).  Da  wir  annehmen, 
daß  f{z)  auch  im  Unendlichen  regulär  sein  soll,  so  müssen 
«1,  ttg,  «3,  •  •  •  alle  verschwinden,    f(z)  ist  also  überall  gleich  a^. 

§  72.  Die  rationalen  Funktionen.  Für  die  Funktion 
f(js)  sei  jede  Stelle  entweder  eine  reguläre  Stelle  oder  ein  Pol.^j 

Dann  können  wir  sofort  beweisen,  daß  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Polen  gibt. 

Zunächst  läßt  sich  um  ^  =  0  ein  so  großer  Kreis  beschreiben, 
daß  außerhalb  dieses  Kreises  keine  singulare  Stelle,  außer 
vielleicht  ^  ^  oo,  vorhanden  ist.  Grabe  es  in  dem  Kreise  un- 
endhch  viele  Pole,  so  hätten  sie  (vgl.  S.  65)  eine  Häufungs- 
stelle Zq.  Nach  unserer  Voraussetzung  ist  aber  Zq  entweder 
eine   reguläre  Stelle    oder   ein  Pol.     Es  läßt  sich  daher  um  Zr. 


1)  Wir  nehmeu  an,  daß  wenigstens  ein  Pol  vorhanden  ist. 


Rationale  Fanktionen.  253 

eiu    Kreis    beschreiben,    der    keinen    von  Zq  verschiedenen  Pol 
enthält.     Zq  kann  also  keine  Häufungsstelle  von  Polen  sein. 

Sind  a,  h,  .  .  .,  k  die  sämtlichen  Pole  von  /'(^)  im  Endlichen 
und  a,  ß,  ....  X  ihre  Ordnungen,  so  verhält  sich 

G(z)  =  iz  -  aYiz  -  by..  .  [z  -  lc)'fiz) 

im   Endlichen  überall  regulär. 

Die  Funktion  G-{z)  läßt  sich  also  durch  eine  beständig 
konvergente  Potenzreihe  6\,  -\-  C^z  -}-  C^z^  -\-  ■  •  •  darstellen. 
Gäbe  es  hier  unendlich  viele  von  Null  verschiedene  C,  so  wäre 
5'  =  oo  eine  wesentlich  singulare  Stelle  für  G(z).     Da 

{z  -  a)-"(z  -  &)-/*•  ■■  {z  -  Je)-"- 

dort  die  Ordnung 

a  +  ß  +  .  ■  .  -\-  X 

hat,  so  wäre  oo  auch  für 

G{z)  {z  -  a)-"{z  -  h)-!'  ••■(.?-  k)-", 

d.  h.  für  f(z),  eine  wesentlich  singulare  Stelle  (vgl.  §  70  Schluß), 

während  wir  doch  angenommen  haben,  daß  f(z)  an  der  Stelle 

oo  regulär  sein  oder  höchstens  einen  Pol  haben  sollte. 

Cq-\-  C^z  -\-  C.2Z^  -\-  ■  ■  ■  reduziert  sich  somit  auf  ein  Polynom, 

und  wir  können  schreiben 

C„  +  C.  2  +  ■     ■  +  CzP 

/-*  ]  f(z^  = --^ 

{z  —  a)  [z  —  0}    ■  ■  ■  (z  —  K) 

Hieraus  ersehen  Avir,  daß  f\z)  eine  rationale  Funktion  ist. 

Die  rationalen  Funktionen  sind  die  einzigen,  für 
die  jede  Stelle  (auch  z  =  oo)  entweder  eine  reguläre 
Stelle  oder  ein  Pol  ist. 

Die  Polynome  sind  die  einzigen  Funktionen,  die  im  Endlichen 
überall  regulär  sind  und  im  Unendlichen  einen  Pol  haben. 

§  73.  Zerlegung  der  ratioualeu  Funktionen  in  ein- 
fache Bestandteile,  f  {z)  sei  eine  rationale  Funktion,  die 
im  Endlichen  die   Pole 

a,    b,    .  .  .,    k 

hat.     Beschreibt   man   um  a  einen  Kreis  ^^^\    der   durch    den 


Wir  wollen 
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nächsten  Pol  hindurchgeht,  so  gilt  innerhalb  ^("\  abgesehen 
vom  Mittelpunkt,  die  Laurentsche  Entwicklung 

^a(^  — «)  ist  eine  Potenzreihe  in  z  —  a,   also 
eine  Reihe  von  der  Form 

%{z  -  a)  =  %+%,{b  -  a)  +  2l,(^-  «y +  ••• 

Entsprechendes  gilt  für  die  Pole  h,  c,  ■■  ,  k. 

setzen.  Iia{z)  ist  eine  rationale  Funktion,  die  nur  den  Pol 
a  hat.     Sie  ist  außerdem  so  beschaflFen,  daß  die  Differenz 

f\z)  -  BJz) 

sich  au  der  Stelle  a  regulär  verhält.  Zieht  man  also  von 
f{z)  diese  rationale  Funktion  -Ra(^)  ab,  so  verliert  f{z)  den 
Pol  a,  behält  aber  noch  die  Pole  h,  c,  .  .  .,  li.  Zieht  man 
noch  i?ö(^)  ab,  so  geht  auch  der  Pol  h  verloren  usw.  Die 
rationale  Funktion 
(*)  f\z)  -  Ra{z)  -  R,{z) B,{z) 

ist  im  Endlichen  überall  regulär.  An  einer  von  a,  b,  .  .  .,  k 
verschiedenen  Stelle  Zq  sind  f  z),  —Ita{^\  ■  ■  ■;  —  Rk{^)  sämtlich 
regulär,  folglich  auch  ihre  Summe.  Wenn  aber  0q  mit  einem 
Pol,  z.  B.  mit  a  zusammenfällt,  so  sind  dort  f(z)  —  Ba(z), 
—  Bb(z),  .  .  .,  —  Bk'Z)  regulär,  folglich  auch  ihre  Summe.  Die 
Funktion  ;*)  muß  also  nach  §  72  ein  Polynom  sein  Dieses 
Polynom  linden  wir  auf  folgende  Weise. 

Wir  beschreiben  um  den  Nullpunkt  einen  Kreis  ^^,  der  durch 
den  entferntesten  der  Pole  a,  b,  .  .  .,  k  hindurchgeht.  Außer- 
halb dieses  Kreises  ^^  gilt  dann  für  f(z)  die  Laurentsche 
Entwicklung 

f(z)  =U,+  Ü,z +  ■■■-{-  ü^z-  +  ?(!)• 
Dabei   ist  'p  (— j    eine  Reihe  von  folgender  Form: 
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^^(i)  =  U,.-4-U,^-^-f  ... 
Setzen  wir  nun 

Uo+  ü,z^  ■■■-\-  U,.z'"=R^(s), 
so  verhillt  sich 

(t)  fii,)^RJ,)-R,{z) R,iz) 

auch  au  der  Stelle  2  =  oo  regulär,  weil 

f{z)-B^{z),    -RJß),    ■■■,    -B,{^) 

dies  tun.  Im  Endlichen  sind  aber  (*)  und  —  Ilu>{ß)  überall 
regulär,  folglich  auch  (f).  Nach  §  71  können  wir  also 
schließen,  daß  (f)  eine  Konstante  ist.  Um  diese  Konstante 
zu  bestimmen,  lassen  wir  s  !  über  alle  Grenzen  zunehmen. 
Dann  konvergiert  f{z)  —  R^iß)  nach  Null,  weil  lim  ^  i—\  =  0 

wird.  Ebenso  konvergieren  aber  auch  Ra{2),  Rb{^),  .  .  .,  Rk(^) 
nach  Null.  Die  Konstante  hat  daher  den  "Wert  Null,  und  es 
gilt  also  die  Formel 

Hiermit  ist  f(z)  in  rationale  Funktionen  zerlegt,  deren  jede 
nur  einen  Pol  hat.  -R^(^)  kann  übrigens  auch  eine  Konstante 
sein. 

Wir  wollen  diese  Zerlegung  an  einem  Beispiel  demonstrieren. 
Die  rationale  Funktion 


/•l^)=  , 

z" 

[z-l)Hz 

+  1) 

hat 

die  Pole 

1,  - 

1, 

.     Um  Rj 

(z)  zu 

finden, 

setzt 

man 

z  — 

■l  =  h. 

Dann 

wird 

/•(^) 

= 

(i-\-hr 

h^2-\-h)  " 

(l  +  hf       1 

= 

2.^U  + 

3A+    . 

.,(:- 

':.+■ 

■) 

Es 

ist 

also 

R  < ^.^ 

= 

2  7t*  ^    4; 

1 

_  +  ... 

1(2-1)»     '     4(0-1) 
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Um  B—i{z)  zu  finden,  setzt  man 

z  4-  1  =  /t. 
Dann  wird 

also 


Jetzt  fehlt  nur  noch  Ii^{z).     Um  i?^(.?)  zu  finden,  setzt  man 

'  -  /.. 

z 
Dann  wird 

Il^{s)  ist  also  gleich   L 

Die  Zerlegung  von  f\s)  in  einfache  Bestandteile  lautet  daher: 

»3  f  1  fi  1  1 

=  1  +      «TTT^.  + 


(?-l)*(^+l)  '     l2(2-l)^^   4(0-l)J  4(2-4-1) 

§  74.     Residuum  einer  Funktion  an  einer  isolierten 

singulären  Stelle,  z^  sei  eine  reguläre  oder  eine  isolierte 
singulare  Stelle  von  f{z).  Dann  gilt  für  0  <  z  —  Zq\<.q  die 
Laurent  sehe  Entwicklung^) 

f{z)  =  i  a,{z  -  z,)p+  2J  hriz-z  )-'-. 

p  =  0  r  =  l 

Wenn  man  nun  um  Zq  einen  Kreis  ^  beschreibt,  dessen  Radius 
kleiner  als  q  ist  und  f{z)  längs  ^  im  positiven  Sinne  integriert, 
so  ergibt  sich 

Man  darf  nämlich  die  Laurentsche  Reihe  gliedweise  integrieren 
(vgl.  §  47  und  §  48). 
Cauchy  nennt 


1)  Es  wäre  nicht  unzweckmäßig,  z^  eine  Laurentsche  Stelle  von 
f(z)  zu  nennen.  Wenn  nicht  alle  b  gleich  Null  sind,  könnte  man  von 
einer  singulären,  sonst  von  einer  regulären  Laurentschen  Stelle  sprechen. 
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das  Residuum  von  f{z)  an  der  Stelle  hy.     Das  Residuum  ist 
also  der  Koeffizient  von  {z  —  j,,)"  ^  in  der  Laurentschen  Reihe. 

Handelt  es  sich  um  eine  reguläre  Stelle,  so  ist  das  Residuum 
nach  dem  Cauchyschen  Fundamentalsatz  gleich  Null.  Sonst 
hleibt  möglicherweise  etwas  anderes  als  nichts  zurück,  wenn 
man  die  Integration  ausgeführt  hat.  Daher  der  Name  Residuum 
(Rückstand).  Natürlich  kann  auch  an  einer  singulären  Stelle 
das  Residuum  gleich  Null  sein;  denn  es  ist  gleich  Null,  sobald 
nur  in  der  Laurentschen  Reihe  das  Glied  mit  {2  —  ^',.)~  ^  fehlt. 
Andere  negative  Potenzen  von  z  —  Zq  dürfen  ruhig  vorkommen. 

^  sei  ein  Kreis,  dessen  Randpunkte  reguläre  Stellen  und 
dessen  innere  Punkte  jedenfalls  Laurentsche  Stellen  von  f{z) 
sind  (vgl.  die  Fußnote  S.  256).  Man  muß  sich  vorstellen,  daß 
auch  die  Randpunkte  von  S  innere  Punkte  des  Definitions- 
bereiches von  f{z)  sind. 

In  ^  kann  es  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  nur 
eine  endliche  Anzahl  singulärer  Stellen  geben.  Wären  unend- 
lich viele  vorhanden,  so  hätten  sie  eine  Häufungsstelle.  Eine 
solche  ist  aber  keine  Laurentsche  Stelle. 

Nun  seien 

a,  b,  .  .  .,  k 

die  singulären  Stellen  von  f  z)   in  ^  und 

Ä,  B,...,K 

die     zugehörigen     Residuen.       Dann     gilt 

folgende  Formel:  '^' 

(*)  ^.ff{z)dz  =  A  +  B  +  --.  +  K, 

d.  h.  das  Integral 


iii/A^)'^^ 


ist  gleich  der  Summe  der  Residuen,  die  zu  den  singu- 
lären   Stellen   im   Innern   von   ^   gehören. 

Um  den  Satz  zu  beweisen,  beschreibe  man  um  a,  h,  .  .  .,  k 
kleine  Kreise  ^a,  '^b,  ■  ■  ,  ^k,  die  ganz  innerhalb  ^  liegen  und 
nicht  aneinanderstoßen  oder  übereinandergreifen. 

Kowalewski,  die  konii)lexen  Veränderlichou.  17 
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Schneidet  man  diese  kleinen  Kreise  aus  ^  heraus,  so  bleibt 
ein  Bereich  35  übrig,  in  welchem  f{z)  überall  eine  Ableitung 
hat.     Daher  ist  (vgl.  §  56) 


ff{z)dz, 


erstreckt  längs  des  Gesamtrandes  von  33,  gleich  Null,  d.  h.  man 

■j^/a-)«'^  =  hjf(^^'  +  ■  ■  ■  +  irjfi')^'' 

wobei  in  den  durch  die  Pfeile  markierten  Richtungen  zu  inte- 
grieren ist.     Nach  der  Definition  der  Residuen  ist  nun 

^Jf{z)dz  =  A, 

Also  gilt  wirklich  die  Gleichung  (*). 

Diese  Gleichung  bleibt  auch  richtig,  wenn  man  '^  durch 
ein  anderes  Gebiet  ®  ersetzt,  das  die  Pole  a,  h,  .  .  .,  k  im 
Innern  enthält.  Es  muß  nur  für  das  Gebiet  %^,  welches  durch 
Herausschneiden  der  kleinen  Kreise  ^a,  ^b,  ■  ■  ■>  ^k  entsteht, 
der  Cauchysche  Fundamentalsatz  gelten.  Dann  läßt  sich  näm- 
lich das  obige  Beweis  verfahren  aufrecht  erhalten.  Das  Integral 
von  f(z)  längs  des  (in  positivem  Sinne  durchlaufenen)  Gesamt- 
randes  von   @   ist  gleich  27ti   mal  der  Summe   der  Residuen. 

Wenn  s  ==  oo  eine  Laurentsche  Stelle  von  f{z)  ist,  so  kann 
man  auch  dort  von  dem  Residuum  dieser  Funktion  reden. 
Gilt  für  \s'  j  >  p  die  Entwicklung 

f{z)  =  Z  üpZP  +  21  hrZ-"-, 

und    ist    U    ein    um    den    Anfangspunkt    beschriebener    Kreis, 
dessen  Radius  größer  als  q  ist,  so  hat  man 


^Jmd. = -  K 
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Dabei   ist  U  so   durchlaufen,  daß   das  Äußere 

(d.   h.    die    Umgebung    von    z  =  oc)    zur    Linken, 
liegt  (vgl.  Fig.  97). 

Dieses  Integral  nennt  man  das  Residuum  von  f\z) 
an  der  Stelle  oc.     Das  Residuum    an   der  Stelle 
cx>    ist    hiernach    der    negativ    genommene    Koeffizient 
von  z~^  in  der  Laurentschen  Reihe. 

Während  das  Residuum  an  einer  eicrentlichen  regulären 
Stelle  stets  gleich  Null  ist,  kann  es  an  der  Stelle  oo  von  Null 
verschieden  sein,   obwohl   die  Funktion  f\z)   dort  regulär   ist. 

Wenn  f\s)  an  der  Stelle  oo  eine  positive  Ordnung  hat,  die 
größer  als  1  ist,  ist  das  Residuum  ojffeubar  gleich  Null.  Dann 
lautet  nämlich  die  Laurentsche  Reihe  so: 

wobei  übrigens  noch  gewisse  h  gleich  Null  sein  können.  Es 
fehlt  das  Glied  mit  2~'^,  dessen  negativ  genommener  Koeffizient 
das  Residuum  ist.     Hat  man  z   B.  eine  rationale  Funktion 

und  ist  der  Grad  des  Nenners  wenigstens  um  zwei  Einheiten 
größer  als  der  Grad  des  Zählers,  so  ist  das  Residuum  an  der 
Stelle  oo  gleich  Null.  Denn  die  Funktion  hat  dort  die  Ord- 
nung (vgl.  S.  249) 

n  —  m  ^  2. 

Jetzt  sei  ^  ein  Kreis,  dessen  Randpunkte  reguläre  Stellen 
und  dessen  äußere  Punkte  (einschließlich  z  =  oo)  jedenfalls 
Laurentsche  Stellen  von  f{z)  sind.  Dann  gibt  es  außerhalb 
Ä  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Stellen.  Denn  eine 
Häufungsstelle  von  singulären  Stellen  kann  keine  Laurentsche 
Stelle  sein.^)  a,  h,  .  .  .,  k  seien  die  eigentlichen  singulären 
Stellen  und  A,  B,  .  .  .,  K  die  zugehörigen  Residuen.  Ob  cx^ 
eine  singulare  oder  reguläre  Stelle  ist,  spielt  hier  gar  keine 
Rolle.  Es  kommt  vielmehr  nur  auf  das  Residuum  U  an,  das 
f\z)  dort  hat. 


1)  z  =  oo  ist  mit  eingeschlossen. 

17^ 
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Wir  beschreiben  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  U,  der 
die  singulären  Stellen  a,  h,  .  .  .,  J:  alle  in  seinem  Innern  ent- 
hält. Auf  das  durch  U  und  ^  begrenzte  Gebiet  ®  können 
wir  nun  den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  anwenden. 
Danach  ist 

Ä  U 

=  Ä-h  B -]-■■.  +  K. 

Dabei   sind  Ä   und  U   so    zu  durchlaufen, 
wie  es  die  Pfeile  in  Fig.  98  andeuten. 
Nun  ist  aber  anderseits 


Fig.  98. 


^jf(')^^ 


u. 


Also  läßt  sich  [**)  auch  so  schreiben: 

Man  kann  das  Äußere  von  Ä  durch  andere  Gebiete  ersetzen, 
worin  oc  ein  innerer  Punkt  ist,  z.  B.  durch  das  Äußere  eines 
Rechtecks  oder  durch  das  Äußere  von 
mehreren  auseinanderliegenden  Kreisen, 
Rechtecken  u.  dgl.,  ohne  das  Formel  (f) 
ihre  Geltung  verliert.  Man  muß  aber  den 
Gesamtrand  bei  der  Integration  so  durch- 
laufen, daß  man  das  Innere  des  Gebietes 
zur  Linken  hat  (vgl.  z  B.  Fig.  99).  Das 
Integral  von  f(ß)  längs  des  Gesamtrandes  ist  gleich  2äi  mal  der 
Summe  der  Residuen,  die  in  dem  betrachteten  Gebiete  vorkommen. 

§  75.  Die  Residuen  von  Funktionen,  die  nur  Lau- 
rentsche  Stellen  haben,  f^s)  sei  eine  Funktion,  die  in 
der  ganzen  Zahlenebene  (^  =  oo  eingeschlossen)  nur  Laurent- 
sche  Stellen  hat.  Eine  solche  Funktion  kann  nur  eine  endliche 
Anzahl  singulärer  Stellen  aufweisen,  weil  eine  Häufungsstelle 
von  singulären  Stellen,  wie  schon  mehrfach  hervorgehoben 
wurde,  keine  Laurentsche  Stelle  wäre. 


Fig.  99. 


Die  Residuen  gewisser  Funktionen. 
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Nun  seien  <i,  h,  .  .  .,  h  die  im  Endlichen  gelegenen  singulären 
Stellen  von  f\z)  und  A,  B,  .  .  .,  K  die  zugehörigen  Residuen. 
[/  sei  das  Residuum  von  f{z)  an  der  Stelle  z  =  oo. 
Dabei  kann,  wie  wir  Avissen,  oo  eine  singulare 
oder  auch  eine  reguläre  Stelle  sein. 

Beschreiben  wir  einen   Kreis  ^,  der  a,h,...,  k 
in  seinem  Innern  enthält,  so  ist  (^vgl.  Fig.  100) 


Fig.  100. 


f(z)dz==Ä  +  B+...  +  E, 


■z)dz=U. 


Hieraus  ergibt  sich  durch  Addition 

A-\-B+--  +  K  +  ü=0. 

Die  Summe  aller  Residuen  von  f  (z)  ist  also  gleich  Null. 

Wir  wollen  diesen  Satz  bei  den  rationalen  Funktionen  veri- 
fizieren. Sie  gehören,  wie  wir  wissen,  zu  den  Funktionen,  die 
in  der  ganzen  Zahlenebene  nur  Laurentsche  Stellen  haben. 
Überdies    gibt  es   bei   ihnen  keine  wesentlich  singulare  Stelle. 

In  §  73  sahen  wir,  daß  eine  rationale  Funktion  R{z)  so  in 
Summanden  zerlegt  werden  kann,  daß  jeder  nur  einen  Pol 
besitzt.  Beachten  wir,  daß  das  Residuum  einer  Summe  offen- 
bar gleich  der  Summe  der  Residuen  ist^),  so  genügt  es,  zu 
zeigen,  daß  eine  rationale  Funktion  mit  einem  einzigen  Pol^) 
die  Residuensumme  Null  hat.     Ein  Pol3"nom 

hat  im  Unendlichen  das  Residuum  0  und  ist  im  Endlichen 
überall  regulär.  Hier  gilt  also  der  Satz  von  dem  Verschwinden 
der  Residuensumme. 

Eine  rationale  Funktion,  die  nur  den  Pol  a  hat,  sieht  so  aus 


(*) 


c  + 


+ 


{z-af 


1)  Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition. 

2)  Der  Pol  kann  natürlich  ein  mehrfacher  sein. 
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Sie  hat  an  der  Stelle  a  das  Residuum  A.    Es  kommt  außerdem 
nur  noch  das  Residuum  an  der  Stelle  oo  in  Betracht. 

sind,  soweit  sie  nicht  verschwinden,  an  der  Stelle  00  von  der 

Ordnung  2,  3,  .  .  .,  ^).    Ihr  Rssiduum  ist  also  dort  gleich  Null. 

Dasselbe    gilt    natürlich    von    der    Konstanten   c.  Es    bleibt 
demnach  nur  das  Residuum  von 


^— »         l-a 

übrig.  Dieses  ist  der  negativ  genommene  Koeffizient  von  z~^, 
also  —  A  Die  betrachtete  rationale  Funktion  hat  somit  die 
Residuensumme  ^  -f  (—  ^)  =  0. 

Man  braucht  bei  der  Bestimmung  des  Residuums  einer 
Funktion  f(2)  an  der  Stelle  2  ^  00  nicht  gerade  die  Laurent- 
sche  Reihe  außerhalb  eines  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreises  zu  nehmen.  Man  kann  auch  irgendeinen  andern 
Kreis  benutzen.  Hat  er  den  Mittelpunkt  Sq,  so  ist  in  der 
Lauren  tschen  Reihe 


—  &j  das  Residuum  von  f{z)  an  der  Stelle  z  '=  00. 

Besclireibt  man  nämlicb  um  z^^  einen  genügend  großen 
Kreis  ^q  und  durchläuft  ihn  in  der  Weise,  daß  man  das 
Äußere  zur  Linken  hat,  so  ist 

nach  S.  259  das  Residuum  von  f{z)  an  der  Stelle  00.     Ander- 
seits aber  hat  man 


wijf 


f  {z)  dz  =  —  \. 


Wenn  man  diese  Bemerkung  benutzt,  so  kann  man  direkt 
sagen,  daß  die  Funktion  (*)  im  Unendlichen  das  Residuum 
—  A  hat. 
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Wenn  f{z)  in  der  ganzen  Zahlenebene  nur  Laurentsche 
Stellen  hat,  so  gilt  dasselbe  von  f\z).  Offenbar  hat  f  {z) 
überall  das  Residuum  Null.  Integriert  man  nämlich  f  {z) 
längs  eines  Kreises,  der  durch  keine  singulare  Stelle  von  f{z) 
hindurchgeht,  so  kommt  Null  heraus  (vgl.  §  46).  Man  kann 
sich  auch  auf  folgende  Weise  von  der  Richtigkeit  des  Satzes 
überzeugen.  Ist 
für  0  <  j  ^;  —  ^0  j  <  p 


SO  folgt  daraus  (vgl.  §  47  und  §  48) 

cc  .c 

Hier  fehlt  aber  das  Glied  mit  [z  —  z^~^.     Das  Residuum  von 
f'{z)  an  der  Stelle  z^  ist  also  gleich  Null. 
Hat  man  für     z    ^  q 

f{^)  =^«.  ^'  +^Kz~'; 

80    ist 


f'i^)=2^^i' 


ZP-'^  —  ^\ 
p  =  l  r  =  l 


Hier    fehlt   das    Glied    mit   z~\     Das  Residuum  von  f'{z)  an 
der  Stelle  oo  ist  also  gleich  Null. 


§    76.     Auswertung    einiger    bestimmter    Integrale. 

Wir  betrachten  eine  rationale  Funktion 

R(3)  =  ^  =  -^-^ ?,  (ao&o  +  0) 

die  keinen  Pol  auf  der  a; -Achse  hat  und  im  Unendlichen  von  der 
Ordnung  2  oder  von  einer  größeren  Ordnung  ist.  Der  Grad 
des  Nenners  soll  also  den  Grad  des  Zählers  wenigstens  um 
zwei  Einheiten  übertreffen  (n  ^  m  -(-  2). 
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Wir  wählen  den  Kreis  A(' li  in  Fig.  101    so  groß,    dalj  iille 
Pole    von  Ji{z)  in  seinem    Innern    liegen.      Ist  22  die   Summe 
y  aller  Residuen  iu  der  oberen  Halb- 

ebene,   so    liJit.    miui')    nacli     §  74 


j  i:{zdz  +1  Il,(z)<lz  =  2 TT.  12:. 


]lj  ^  -^  A  II  II  (•  A 

Nun     gilt     aber,     weuu     (>     die 

größte  Entfernung  eines  Pols  vom 

Nullj)unkt    ist,     für    |  .«  |  >  p    die    Laurentsclu^     HcMho.       Sie 

bat  nach   den    über    R(z)  gemacbtcn  Voraussetzungen  folgendes 

Ausseben: 

iK^)  -  ';.  +  ::  + . . . 

Dab.T   ist  ivgl.  i<  40) 


HCA 


yii(.)rf,r-(-';-.;;.-   .)^ 

CA 

Läßt  man  A   naeb   links  und    />'  nach   rechts  ins  Unendliche 
rücken,  so   wird 

«"•  fö  +  A-  +  •■■)  =  0, 


also  auch 


Wmj  li{z)dz  '-^  0 
HC  A 

lim  /  n^z)(iz  =  2ni:^. 


Diese  Formel  können  wir  naeb  der  in  «1er  Integralrechnung 
ül)licben  Bezeichnungsweise  uneigentlichcr  Integrale  auch  so 
schreiben: 


(*) 


jli{x)<lx  =  2;r/ 


\)  AB  ist  der  gerade  Weg  von  A   iiacli   .7^. 
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Die  Funktion 

erfüllt  die  über  Ji(^)  gemachten  Voraussetzungen.  Öie  iuit 
die  beiden  Pole  i  und  —  i  und  der  Grad  des  Nenners  ist  um 
zwei  Einheiten  größer  als  der  des  Zählers.     Daher  ist 


f- 


^"^    =2ni2. 


\-\-x 


2  bedeutet  hier  das  Residuum  an  der  Stelle  i.     Nun  ist 
1  1 


also 

2i   z-i    '          ' 

und  daher 

2;=  l:2i 

00 

/      dx 

—   00 

was    man    leicht    mittels  der    unbestimmten    Integration    be- 
stätigen kann. 

Wir  wollen  annehmen,  daß   R(^i    in  der  oberen  Halbebene 

nur  einfache  Pole  hat.  Ist  z^  ein  solcher  Pol,  so  wird 

sein  und  Q^  {z^  =(=  0,  also 

P{z)  _    P{z,)        1 
Q{z)         Q,(z,)   z-z,^ 

Das  Residuum  an  der  Stelle  Zq  ist  hiernach  gleich 

Für    ^i(^o)    kann    man    noch   einen  andern  Ausdruck  angeben. 
Man  hat  nämlich 

Q'iz)  =  [{z-z,)QM]' 
also 
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Das  Residuum  an  der  Stelle  Zn  läßt  sich  daher  auch  so  schreiben; 


und  unser  Resultat  lautet: 


00 

Die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  Pole  z^  in  der  oberen 
Halbebene. 

Wir  wollen  jetzt  die  Formel  (**)  auf  die  Funktion 

~  —  1 


anwenden,  tu  und  n  seien  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  2,  4,  .  . . 
und  m  sei  kleiner  als  n. 

Die  Nullstellen  des  Nenners  sind  die  w-ten  Einheitswurzebi 

e2A«;:w  (^-  =  0,    1,  ...,«-  1) 

Die  einzigen  reellen  unter  ihnen  sind  1  und  —  1.  Diese  sind 
aber  auch  Nullstellen  des  Zählers  und  daher  keine  Pole  von 
R{z).     Man  sieht  das  deutlich,  wenn  man  schreibt 

_  g^'  +  g'"-^  +  -  •  ■  +  ! 
Ii{z)   hat  also  keinen   reellen  Pol.     Für  die  Berechnung  von 

kommen  nur  die  Pole  der  oberen  Halbebene,  d  h.  die  Pole 

e^krli-.n  (A;=l,  2,  .  .  .,     Y    -1) 

in  Betracht.     Setzt  man 
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80  lauten  sie 
Es  wird  daher 

^^  'n+  1   =  ^">  +   1   4-  ^2(m+l)  _j_   .   .   .  ^(v  -  l)(m  +  l) 

^"»  +  1  _  ^»■("»  +  1) 
~  1  _  ^"»  +  1 

Nun   ist  aber 

^v  =  e«'  =  —  1^ 

also,  weil  7)1  +  1  ungerade,  auch 


mithin 

Ferner  wird 


>  -  1  _  ^-"^'    _  1  +•9' 
^   1  -«•    ~"  1  -  O'' 


Setzen  wir  für  d-  seinen  Wert  ein,  so  ergibt  sich: 


7t  i  7t  i 

-(m  +  l)—  (m  +  l)-~ 

e  "  -\-e 


y  v+'=  - — ^^ — ^ = '■  cot(w  + 1)" 


—  (m  +  l)—         (m  +  l)  — 

c  —  e 

und 

m        ni 


/  ^0  = „•  =  «  cot      • 

Die  Formel  (**)  lautet  jetzt 

oo 

/— "^  c?a;  =  —  I  cot  -  —  cot(m  4-  1)  - } 

—  CO 

oder,  wenn  man  m  =  2^,,  n  =  2v  setzt, 
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Hieraus  folgt,  da 

eine  gerade  Funktion  ist, 

f    X      —  1  2v  [  2v  2v        ) 

0*' 

Sind  /A,,  n^  und  v  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  .  .  .  und  jitj, 
/ig  beide  kleiner  als  v,  so  hat  man  die  Gleichungen 

00 

f    X      —  1  2v  '         2v  2v         j 

0 

OD 

r^--i  d^  _  Jl  ( cot  f  -  eoti^+i^ ) . 

0 

Subtrahiert  man,  so  entsteht  folgende  FormeP): 


(t )      /  -^—^P  dx==^\  cot  ('-"^^  -  cot  ^ti)  - 

0 

Setzt  man  in  (f) 
so  wird 

Ferner  wird 

2v  2r         "•"  2' 

Die  Gleichung  (f)  geht  also  in  folgende  über: 

OD 

/  x^^dx         71    (       .(2ii-\- 1)71    ,    ,     (2114-1)71 
I ^  =7-      cot  -^ — —  +  tg      '^   '     -^ 


.     (2^  +  1)ä  (2^+1)«' 


4psin^-^ 


eos 


4? 


1)  Vgl.  Hermites  Cours  d'analyse,  herausgegeben  von  Andoyer. 
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d.  h. 

CD 


_  (2  jU  +  1)  7t 

2  Q  Sin  ' — '- 

'^  2() 


,u.  Q  sind  hierbei  Zahlen  aus  der  Keihe  0,  1,  2,  .  .  .,  und  ^i  ist 
kleiner  als  q. 
Führt  man  in 


0 

die  neue  Veränderliche 


/ 


t  =  2q  logir 
ein,  so  geht  es  über  in 


_»(2^_-fl)< 

00 

Statt  (ff)  erhält  man  alsdann  die  Formel 


CD 

(ff)  [''lUl^^-. 

^ '  '  ''1  /     1  j.  e'       sin  5{  TT 

Führt  man  in  (f)  die  neue  Integrationsvariable 
t  =  2vlogÄ; 
ein,  so  verwandelt  sich  (f)  in 

CC 

(f)j  / —  dt  ==  TCl  cot  Xi  7t   —  cot  X^JCi- 

Der  Geltungsbereich  der  Formeln  (f)i  und  (ff)i  ist,  wie  wir 
jetzt  zeigen  werden,  ein  viel  größerer,  als  wir  bisher  kon- 
statiert haben. 


270  Auswertung  einiger  Integrale. 


Die  Funktion 


e 
f(g)  = (y.  eine  komplexe  Konstante) 

1+  e' 


1 

f 

D 

Zm 

C 

j 

A 

C 

) 

l 

1    ' 

hat  auf  der  a;-Achse  keinen  Pol.     Ihre  Pole  sind  nämlich  die 
Nullstellen  des  Nenners  1  +  e%  also  die  Stellen 

2  =  +  %i,     ±  ^ni,     +  bni,  .  .  . 

In  dem  Rechteck  ABCD  in  Fig.  102, 
dessen  Höhe  2x  sein  soll,  liegt  nur  der 
Pol  ni.  Um  das  Residuum  von  f{z)  an 
der  Stelle  ni  zu  bestimmen,  setzen  wir 
*   z  =  ni  -{■  h.     Dann  wird 

Fig.  102.  e''«»- _[....  e"""'  , 

Also  ist  das  Residuum  gleich 

Mithin  gilt  die  Gleichung 

it)  Jf{z)dz=-2nie''''\ 

ABCD 

Bezeichnen    wir    die  Abszissen    der    Punkte  A,  B  mit  a,  h, 
80  können  wir  schreiben 

6 

l  f{z)dz  =  j  f{x)dx, 

AB  a 

h  b 

jf{z)dz  =  -  jfx  -\-2ni)dx  =  -  e^"''' ff(x)dx, 

CD  a  a 

in 

Jf(z)dz  =  ijfi^  +  iy)dy, 

BC  0 

27t 

jf{z)dz  =  -  ijf\a  +  iy)dy. 

DA  0 

Daher  lautet  die  Gleichung  (%*): 
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(^1  _  e'^'")Jf{x)dx  +  ij[f{h  +  iy)  -  t\a  +  iy)\dy 

a  0 

=  —  2nie''''"'. 
Nach  der  Abschätzungsformel  in  §  40  ist  aber 

iflfifi  +  iy)  -  f{a  +  iy)\dy  =  2%i^[f{h  +  /t?)  -  f{a  +  ^•^)) 

0 

(  %■    <1,     O^T3^2:r) 
Setzen  wir 

a  =  y,  -\-  IX  , 
so  wird 

f(h  +  i  n)  =  ' ^s— 

^(x'-l)B_;<",;g,{x'-l),  +  x"B} 

~  l  +  e-^e-''' 

und 

Liegt  nun  x'  zwischen  0  und  1  (0  <x'<  1),  so  erhalten  wir, 
wenn  —  a  und  h  über  alle  Grenzen  zunehmen, 
lim/'(a  +  /t?)  =  lim/'(&  +  iri)  =  0. 
In  diesem  Falle  ist  also 

00 

(1  _  e^y.ni^  I  f{x)dx  =  -  2nie'''', 

00 

und  daher 

00 

/fix)dx  =  -v^ — 1 
'  ^   '  sin  xjr 

00 

d  h.  es  gilt  die  Formel  (tt)i. 
Wenn  die  Bedingung 

0<x'<  1 
nicht  erfüllt  ist,  so  existiert  das  Integral 


überhaupt  nicht. 
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Ist  x"  =  0,  SO  haben  wir  den  reellen  Integranden 

und  können  folgendes  aussagen: 

,       .       ,.      ,..,,        .       ^    Es  existiert  nicht 
x'  =  0:     lim/(0=  1,  0 

x'<0:     lim/XO==  cx),  I  \f{t)dt. 

x'=l:     lim/-(0=l,     ^    Es  existiert  nicht 


x'  >  1 :     lim  f(t)  =  oü  jf{t) 


0 

Ist  x"  =j=  0,  so  genügt  es  zu  zeigen,  daß  der  imaginäre 
Bestandteil  des  in  Rede  stehenden  Integrals  nicht  existiert. 
Die  Nichtexistenz  des  reellen  Bestandteils  läßt  sich  übrigens 
genau  ebenso  beweisen. 

Wenn  „ 

\''''^sm{K"t)dt 


J  1  +  ^^ 

0 


existierte,  so  hätten  wir 

cc  r  2r  3« 


Setzen  wir 


so  hat  sin  (x'7)  in  dem  Intervall  <mT,  (m  +  1)  t>  ein  festes 
Zeichen.  Nach  dem  ersten  Mittelwertsatz  der  Integralrechnung 
ist  also 

fj^  I  sin (x"t) dt  =  ^-=^^  f8m(x"t)dt. 

mr  vir  0 

im  liegt  in  imt,  (m  f  1)t>.  «, 

Es    müßte    hiemach,   wenn    das   Integral    /    existierte,    die 
Reihe  o 
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,x'<. 


4- 


l  +  e'"    '     1  +  e''         1  i-e'-' 
konvergent  sein.     Dazu  wäre  erforderlich 


lim  7 

,„^00  1+e'" 


0. 


Ebenso  würde  man,  wenn  das  Integral 

ü 


/ 


e''''8m{x"t)dt 


1  +  e' 

existierte,  eine  Limesrelation  von  der  Form 

=  0 


lim  

m  =  »    1  +e 


finden,  wobei  /„/  ein  Wert  aus  <C—  (m  +  1)t,  —  mr>  ist. 
Wenn  x'  >  1   ist,  gilt  die  erste  Limesrelation  nicht.     Wenn 

00 

3«'  ^  0    ist,   gilt    die    zweite    nicht.     Das    Integral    /    existiert 

also  sowohl  in  dem  ersten  als  auch  in  dem  zweiten  Falle  nicht. 
Wir  sehen,  daß  das  Integral 


/ 


e'-^dt 


1  +  e' 

—  00 

der    Pflicht    die    Funktion    gp  (x)  = 


darzustellen  so   weit 


nachkommt,  als  es  ihm  überhaupt  möglich  ist.    Bis  zum  letzten 
Atemzuge    erfüllt    es    diese   Pflicht    und    läßt         y 
erst  davon  ab,  wenn  es  zu  existieren  aufhört. 

Der  Existenzbereich  des  Integrals  oder,  was 
dasselbe  ist,  der  Geltungsbereich  der  Formel 
['iff\  ist  in  Fig.  103  angedeutet.  Nur  wenn 
X  im  Innern  des  schraffierten  Streifens 
liegt,  existiert  das  Integral  und  gilt  die 
Formel  (tt)i. 

Jetzt  wollen  wir  uns  noch  mit  der  Formel  (f)^  beschäftigen 

Die  Funktion 


Fig.  103. 


Kowalewski,  die  komplexen  Veranderlichou. 


18 
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/■(^)  = 


■/.,  z        „y..z 


1  -e' 


ist  an  der  Stelle  2=^0  regulär.    Als  singulare  Stellen  kommen 
also  nur  folgende  in  Betracht 

+  27ci,     ±  Ani,     ±  &7ti,     .  .  . 

Hat  das  Kechteck  ABCD  in  F'ig.  104  die  Höhe  n,  so  gibt 
y  es    darin   keine    singulare    Stelle    von    /"(ä). 


o         B 

Fig.  104. 


Daher  ist 


d.  h. 


Jf{z)d,  =  0, 

ABCD 


/ dx  —    I — — 

a 
n 

f\f{h  +  iy)-f{a+nj)]dy  =  0. 


dx 


Liegen  die  reellen  Teile  von  Xj  und  ^2  zwischen  0  und  1, 
80  vp^ird,  wenn  wir  A  nach  links  und  B  nach  rechts  ins  Un- 
endliche rücken  lassen, 

n  n 

lim   /  f{h  +  iy)dy  =  0.       lim  /  f{a  +  iy)dy  =  0. 

0  0 

(Beweis  wie  auf  S.  271.)     Wir  erhalten  also 

—  00  — »  — » 

Nach  (tt)i  ist  aber 

00 


a. 

P 
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Daher  wird 


00 

I  f(x)ax  =. . 

/  '  ^   ^  sin  Xj  jr  sin  x,  n 


=  7t  (cot  XiTt  —  cot  XoTl). 

Die  Formel  (fi^  gilt  also,  sobald  die  reellen  Teile  vou 
Xj  und  ^2  zwischen  0  und  1  liegen. 
Setzen  wir 

3v  j       "  yV    ■  Art       "^~'        J.        ^"~       Ä 

und  liegt  der  reelle  Teil  von  x  zwischen  0  und  1,  so  liegen 
die  reellen  Teile  von  x^  ud  x.^  zwischen  0  und  1,  und  es  gilt 
also  die  Formel  (t)^.     Nun  ist  hier  aber 

cotx^^r  =  cotx;r,       cot^a^r  =  cot  {1  —  x)  Ji  =  —  cotx;r. 
Also  lautet  die  Formel  so: 


00 

2ncotx7t  =  / : —  dt. 


Da 


,xt      Al  —  y.)t 


1-e' 


ungeändert    bleibt,    wenn   t   durch    —  t   ersetzt    wird,    können 
wir  auch  schreiben 


U  00 

TCCOtXTC  =  I — dt  =  I , —    < 

J  1-e'  J  l-e-' 


Hier  haben  Avir  wieder  eine  Integraldarstelluag  vor  uns,  die 
in  dem  ganzen  Existenzbereiche  des  Integrals  gilt.  Das  Inte- 
gral erfüllt  seine  Pflicht,  die  Funktion  jtcotx:t  darzustellen, 
solange  als  es  überhaupt  existiert. 

Ist  X  reell,  so  können  wir  hinsichtlich  des  Integranden  f\t) 
folgendes  konstatieren: 

18* 
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x  =  0 
x=  1 

x<0 


lim  f{t )  =  <x>, 


>1:     lim  f(t)  =  - oo. 


Das  Integral 


J         1-« 

0 


dt 


—  t 


existiert  also  iu  diesen  Fällen  nicht. 

Ist  X  =  x'  +  ix"  und  x"  =|=  0,  so  lautet  der  imaginäre  Teil 
des  Integranden 


_g.^_^^(x'-l)< 


—  l 

1-  e~ 

Existierte  nun  das  Integral 


sinx"/. 


J  l-e 

0 


—  Bin  x"tdt, 


so  wäre  es  gleich 

T  2r  3r 

0  r  2t 

Auf  jedes  von  diesen  Integralen  läßt  sich  der  Mittelwertsatz 
anwenden,  und  es  ergibt  sich  dann,  daß  eine  Reihe  von  der 
Form 

»  y/t,,^  {y.'        l)i,„ 

^' ±-^^ (««T<^„,<(tn+l)r) 

„,  =  0         1  —  e      '" 

konvergent  sein  müßte.  Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe 
konvergiert  aber  nur  dann  nach  Null,  wenn  —  x'  und  x'  —  1 
beide  negativ  sind,  d.  h.  x'  zwischen  0  und  1  liegt.    Die  Formel 


r**^  7fcotx7C=  I  :^^ — dt 


gilt  also   in  dem   ganzen  Existenzbereiche  des  Integrals,  und 
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dieser  ist  das    Innere   des   in   Fig.  103   angedeuteten   Streifens 
der  x-Ebene. 
Da 


1—  e 


1-e-' 


ist,  so  folgt  aus  (*.f) 


>  =0t/ 
0 


(?^. 


Wenn  <  nach  Null  konvergiert,  strebt 


dem  Grenzwert  1  zu.     Wenn  £  genügend  klein  ist,  wird  also 
in  dem  Intervall  <0,  £>  die  Ungleichung 


,-x<_  .(z-l)< 


1-  e" 
stattfinden      Es  wird  daher 


<2 


7 


e-p'(e~>^'_e(''-i)')di 


1  -  e" 


<2£ 


sein. 


In  dem  Integral 


können  wir,  da  die  Funktion 


)(i« 


•i" 


1-  e~ 


j       monoton  ist,   den   in   §  22  bewiesenen   zweiten  Mittelwertsatz 
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anwenden,  und  zwar  dürfen  wir  die   dort  mit  Ä,  B  bezeich- 
neten Konstanten  hier  in  folgender  Weise  wählen: 


A  =    ^ 5  =  0. 


Es  wird  danu  nach  §  22 


dt 


1-  e 


X  -  1 


Dabei  ist  |  •&•  |  ^  1  und  a'  ein  Wert  aus  <£,  g>>. 

Da   der   reelle  Teil   von  —  x   sowohl   als  von  x  —  1  negativ 
ist,  so  sind  die  Beträge  von 

kleiner  als   1.     Wir  können  also  auch  schreiben: 

re~P'(e-'''-e'''~'^^')dt  ^»'e^P'    i     2  2       | 


wobei     'S"'  i  <  1  ist.     Hieraus  folgt,  daß  auch 

00 


1-  e~ 


1-e" 


1  |x|  +     x-ljl 


ist  (i^"  1^1). 

Wenn  p  unbegrenzt   zunimmfl,   konvergiert  die  rechte  Seite 
nach  Null,     Daher  ist  für  fast  alle  Werte  von  p 


00 


',-pt(^-.t_^(y.-^l)t^^^ 


1-e 


<3f. 


Dies  bedeutet  aber,  daß 
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ist,  mithin 

Nun  hat  man  aber  (vgl.  §  4G) 


(O 

J  \   g   U      9 

0 


9i\(^       1        e~^'" 
9 


Ist  der  reelle  Teil  von  g  positiv,  wie  im  Falle  g  =  x  -{-  v  und 
g  =  v-\-l  —  x(v  =  0,  1,  2,  .  .  .),  so  wird 


e-9tdt  =  ^- 
9 

0 


0 

Demnach  wird 

QO 

7lCOtx7C=^,       — j 1 

Jm^       I  X  -j-  V  X  V  —  1 

Addiert  man  hierzu 

o  =  -.4t+(«4t-^)+(.4,-.43)+- 

so  ergibt  sich 

3r  cotxÄ  =  ^  +  (-^  4-  -^  +  (~  +  ^)  +  • 
X        \x  +  1       X  —  1/        \x  +  2       ■K  —  iJ 


oder 


,  l,2x,2x,2x, 

;r  cotx^  = -  +  ^^,-^,  +  ^,3^,  +  ^^^-3p  +  • 


Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  konvergiert  nicht  bloß, 
wenn  der  reelle  Teil  von  x  zAvischen  0  und  1  liegt,  sondern 
immer,  wenn  v,  keine  ganze  Zahl  ist.     Man  hat  nämlich 

2x 


lim  ""^^  =  -  1. 


Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  wird  also 
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2x                2 

x»-n*      ^n« 

sein. 

Da 

1 

+  -r«  +  p+--- 

eine  konvergente  Reihe  ist,  so  folgt,  daß  auch  die  Reihe 

X  ^x*-l*^x*-2*^ 

für  jeden  von  0,  1,  2,  .  .  .  verschiedenen  Wert  von  x  konver- 
giert. Wir  werden  später  sehen,  daß  ihre  Summe  gleich 
GotHTC  ist.  Die  Stellen  0,  1,  2,  .  .  .  sind  übrigens  die  Pole 
von  cotx^. 


§  77.     Das  Integral  der  logarithmischen  Ableitung. 

Wenn  f{0)    an    der    Stelle    z^  von    der  ^-ten  Ordnung  ist,    so 
hat  man  für  0  <i  \  js  —  2q\  <C  g 

(*)    f{z)  =  {z~  z^r>[c,  +  c,  {z  -  z,)  -^c,{z-  z,y  +  ■  ■  ■] 

(Co  4=0) 
und,  bei  genügend  kleinem  q, 

Durch  Differentiation  findet  man  aus  (*) 

f\z)  =  [^z-  z^)p[c^  +  2c^{z  -  ^0)  +  •  • 

+  p{z  -  z,y-^[c^^  c,{z  ~  z^)  -^ 

=  p{z-  Zq)p-  1  {  Co  +  c^{z  -  ^0)  + 
Demnach  ist 

tII  =  73^  je«  +  c^{^  - ^0)  +  •  •  -1 1^0+  yi(^ - ^0)  +  ■  •  -1 

Eüeraus  ersieht  man,   daß  f  (z)  :  f{z)  an  der  Stelle  Zq  einen 
einfachen  Pol  mit  dem  Residuum  p  hat. 


Integral  der  logarithmischen  Ableitung,  281 


Wenn  t\z)  an  der  Stelle  Zq  von  der  ^)-teu  Ordnung 
ist,  so  hat  f{z)'.f{z)  daselbst  einen  einfachen  Pol  und 
das  Residuum  p. 

Jetzt  wollen  wir  die  Stelle  z  =  oo  betrachten.  Hat  fiz) 
dort  die  Ordnung  p,  so  ist  für  \z\'^  q 

(t)  f{z)=z-p[c^  +  c,z-'  +  c,z-'+'  •  •)  K  +  O) 

und,  bei  genügend  großem  q, 

Aus  (f )  ergibt  sich  durch  Differentiation 

f'{z)  =  -pz-p~-'[c,  +  c,  ^'  +  c,^^  + 
4-  z-py  —  c\z-'^  —  2t'2^~'  — 
=  -  pz-p-'  [c,  +  c^'z--"  +  c^'z-'-  4- 
Demnach  ist 


m 


^{co  +  c/^l+---)    {y„+y,^-l+...} 


Man  sieht  hieraus,  daß  f  iß)  :  t\^)  an  der  Stelle  oo  regulär 
ist  und  dort  das  Residuum  p  hat.  Das  Residuum  ist  nämlich 
der  negativ  genommene  Koeffizient  von  \  :  z. 

Wenn  f{z)  an  der  Stelle  oo  von  der  ^-ten  Ordnung 
ist,  so  ist  f'{z):f{z)  daselbst  regulär  und  hat  das  Re- 
siduum p. 

Nun  wollen  wir  eine  Funktion  f{z)  betrachten,  die  in  dem 
Kreise  Ä  nur  reguläre  Stellen  und  Pole  hat.  Auf  dem  Rande 
soll  sie  überall  die  Ordnung  Null  haben. 

Ist  Zq  eine  reguläre  Stelle  im  Innern  von  Ä,  so  muß 
f{z)  dort  eine  bestimmte  Ordnung  haben,  d.  h.  es  dürfen 
nicht  alle  Koeffizienten  der  Taylorschen  Reihe  gleich  Null 
sein.    Sonst  wäre  nämlich  f{z)  innerhalb  des  Kreises  ^^  gleich 
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Fig.  105. 


Punkt   z^. 


Fig.  106. 


Null,  der  in  Fig.  105  angedeutet  ist.  Man  überzeugt  sich 
leicht,  daß  /'(0)  dann  im  Innern  des  Kreises  Ä  überall  ver- 
schwinden müßte.  Ist  nämlich  ^^  irgendein 
innerer  Punkt  von  ß,  so  können  wir  die 
Kreise  0,  1,  2,  .  .  .  in  Fig.  106  konstruieren. 
Der  Kreis  0  hat  den  Mittelpunkt  Zq.  Der 
Mittelpunkt  von  1  liegt  im  Innern  von  0, 
der  Mittelpunkt  von  2  im  Innern  von  1  usf. 
In  dem  /.--ten  Kreise  dieser  Kette  liegt  der 
Wenn  nun  f(2)  in  dem  Kreise  0  überall  ver- 
schwindet, so  ist  im  Mittelpunkt  des  Kreises  1 

d.  h.  alle  Koeffizienten  der  Taylorschen  Reihe 
sind  gleich  Null.  Daher  ist  f{z)  in  dem  Kreise 
1  überall  gleich  Null.  Folglich  gelten  im 
Mittelpunkt  des  Kreises  2  die  Gleichungen  (**), 
so    daß    f(z)    auch    in    dem    Kreise    2    überall 

verschwindet,    usf.     Schließlich   kommt   man  zu  dem  Kreise  /.; 

und  sieht,    daß    f{2)    auch    dort    überall    gleich  Null   ist,   also 

auch  an  der  Stelle  z^. 

Wenn  die  Funktion  f(2)  im  Innern  von  ^  überall  ver- 
schwindet, so  ist  sie  nach  den  von  uns  gemachten  Voraus- 
setzungen auch  auf  dem  Rande  des  Kreises  gleich  Null.  Wir 
haben  aber  gerade  angenommen,  daß  /■(^)  auf  dem  Rande  von 
^  nirgends  verschwinden  soll.  Daher  können  wir  sicher  sein, 
daß  im  Innern  des  Kreises  an  jeder  Stelle  eine  bestimmte 
Ordnung  vorhanden  ist. 

Es  gibt,  wie  wir  wissen,  in  ^  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Polen,  weil  eine  Häufungsstelle  von  Polen  nicht  einmal 
eine  Laureutsche  Stelle  ist.  Es  gibt  auch  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Nullstellen.^)  Eine  Häufungsstelle  von  Nullstellen 
wäre  nämlich  selbst  eine  Nullstelle.  Eine  Nullstelle  von  be- 
stimmter Ordnung  ist  aber  isoliert. 


1)  Man  kann  dies  auch  daraus   entnehmen,    daß    die    Nullstellen   von 
f{z)  die  Pole  von  1  :  f{z)  sind. 
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Es  seien  nun 

n„     ?/2,     .  .  .,     n^ 

die  Nullstellen  von  fiz)  in  Ä  und 

Vi,      V.,,      .  .  .,      Vp 
ihre  Ordnungen.     Ferner  seien 

die  Unendlichkeitsstellen  von  /"(^)  und 

CO^j       03.2,       ■  •   •>       ^7 

ihre  Ordnungen. 

Dann  hat  /''(^)  :  /'(^)  in  Ä  die  einfachen  Pole 

Wj,      .  .  .,      llp]  11^,      .  .  .,  U./ 

und  daselbst  die  Residuen 

Vi,     ■..,     Vf,;         -Ol,     ...,     -(o,i. 

Sonst  ist  fis):f{z)  in  Ä  überall  regulär. 
Daher  gilt  nach  §  74  die  Gleichung 

^-^^  =  2Äi  (Vi  H +  Vp  -  öl (a,/) 

oder,  wenn  wir 

Vi  +  •  •  ■  4-  Vp  =  V, 

0?!  +  •  •  •  +  CJ,^  =  o 
setzen,  die  Gleichung 

(t)  /^'  =  2-(-«.). 

V  ist  oJBFenbar  die  Gesamtzahl  der  Nullstellen  von  f{z)  in  dem 
Kreise  U,  ebenso  co  die  Gesamtzahl  der  Unendlichkeitsstellen 
oder  Pole.  Dabei  muß  man  aber  eine  wi- fache  Nullstelle  und 
ebenso  einen  w- fachen  Pol  m-mal  zählen. 

Bei    der  Integration   hat   man  den  Kreis  so  zu  durchlaufen, 
daß  das  Innere  zur  Linken  liegt. 
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Jetzt  sei  f  {s)  eine  Funktion,  die  auf  dem  Rande ^)  und 
außerhalb  des  Kreises  Ä  (auch  im  Unendlichen)  nur  reguläre 
Stellen  und  Pole  hat.  Auf  dem  Rande  von  ^  soll  sie  überall 
die  Ordnung  Null  haben.  Dann  besitzt  f{z)  außerhalb  ^  an 
jeder  Stelle  eine  bestimmte  Ordnung  (Beweis  ähnlich  wie  oben). 
Es  gibt  außerhalb  ^  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen 
und  Polen,  und  es  gilt  wieder  die  Formel  (f).  Nur  muß 
man  jetzt  den  Kreis  Ä  bei  der  Integration  so  durchlaufen,  daß 
man  das  Äußere  zur  Linken  hat.  Jede  Nullstelle  und  jeder 
Pol  ist  so  oft  zu  zählen,  als  seine  Vielfachheit  angibt,  v  ist 
bei  dieser  Zählung  die  Gesamtzahl  der  Nullstellen,  a>  die 
Gesamtzahl  der  Pole. 

Den  Kreis  ^  kann  man  in  den  beiden  oben  betrachteten 
Fällen  durch  ein  anderes  Gebiet  ersetzen,  dessen  Punkte 
reguläre  Stellen  und  Pole  von  f{z)  sind.  Nur  muß  sich  auf 
dieses  Gebiet  der  Residuensatz  des  §  74  anwenden  lassen. 

Wenn  f{z)  in  der  Zahlenebene  (einschließlich  2  =  00)  an 
jeder  Stelle  eine  bestimmte  Ordnung  hat,  so  gibt  es  bei  ihr 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  und  Nullstellen.  Ziehen 
wir  den  Kreis  Ä  so,  daß  er  durch  keinen  Pol  und  durch  keine 
Nullstelle  hindurchgeht,  so  ist  (bei  bestimmter  Integrations- 
richtung) 


Fig.  107. 


_  /hfl 


=  2n:i{v'  —  co' 


y  =2ni(v"  -  0"). 


Dabei  ist  v'  die  Anzahl  der  Nullstellen  innerhalb  und  v"  die 
Anzahl  der  Nullstellen  außerhalb  des  Kreises  £.  Ebenso  ist 
a'  die  Anzahl  der  Pole  innerhalb  und  co"  die  Anzahl  der  Pole 
außerhalb  des  Kreises. 

Addiert  man  die  beiden  obigen  Gleichungen,  so  ergibt  sich 
v'  =  v"  —  a'  -\-  a", 

1)  Die  Randptinkte  sind  innere  Punkte  des  Definitionsbereichs  von  f(z.) 
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d.  h.  die  Gesamtzahl  der  Nullstellen  ist  gleich  der 
Gesamtzahl  der  Pole. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  auf  die  Funktion 

f{z)  =  a^g'"  +  0,^"'  -  ^  +  •   •  •  +  Mm  ("n  =4=  ") 

anwenden.  Sie  ist  im  Endlichen  üherall  regulär  und  hat  im 
Unendlichen  einen  »»-fachen  Pol.  Daher  muß  sie  im  Endlichen 
m  Nullstellen  besitzen.  Damit  ist  der  Fundamentalsatz  der 
Algebra  bewiesen  (vgl.  §  30). 

Wir  wissen,  daß  eine  Funktion  f(z),  die  an  jeder  Stelle 
(ein.schließlich  s  =  oo)  eine  bestimmte  Ordnung  hat,  eine 
rationale  Funktion  ist  (vgl.  §  72).  Dies  läßt  sich  übrigens 
auch  aus  §  73  entnehmen.  Die  Anzahl  der  Pole,  die  eine 
solche  Funktion  hat,  nennt  man  ihren  Grad.  Jeder  Pol  ist 
dabei  mit  der  entsprechenden  Vielfachheit  zu  zählen. 

Eine  rationale  Funktion  nullten  Grades  ist  (nach  §  71)  eine 
Konstante. 

Wir  wollen  jetzt  eine  rationale  Funktion  f{2)  betrachten, 
deren  Grad  m  größer  als  Null  ist.  Wenn  man  eine  Funktion 
an  der  Stelle  ^q  in  die  Laurentsche  Reihe  entwickelt,  so  heißt 
der  Bestandteil  dieser  Reihe,  der  die  negativen  Potenzen  von 
2  —  £!q  enthält,  der  kritische  Teil  an  der  Stelle  2^.  Ent- 
wickelt man  die  Funktion  an  der  Stelle  oo  in  die  Laurentsche 
Reihe  und  nimmt  den  Bestandteil  der  Reihe,  der  die  positiven 
Potenzen  von  2  enthält,  so  heißt  er  der  kritische  Teil  an 
der  Stelle  oo.  Die  rationalen  Funktionen  f(2)  und  f(2)  —  c 
(c  eine  Konstante)  haben  offenbar  überall  denselben  kritischen 
Teil.     Sie  sind  also  beide  vom  Grade  m. 

Daher  hat  f{2)  —  c  genau  w  Nullstellen.  Jede  muß  natür- 
lich mit  der  entsprechenden  Vielfachheit  gezählt  werden. 

Wir  können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  rationale  Funktion  vom  Grade  m  (w>0)  nimmt 
jeden  Wert  m-mal  an. 

Wenn  2^  eine  mehrfache  Nullstelle  von  f(2)  —  c  ist,  so  ist 
2q,  wie  man  aus  der  Taylorschen  Reihe  sieht,  auch  eine  Null- 
stelle von  f(2).  Sind  2^,  2^,  .  .  .,  2p  die  Nullstellen  von  f  [2) 
im  Endlichen,  so  wird  ein  Wert  c,  der  von  /"(2i\  f{22),  ■  •  -,  f{2p^ 
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und  /"(oo)  verschieden  ist,  von  f{z)  sicher  an  ;»  verschiedenen 
Stellen  angenommen. 

§  78.  Umkehrung'  einer  Fotenzreihe  in  der  Um- 
gebnngf  einer  einfachen  Nullstelle.     Die  Potenzreihe 

a^z  4-  a,^z^  +  •  •]■ 
habe  einen  von  Null  verschiedenen  Konvergenzradius,  und  es  sei 

Um  den  Nullpunkt  läßt  sich  ein  Kreis  ^  beschreiben,  in 
welchem^)  f{j3)  =  «j^  +  «g^-  +  •  •  •  nur  die  Nullstelle  ^  =  0  hat. 
Da  ötj  =1=  0  angenommen  wird,  ist  es  eine  einfache  Nullstelle. 
Es  gilt  also  nach  §  77  die  Gleichung 

iTiiJ     f{z) 

f{z)  I    hat    auf    ^    einen    kleinsten    Wert    m,    der    größer    als 
Null  ist. 

Nehmen  vrir  jetzt  irgendeine  komplexe  Zahl  Wq,  die  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  m  ist,  so  gibt  es  in  ^ 
eine  und  nur  eine  Stelle  z^^,  wo 

wird. 

Die  Anzahl  der  Nullstellen  von  fiz)  —  w^^  in  ^  ist  nach 
§  77  gleich 

,^.  J_    rf'{z)dz 

^^  ^^ij  f(vo)-w. 

Wir  müssen  beweisen,  daß  dieses  Integral  den  Wert   1  hat. 
Setzen  wir 

'        =  i  +  «!^  +  .  .  .  +  <Zl  +      "'  " 


80  wird 


1)  Der  Rand  des  Kreises  ist  eingeschlossen. 
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J_     rf'{z)dz    _  J_     ff  dz  w,      frjz 

'1-xiJ  f(2)-tc^         27iiJ      f     '^  '2^iJ     P 

■^     2^1  J     f     "f"   27tiJ    \f)f- 


+ 


Wn 


Bezeichnen  wir  mit  3f'  das  Maximum  von  ff 2)  auf  Ä,  so  ist 
nach  §  45: 

'^\J    \  f  /    /"  —  M-'o      =  w*  —  !  «''0  I  ^   '»   / 

Ä  I 

Da   wir  nun      iVq  \  <  w  vorausgesetzt  haben,    so  können   wir 
hieraus  schließen,  daß  bei  unendlich  zunehmendem  n 

wird.     Demnach  gilt  die  Gleichung 

,..  J_     rf_{z)dz 

y^)  2niJ  f{z 


1_     ff  dz        w^      ff  dz        w-      I 
'•■xij      f    '^2TtiJ     P   '^2TtiJ 


z)-tv^ 

"fdz 


r  + 


Auf  der  rechten  Seite  verschwinden  aber  alle  Integrale  bis  auf 
das  erste.     Denn 

ist  auf  Ä  die  Ableitung  von 

_  1 

Daher   ist,   wenn   wir   auf  Ä   von   einer   Stelle  A    nach   einer 
Stelle  B  integrieren, 


ffdz l_  /    1    Y 
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Lassen  wir  den  Kreisbogen  AB  in  den  ganzen  Kreis  ^  über- 
gehen, so  wird 

fdz 


ß. 


fp       p-i\fp—ij^ 

Gleichung  (f)  reduziert  sich  also  auf 


1_     r_mdz  _    1       ff(z)dz^  ^ 


2 

Man  kann  zu  diesem  Resultate  auch  durch  folgende  Über- 
legung gelangen,  (y)  ist  für  w^  \  <  m  eine  stetige  Funktion 
von  Wf^.  Der  Wert  dieser  Funktion  ist  nach  der  Bedeutung 
des  Integrals  (*)  eine  ganze  Zahl^  folglich  wegen  der  Stetig- 
keit immer  dieselbe  ganze  Zahl.  Nun  hat  die  Funktion  für 
Wq  =  Q  den  Wert   1.     Also  hat  sie  immer  den  Wert  1. 

Beschreibt  man  in  der  it-Ebene  um  iv  =  0  einen  Kreis  U 
mit  dem  Radius  m,  so  gibt  es  zu  jedem  Punkt  w  innerhalb 
dieses  Kreises  U  einen  und  nur  einen  Punkt  in  dem  Kreise  51 
derart,  daß  die  Gleichung  f'{z)  =  iv  stattfindet. 

Durch  die  Gleichung  f{s)  ■=  tv  und  die  Ungleichung  |  ^  |  <  (> 
ist  also  innerhalb  U  eine  Funktion 

definiert.  Diese  Funktion  ist  innerhalb  U  stetig.  Hat  man 
nämlich  \imw„  =  tVQ  und  |  m;^  |  <  m,  so  gehört  zu*)  tv^,  w^, 
«t-g,  .  .  .  eine  Punktfolge  ^'j,  2^,  z^,  .  .  .  im  Innern  von  ^.  Sie 
hat  eine  Häufungsstelle  .s-^,  und  man  kann  aus  2^,  3^,  s.^,  .  .  . 
eine  Teilfolge  gj,  g,?  h}  ■  •  •  herausheben,  die  nach  z^^  konver- 
giert, it),,  iDgj  ^t>3,  ...  sei  die  entsprechende  Teilfolge  von 
w^,  w^,  w^j  .  .  .     Dann  folgt  aus  lim  §„  =  Sq 

lim/(§„)  =  /i^o), 
d.  h. 

lim  tun  =  /"(^o)     oder     Wq  =  /(s^J. 

Zq  muß  also  im  Innern  von  ^  liegen  und  dem  Punkt  Wq  in  U 
entsprechen.      Es   gibt,    wie   wir   wissen,   nur   ein   solches   Zq. 


1)  Wj,  w^,  .  .  .  sollen  alle  innerhalb  U  liegen. 
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Die  Folge  g^y  z^,  z^,  .  .  .  hat  demnach  nur  die  eine  Häufungs- 
stelle Zf^,  d.  h.  es  ist 

lim Zn  =  Zq     oder     lim  (p  (w„)  =  (p {Wq). 
Damit  haben  wir  die  Stetigkeit  von  (p{tv)  bewiesen. 

Lassen  wir  alle  tv„  von  w^  verschieden  sein,  so  sind  auch 
alle  z„  von  Zq  verschieden,  und  wir  können  schreiben 

qpK)-qp(M'o)  _     _  /'(-%,)  -  fi^o) 

^n-^^O  *  ^n  -  ^0 

Hieraus  folgt  bei  unendlich  zunehmendem  n 

w(w\  —  np(«'n) 

n  0 

/■'(i'o)  kann  nicht  gleich  Null  sein.  Sonst  wäre  z^  eine 
mehrfache  Nullstelle  von  f{z)  —  iVq,  während  doch  wegen 
I  Wq  I  <  m  nur  eine  einfache  Nullstelle  innerhalb  Ä  vorkommen 
kann,     z  =  (p  (w)  hat  also  innerhalb  U  überall  eine  Ableitung. 

Daher  gilt  innerhalb  U  die  Taylorsche  Reihe 

z  =  b^w  -}-  h.2iv^ -}-  •  ■  • 

Man    nennt    diese  Potenzreihe    die   Umkehrung  von  w  =  a^z 
-^a,z'+  ■  •• 

Die  Umkehrbarkeit  einer  Potenzreihe  läßt  sich  auch  auf 
folgendem  Wege  zeigen.     Man  betrachtet  das  Integral 


l_    rzf'{z)ds 


Dieses  Integral  ist  gleich  dem  Residuum  von 

zf{z)  _  ^  I  /"c^)  -  »^0  r 

/  (2)  -  'Po  ~       /X^)  -  «'o 

an    der    Stelle  z^.     In    der  Umgebung    dieser   Stelle,    die    eine 
einfache  Nullstelle  von  f{z)  —  w^  ist,  hat  man  aber 


f{z)  -  Wo 
also 


+ 


z  \  f{z)  -  W^  \    ^      gp        , 
f{z)  -IV^  0  -  2^ 

Die  Punkte  deuten  Glieder  mit  (z  —  z^f,  {z  —  z^^,  ...  an. 

Kowalewski,  die  komplexen  Veränderlichen.  19 


290  Umkehrung  einer  Potenzreihe. 

Es  wird  hiernach 


j_  rzf'{z)dz 


2:     =^"' 


Nun  kann  man  (ähnlich  wie  auf  S.  287)  beweisen,  daß 


Ä  ff  ft 


ist,   oder,    da   das    erste   Integral   auf  der   rechten    Seite    ver- 
schwindet. 

Nun  beachte  man,  daß  für  />  =  1,  2,  3,  ... 


\fpj         fp+l 

/gf  dg  __  j^  rdz 
fp+^  -  jj  jp' 


und 

'  /" 

ist,  mithin 

^  dz^ 
fP 

d.h. 


Dann  kann  man  die  Reihe  (ff)  in  folgender  Form  schreiben: 

^ ,  ,  ,  N  w       1      /  dz        w^       1       /dz 

(.TTT;  ^  ~J  '  2niJ  7  +  "2"  ■  Y^iJ  'p 

««^       1      /  ^^    I 
"^  X  '  'YniJ   7^  +  ■  ■  ■ 

Die  Koeffizienten  der  Potenzreihe  ^  =  ft^Wj  -f  &2^2  +  ■  '  * 
der  Umkehrung  von  w  =  a^z  -\-  a^z^  ^-  •  ■  ■  =  f{z)  hängen  jetzt 
nur  ab  von  den  Werten,  die  f{z)  auf  dem  Rande  von  ^ 
annimmt. 


\ 
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Man  kann  die  obigen  Betrachtungen  in  der  Weise  ver- 
allgemeinern, daß  man  ^  durch  einen  Bereich  ersetzt,  in  welchem 
die  Funktion  f(z)  regulär  ist  und  außer  der  einfachen  Null- 
stelle ^  =  0  keine  anderen  Nullstellen  besitzt.  0  =  0  liegt  im 
Innern  des  Bereichs  und  7n  ist  der  kleinste  Wert  von  f{z)  \ 
auf  dem  Rande.  Der  Bereich  muß  so  beschaffen  sein, 
daß  der  Residuensatz  sich  darauf  anwenden  läßt.  Es 
handelt  sich  jetzt  nicht  mehr  um  die  Umkehrung  einer 
Potenzreihe,  sondern  einer  Funktion.  Aber  die  Umkehrung 
ist  eine  Potenzreihe. 

§  79.  Beispiele.  Wir  betrachten  in  dem  in  Fig.  108 
angedeuteten    Rechteck    die    Funktion    (vgl.    §    3.5) 

Sie  hat  in  jenem  Rechteck  keine  andere 
Nullstelle  als  die  einfache  Nullstelle  2  =  0. 
Zuerst  wollen  wir  den  kleinsten  Betrag  von 

f(,)  =  e'  -  1 

auf   dem  Rande  des  Rechtecks  ABCD  bestimmen.      Auf  AB 
und  CD  ist 

/(^)  =  e^  +  «*_  1  =  _  (e^+  1). 

Der  kleinste  Wert  von  |  f(2)  auf  diesen  beiden  Rechteck- 
seiten ist  also  1  +  e^.  Auf  BC  ist  der  kleinste  Betrag  von 
fiß)  gleich  e*—  1,  auf  J.D  gleich  1  —  e".  Daher  ist  m=  1  —  e' 
der  kleinste  Wert  von  |  f{z)  auf  dem  ganzen  Rande  des 
Rechtecks  ABCD. 

Ist  nun  I  ?{;  I  <  m,  so  gibt  es  nach  §  78  im  Innern  dieses 
Rechtecks  einen  und  nur  einen  Punkt  z,  so  daß  die  Gleichung 

Nach  Formel  (fff)  in  §  78  ist  ferner 
f4.\  _  "^       1      /     dz  w*       1       /       dz        . 

19* 


D 

m 

Q  c 

a 

0 

\b 

A 

-m 

P    B 

Kig 

.  108. 
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Man  hat  jedesmal  längs  des  Weges  ABC  DA  zu  integrieren, 
also  längs  des  Rechteckrandes.  Das  deuten  wir  durch  das 
beigefügte  9i  an. 

Da  in  zwei  Punkten  wie  P  und  Q  in  Fig.  108 

gleiche  Werte  hat,  so  ist 

/dz  I       dz 

AB  DG 

also 

iR  SC  /JA 

Das  Integral 

V  ^  27tiJ    {e'-l)P 

m 

ist  gleich  dem  Residuum  von  1  :  (e'  —  l)^  an  der  Stelle  z  =  0. 

Es  ändert  sich  also  nicht,  wenn  wir  —  a  und  h  immer  größer 

und  größer  werden  lassen. 

Nun  hat  man  aber 


1       /^     dz       _    1_    /*       dy 


2: 

BC  —n 

-.  {~n<ri<n;   i  *    ^  1) 


Läßt  man  6  unendlich  zunehmen,  so  wird 

lim-^  r_^i-_=.o. 

BC 

Anderseits  ist  nach  dem  Mittelwertsatz  in  §  21 

71 

1       r     dz       _    1      r       dy 


2: 
AD 


+ 


(e«e"/.  _i)F        (g«e";i_l)P 
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Vi}  %  liegen    in   <—  jr,  ny  und  A^,  X^  in  <0,  1>.     Außerdem 
haben  Aj,  Ag  die  Summe   1.    Man  kann  also  auch  schreiben 


i     r    ^^       —  1 


2 


-f^l — r^^ 1-  (o<;i<i) 

Läßt    man    nun    a    nach   —  oo  konvergieren,   so    strebt    die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  dem  Grenzwert  (—  1)^  zu.    Also  ist 


,.        1      r    dz 
hm  ,, — .  / 

2711 J   (e'-i) 


(-  1)^- 


Wir  haben  das  Integral  (*)  in  zwei  Bestandteile  zerlegt. 
Einer  konvergiert  nach  Null,  der  andre  nach  (— 1)' — ^  Das 
Integral  konvergiert  also  ebenfalls  nach  (—  1)^—^.  Es  ändert 
aber,  wie  wir  wissen,  bei  dem  Grenzübergang  seinen  Wert 
nicht.  Also  ist  es  immer  gleich  (—  1)''~^,  und  die  Reihe 
(f )  lautet 

^=j        ^+  3  — ••• 

w  unterliegt  der  Ungleichung  \tv .  <Cl  —  e".  Da  man  —  a 
beliebig  vergrößern  kann,  so  unterliegt  es  überhaupt  nur  der 
Ungleichung  \w'<,l. 

Da 

e^  =  1  +  w 

ist,  so  ist  B  ein  Logarithmus  von  1  -\-  tv,  und  zwar  derjenige 
stetige  Logarithmus  von  1  -{■  zv  in  dem  Kreise  \iv\  <  1,  der 
sich  für  w  ^  0  auf  Null  reduziert.     Vgl.  hierzu  §  37. 

Die  Funktion  tg^  =  1  :  cot^  wird  definiert  als  der  Quotient 
von  sin  z  und  cos  z.     Es  ist  also  (vgl.  S.  108) 

Binz  .  e''-e~''  .1-e^'* 

tQZ  =  =  —  i  —. ~  =  i  —-  • 

ö  C0S2  g"^e-''  1  +  e^'* 

Im    Endlichen    ist    tg.?    überall    regulär    mit    Ausnahme    der 

Stelleu.  wo  -.    .     o         r. 

1  +  e^'^  ==  0 

ist.     Das  sind  die  Stellen 


294 


Beispiele. 


(2k -1)71 


(1  =  0,  ±1,  ±2,  .  .  .) 


die  wir  in  Fig.  109  durch  kleine  Kreise  markiert  haben.    Jede 
von  diesen  Stellen  ist  ein  einfacher  Pol  von  tg^'.     Setzt  man 

nämlich 

(2k-l)7c 


A 


c  C 


Z  = 
SO  wird 


'-  +  A, 


i^z  =  1 


.1 


,(2/t  — l)Ä«-)-2.7i 


l  +  e^'-A 


B 


Fig.  109. 


,2  +  2iÄ4- 


2%h-\- 


-h  +  - 


Das  Residuum  ist,  wie  man  sieht,  gleich  —  1.  Der  unendlich 
ferne  Punkt  ist,  wie  hier  nebenbei  bemerkt  sei,  nicht  einmal 
eine  Laurentsche  Stelle  von  tg^.  Denn  er  ist  eine  Häufungs- 
stelle von  Polen. 

Die  Nullstellen   von   tg^   sind   diejenigen  Werte  von  z,   die 

die  Gleichung 

1  _e2/=  =  o 

erfüllen.  Sie  sind  identisch  mit  den  Nullstellen  von  sin^  und 
lassen  sich  so  schreiben: 

Jen.  {k  =  o,  ±1,  +2,  ...) 

In  Fig.  109  sind  sie  durch  Sterne  markiert.  Der  Leser  über- 
zeuge sich,  daß  es  sich  hier  um  lauter  einfache  Nullstellen 
handelt. 

Man  sieht,  daß  in  dem  Rechteck  ABCD  in  Fig.  109  nur 
eine  Nullstelle  und  kein  Pol  von  tg  z  liegt. 

Wir  müssen  nun  das  Minimum  von  j  tg  ^  [  auf  dem  Rande 
des  Rechtecks  bestimmen.     Auf  AD  und  BC  haben  wir 


tff  ^  =  ^ 


.-2j/, 


.  1  +  ie 


-•iy 


l  +  e- 


.2. 


1  +  ie 


-2/ 


30  I  tff  5;    =1.     Auf  AB  ist 
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.l-e^'-^e~"*        .  1  -  e"^*  cos2a:-ie~^*  8in2x 

tsj  ^  =  ?  „  .   ^  =  l TT 57 ' 

"^  l^e3,Xg-26  1-f  p-26cos2a;  +  tc-^*  8in2a: 

also 

I  ^  „        14-  e-^^  -■2e~ "*  cos  ix 

I    °      '         i-f  e-**  4-2e~^*  C08  2a; 

Da  2x  zwischen  —  ^  und  ^    liegt,    so    ist   der   kleinste   Wert 
von     tg  2     auf  ylß 


■^*+l       1  +  c^* 


Ebenso  ist  der  kleinste  Wert  von     tg  z  ;  auf  DC 

1  -  e~'-'' 


l^e-^' 


Der  kleinste  Wert  von  |  tg  ^^     auf  dem  ganzen  Rechtecksrande 
ist  also  die  kleinere  der  beiden  Zahlen 

l_e2ö        i_e-2c 


Wir  bezeichnen  ihn  mit  m. 

Ist  nun  IV  <  m,  so  gibt  es  in  dem  Rechteck  ABCD 
oder  31  einen  und  nur  einen  Punkt  z,  der  die  Gleichung 
i^  z  =  IV  befriedigt,  und  es  ist  nach  §  78 

/*«^     ^ = "^  -^  c^  4.  ^'  j_  r_if_ + . . . 

^      ^  1    27tiJ  tgz^  2     2TTiJ  (tgz)*    ^ 

Die  Integrale  lassen  sich  in  folgender  Weise  berechnen: 

/  --^^,  =     /  (cot  Z/dz  ip  =  1,  2,  3,  .  .  .) 

31  31 

ist  gleich  dem  Residuum  von  (cot  zp)  an  der  Stelle  z  =  0. 
Nun  hat  man  im  Falle  eines  geraden  p 

(cot  z)"  =  (cot  zy  - '  -^^  -  (cot  z)p  -  \ 

(cot  zy  -  2  =  (cot  zy  -  *  ^> -^  -  (cot  zy  -  s 
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(cot  z)^  =  J^^  -  1, 


also 


(cot  Z)P  =  {(cot  Z)P  -  2  -  (cot  ^)^  -*  +  •••  ±  1}  -.^^  +  1. 

Die  Funktion  cot  z  hat  (vgl.  S.  87)  die  Ableitung 
-,        /C08«\'       Bin  z  {co&  z)' —  coi  z  {sin  z)' 


(-'^)'  =  (^J  = 


sin  ^2 

Nun   ist   aber,   wie   man   aus   den  Potenzreihen   für   cos  ,-:   und 
sin  z  entnehmen  kann, 

(cos  zy  =  —  sin  z,     (sin  z)'  =  cos  z, 


also 


/      ■     Nr  COS*  2  +  sin*  z  1  ,  •         ,     v> 

(cot^;y= -—^^ = ^-1--  sin^  +  Ü) 


Im  Falle  eines  geraden  p  ist  daher  (cot  zy  die  Ableitung  von 

(2^rz_' _  <5?if)!z  =  +  ...  + cot .  + ., 

p  —  1  p  —  ^  ~ 

so  daß 


/"(cot  z)p 


dz  =  0 


wird  (vgl.  §  46). 

Im  Falle  eines  ungeraden  p  hat  man 

(cot  z)p  =  (cot  z)p  -  ^  -^  -  (cot  zy-\ 
(cot  z)p-'^ (cot  zjP-'-r^-  (cot  z)p - S 


(cot  zY  =  cot  ^  -;— ^ cot  z, 

^  ^  sin- 2  ' 

also 

(cot  Z)P  =  {(cot  Z)P-^  -  (cot  ^)/'-  *  4-  •  •  •  ±  cot  5^)  -J^  +  cot  i!. 

f -1 
Das  letzte  Vorzeichen  ist  (—1)    ^   . 

p:zl 
(cot  ^?)^  ist  jetzt  gleich  (—  1)   ^     cot  z  plus  einer  Ableitung, 

mithin 

/'  p-1    p 

(cot  zydz  =  ^~V  ■'     /  cot  zdz. 

3{  3i 
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cot  z  hat   aber  in   ?R  nur  den  einfachen   Pol  ^r  =  0  mit  dem 
Residuum   1.     Daher  ist 


„    .    .  cot  säz  =  1 

i  ■ 


^_/(cot.>rf.  =  (-l) 


und 

s 


Die  Reihe  (**)  lautet  also 


'-1    - 

Da  tg  ^  = 

w 

ist, 

schreibt 
w 

man 
=  arctff  w. 

Bedenkt  man,  daß  diese  Reihenentwicklung  für  \w  \  <.ni 
gilt,  und  daß  m  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  (1  —  e**) :  (1  +  c^*) 
und  (1  —  e~^''"):(l  +  e-<^)  ist,  so  erkennt  man,  daß  es  nur  nötig 
ist,  I  w?  I  <  1  zu  fordern.  Denn  durch  Vergrößerung  von  —  h 
und  c  kann  man  die  beiden  Zahlen  beliebig  nahe  an  1  heran- 
bringen. 

aretg  u'  ist  eigentlich  wie  log  «;  eine  unendlich  vieldeutige 
Funktion.  Es  ist  nämlich  tg  {z  -{■  n)  =  z.  Also  kann  man  zu 
arctcr  w  ein  beliebiges  Vielfaches  von  %  addieren.  Innerhalb 
des  Kreises  |  w  j  ^  1  gibt  es  aber  einen  und  nur  einen  Arcus- 
tangens,  der  stetig  ist  und  sich  für  t«;  =  0  auf  Null  reduziert. 
Er  wird   durch  die  Potenzreihe  tt'  —  —  -f  •  •  •  dargestellt. 

Wenn  Zq  eine  reguläre  Stelle  von  tg  z  ist,  so  läßt  sich  die 
Funktion  w  =  ig  z  in  der  Umgebung  von  z^  umkehren.  Setzt 
man  z  =  ^  -{-  z^,,  iv  =  tt?  +  iv^  =  Ix)  +  tg  ^, ,  so  wird 

tu  =  tg(^   +  ^o)-<^g^oJ 

und  für  diese  Funktion  ist  ä  =  0  eine  einfache  Nullstelle. 

Beschreibt  man  nun  um  z^  einen  Kreis  Ä,  der  durch  den 
nächsten  Pol  von  tg  z,  d.  h,  durch  die  nächste  Nullstelle  von 
cos  z  hindurchgeht,  so  gilt  innerhalb  dieses  Kreises  die 
Taylorsche  Entwicklung 
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und  es  ist 


a,  =  — ,-  =f  0. 


Wir  haben  also  eine  Potenzreihe  umzukehren,  wie  wir  sie 
zu  Anfang  des  §  78  betrachteten.  Daß  dies  möglich  ist,  sahen 
Avir  oben. 

Es  gibt  in  der  Umgebung  von  iv^  einen  und  nur  einen 
stetigen  Arcustangens  von  tv,  der  sich  liir  tv  =  tv^  aul'  ^„ 
reduziert. 

Seine  Ableitung  an  der  Stelle  iVf^  ist  cos^,j„  =  1  :  (1  +  tg^^j,) 
=  1  :  (1  +  U!^^))^  Denn  die  Urakehrung  der  Potenzreihe 
ID  =  Qj  5  +  a^y  +  ■  ■  ■    lautet  5  =      tu  +  ■  •  • 

Die  Funktion  Arcustangens  steht  in  einer  einfachen  Be- 
ziehung zur  Funktion  Logarithmus. 

Aus 

«t?  =  tg  ^  =  ^ 5-^ 

folgt  nämlich 

1  —  tw 

d.  h. 

1   1        l-\-i'w 
z  =  arctg  w  =  ^  .  log  ^-'-^  • 
^  2i     '^  i  —  iiv 

tv  muß  von  /  und  —  i  verschieden  sein. 


§  80.    Umkehrung  eines  Systems  reeller  Funktionen. 

Die  reellen  Funktionen  u  x,  y;,  v  (x,  y)  seien  in  einer  gewissen 

ÜLiigebung  der  Stelle  Xq,  y^  mit  stetigen  Ableitungen  -^  y  ^    1 

-^5— >  ^5—    behaftet.     Die    Umgehnns'  sei    z.  B    ein   Rechteck   9f{, 

dx    dy  ö         o  7 

das   parallel    zu    den    Achsen    konstruiert   ist    und    den   Punkt 
Xq,  «/o  in  seinem  Innern  enthält. 

Setzen  wir  ui^x^,  y^^)  =  jg,  ^(a;,,,  %)  =  ^q,  so  hat  die  Funktion 


0 


u {x,  y)  -  i, \  -^[v {x,  y)-\)^] 


in    9i    den    kleinsten   Wert    Null,    und    sie    nimmt   ihn  an  der 
Stelle  Xq,  y^  an.    Käme  dieser  Wert  auch  auf  dem  Rande  von 
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fR   vor,   so   gäbe   es   dort  einen  Punkt  Xq-^-H,  7Jq+  h,  so  daß 
man  hätte: 

u  {xq  -\-h,  y^+k)  -u  {Xq,  i/q)  =  0, 

V  {x^  +  h,  y.  ^k)--v  {x^,,  y^)  =  0. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  wir  die  Bezeichnungen 

du  .        ,       du  /        . 

-^  =  Mj(a;,  y\      ^y-ihi^,  y), 

~^  =  v^[x,  y),      j^  =  v.,{x,  y) 

benutzen,  so  schreiben: 

hu^{x',  y')  +  Icu^ix',  y' )  =  0, 
hv,{x",y")  +  kv,{x",y")  =  0. 

x',   y'  und   x",   y"  sind    Punkte    auf   der    Verbindungsstrecke 
von  Xq,  y^  und  x^+  Ä,  i/j  +  k,  also  Punkte  von  9?. 

Aus    den    Gleichungen    (*)    folgt,    da    /<,  k  nicht  beide  ver- 
schwinden, 

u^(x\  y' )     u^^x',  y') 

v,ix",y")     v,{x",x") 


(*) 


/**\ 


0. 


Nun   fügen  wir   zu  den  bereits  gemachten  Voraussetzungen 
noch  die  neue  hinzu,   daß  die  Funktionaldeterminante 


Dix,  y)  = 


Ui(x,  y)     u^ix,  y) 

Vi  (^,  y)   ^2  (^f  y) 


an  der  Stelle  x^,  y,,  von  Null  verschieden  ist.  Dann 
wird,  wenn  wir  die  Seiten  von  9?  genügend  verkleinern,  auch 
die  Determinante  (^**)  von  Null  verschieden  sein,  wo  immer 
die  Punkte  x' ,  y'  und  x",  y"  in  9?  liegen  mögen. 

Wir  können  jetzt  sicher  sein,  daß  die  Funktion  co(x,  y)  auf 
dem  Rande  von  'tR  nirgends  verschwindet,  wr  sei  der  kleinste 
Wert,  den  a>{x,  y)  auf  dem  Rande  von  9?  annimmt.  Dann 
ist  also  m-  >  0. 

Ersetzen  wir  Jq,  t)^  durch  zwei  andere  Werte  j.\,  t)^,  die 
nicht  zu  stark  von  Jq  bzw.  1)^  abweichen,  so  wird  die 
Funktion  co  [x,  y    die  Eigenschaft,  an  der  Stelle  x^,  y^  kleiner 
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zu  sein  als  auf  dem  Rande  von  'Si,  nicht  verlieren.  Die 
Ungleichung^) 

{w  (Xo,  ^0 )  -  El )    +  { f^'  i^oy  Vo^  -  l)i )  ^<  {  "  {^,  y)  -  h  1 
(t)  ,  )  2 

besagt,  daß  der  Punkt  i\,  Qj  näher  an  ^q,  %  liegt  als  an  dem 
ufx  V)  vCc,if)  Punkte    mit    den    Koordinaten    u  (a;,  y), 
v{x,   y).     Dies  ist  aber  sicher   der  Fall, 
wenn    j^,  t)i   von   Jq,  t)o    um   weniger  als 
m/2  entfernt  ist. 

Wenn  wir  also  um  j^,  %  einen  Kreis 
9i  mit  dem  Radius  m/2  beschreiben  und 
r,,  li,   ein  Punkt  im  Innern  dieses  Kreises 

Fig.  110.  **'     ''' 

ist,  so  hat  die  Funktion 

{u{x,y)-h\  +  ! V C-^^ 2/)  -  9i  1 

an  der  Stelle  Xq,  y^  einen  kleineren  Wert  als  auf  dem  Rande 
von  'iR.  Daher  nimmt  sie  ihren  kleinsten  Wert  an  einer 
Stelle  Xi,  //i  an,  die  im  Innern  von  3R  liegt.  Dort  müssen 
dann  aber  ihre  Ableitungen  nach  x  und  nach  y  verschwinden, 
d.  h.  es  muß  sein 

[u{x^,  iji)  -  Jijw/a;,,  y^)  +  \vix^,  y^)  -  ih}v^ix^,  </0  =  0, 

{u{x,,  y,)  -  £1)^2(3^1,  th)  +  {«^(^1,  y')  -  9i}^2(a^i;  ^i)  =  0. 
Hieraus  folgt,  weil 

I  %l«l;  ^1)      ^l(^l'  ^l) 
I    %(^1J   yJ       ^2(«l;   2/1) 


+  0 


ist, 

(tt)  w(^o  2/i)  =  El.     ^  ^u  !/i)  =  ^)i- 

Jeder    innere  Punkt    des  Kreises  Ä    ist   also    bei   der 
Abbildung 

(ttt)  E  =  «*(^,  y)y    9  =  ^(a;,  y) 

der    Bildpunkt    eines    und   nur    eines   inneren  Punktes 
von  0^. 


1)  x,  y  ist  hier  ein  Punkt  auf  dem  Rande  von  $R. 
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Gäbe  es  nämlich  außer  Xi,  y^  in  9?  noch  einen  andern 
Punkt  x^,  y/,  der  die  Gleichungen  (ff)  erfüllt,  so  würde  daraus 
das  Verschwinden  einer  Determinante  wie  (**)  folgen.  91  ist 
aber  gerade  so  gewählt,  daß  (**)  nie  verschwindet,  wie  auch 
x\  y'  und  x",  y"  in  91  liegen  mögen. 

Die  Abbilduug  (fff)  ordnet  überhaupt  verschiedenen 
Punkten  von  91  stets  verschiedene  Bildpunkte  zu.  Be- 
zeichnen wir  mit  91'  den  Inbegriff  aller  Bildpunkte,  die  zu 
den  Punkten  von  91  gehören,  so  ist  91'  wegen  der  Stetigkeit 
von  II  (x,  y),  v{x,  y)  eine  beschränkte  und  abgeschlossene 
Punktmenge.  Jedem  Punkt  J,  l)  von  91'  entspricht  ein  Punkt 
X,  y  von  91,  nämlich  der  Punkt,  dessen  Bildpunkt  j,  l)  ist. 

Es  gibt  also  zwei  Funktionen  u(j,  ^),  Ö  (j,  t)),  die  in  der 
Punktmenge  91'  definiert  und  so  beschaffen  sind,  daß  die 
Abbildung 

x  =  \x{i,  \)),     y  =  t)(j,  i)) 

jedem  Punkt  von  91'  denjenigen  Punkt  x,  y  zuordnet,  dessen 
Bildpunkt  er  bei  (fff)  ist.  Die  Funktionen  u,  ü  sind  in 
91'  stetig.  Hat  man  nämlich  in  91'  eine  Punktfolge  P/,  F^, 
Pg',  .  .  .,  die  nach  P'  konvergiert,  so  entspricht  ihr  eine 
Punktfolge  Pj,  P2,  P3,  ...  in  91.  Ist  P^  eine  Häufungsstelle 
von  dieser  und  P^'  der  Bildpunkt  von  Pq,  so  gibt  es  in 
P, ,  Pj,  P3,  .  .  .  eine  Teilfolge,  die  nach  Pq  konvergiert.  Die 
entsprechende  Teilfolge  von  P/,  Pg',  P3',  .  .  muß  nach  P^' 
konvergieren.  Also  ist  P^'  der  Punkt  P'  und  P^,  P^,  7  3,  ... 
hat  nur  eine  Häufungsstelle,  ist  mithin  eine  konvergente 
Folge. 

Wenn  j,  l)  und  J  +  ^,  ^  +  f  zwei  verschiedene  Punkte  von 
91'  sind,  und  x,  y  und  x  -\-  h,  y  -\-  k  die  entprechendeu  Punkte 
in  91,  so  hat  man 

f)  =  w,(a;',  y')  h  -f  %(ä;',  y')k, 
t=^v,ix",y")h  +  v,{x",y")k 
Hieraus  folgt 

t)  u^{x',  y')         I  u^{x\  y')     u^^x',  y') 


h  = 


l  v,{x",y")     '^v,{x",y")    v,{x",y") 
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h  = 


Uy{x\  y')     u^_{x'  y') 
v,{x",y")    v,{x"y") 


Läßt   man  i)  und  f  nach   Null  konvergieren,    so    konvergieren 
wegen    der    Stetigkeit    von    U,    0    auch   h    und    k    nach    Null. 

Folglich    streben    die    Punkte  x',  y'  und    x",  y",  die    auf  der 

Verbindungsstrecke    von    x,  y  und    x  -{-  Ji,   y  -\-  h    liegen,    der 
Grenzlage  x,  y  zu. 
Daher  wird 

u^{x\  y')  ii,{x\  y') 


lim  A  =  lim 


und 


v,{x'\y")    v,{x^',y") 


=  B{x,y) 


lim  ^'^"^^  ^'^  ^u^jx,  y)^     lim  "'^^''  ^'^  ^^^('^'  y), 


lim 


A 

r,(x",  2/") 


2)(x,  1/) 

t^i  (a; .  y) 
D(x,  y)' 


lim 


A 

v,{x",y") 


D(x,  y) 

Vt(x,  y) 
D{x,  y) 


Setzen  wir  also 

^  = DWy) +  M  +  ^  f, 

j^_-^v,ix,y)i.U,(x,y)    +,>t|  +  V^ 

D(x,  y)  '        '     ' 


so   ist 
also  auch 


lim  £  =  lim  ri  =  lim  «'  =  lim  ri'  =  0, 
lim  -ii±ll  =  0      lim   ^'^  +  ^'^  =  0 


Daraus  ersehen  wir,  daß  die  Funktionen  u,  0  an  der  Stelle 
j,  t)  eigentliche  Diflferentiale  haben. 

Ist  J,  t)  ein  innerer  Punkt  von  31',  so  darf  man  !^  oder  f  gleich 
Null  setzen.     Dann  sieht  man,  daß 


ist.  also 


dvi 

v^{x, 
D{x, 

2/) 

dn  _ 
et) 

— 

y) 
y) 

ao 

y,  (x, 

2/) 

dt) 

u,{x, 

y) 

H~ 

D{x, 

au 

dn 

dt)- 

D{x, 

y) 

a» 

et) 
dt) 

1 

D 

{X 

y) 

a? 

dt) 

Umkehrung  eines  Systems  reeller  Funktionen.  303 


In  einer  gewissen  Umgebung  von  £,  1)  erfüllen  also  u,  ö  die- 
selben Bedingungen  wie  h,  v  in  der  Umgebung  von  Xq,  i/q. 
Sie  sind  mit  stetigen  Ableitungen  behaftet.  Diese  sind  nämlich 
stetige  Funktionen  von  r,  y,  d.  h.  von  den  stetigen  Funktionen 
U,  ü.  Außerdem  ist  an  der  Stelle  j,  l)  die  Fundamental- 
determinante der  u,  ü  von  Null  verschieden. 

Wir  können  daher  schließen,  daß  nicht  nur  jedem  inneren 
Punkt  von  3i  ein  innerer  Punkt  von  !ji'  entspricht, 
sondern  auch  umgekehrt  jedem  inneren  Punkt  von  3i' 
ein  innerer  Punkt  von  9i. 

Um  genauer  zu  sehen,  wie  sich  die  Abbildung  (fff)  in  der 
Umgebung  der  Stelle  Xq,  iJq  verhält,  wollen  wir  den  Begriff 
der  Jordanschen  Umgebung  einführen. 

(p(t),  ilj(t)  seien  reelle  stetige  Funktionen  mit  der  Periode  c 
und  es  sei  nur  dann 

(p  (ti)  =  cp  (t.,)     und  zugleich     ip  (t^)  =  xjj  U^)? 

wenn  t^  —  t^  ein  Vielfaches  von  c  ist.  Dann  wird  durch  die 
Gleichungen 

^  =  9^(0;    y  =  '^{i) 

(0  ^  i  _<  c) 

eine  sogenannte  Jordan  sehe  Kurve  dargestellt.  Wenn  t  von 
0  bis  c  wächst,  durchläuft  x,  y  die  Kurve.  Als  Punktmenge 
ist  eine  Jordansche  Kurve  vollkommen  cherakterisiert  durch 
die  Eigenschaft,  daß  sie  sich  eineindeutig  und  stetig  auf  einen 
Kreis  abbilden  läßt. 

P  sei  ein  Punkt,  der  nicht  auf  der  Jordanschen  Kurve 
liegt.  Kann  sich  P  auf  einem  stetigen  Wege  beliebig  weit 
von  seiner  Anfangslage  entfernen,  ohne  die  Jordansche  Kurve 
zu  treffen,  so  soll  er  ein  freier  Punkt  heißen.  Daß  es  freie 
Punkte  gibt,  ist  ohne  weiteres  klar.  Man  kann  wegen  der 
Stetigkeit  der  Funktionen  <p  (t),  ip  (t)  die  ganze  Jordansche 
Kurve  in  einen  Kreis  einschließen.  Jeder  Punkt  außerhalb 
dieses  Kreises  ist  offenbar  frei. 

Wir  sagen,  daß  die  Jordansche  Kurve  den  Punkt  Xq,  u^ 
umschließt,  wenn  er  weder  ein  Punkt  dieser  Kurve  noch  auch 
ein  freier  Punkt  ist.     Xq,  y^  könnten  wir  auch  als  einen  un- 
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freien  Punkt  bezeichnen.  Alle  Punkte,  die  wie  x^,  y^  unfrei 
sind,  bilden  eine  Jordansebe  Umgebung  von  x^,  y^. 

Wenn  man  einen  freien  und  einen  unfreien  Punkt 
durch  einen  stetigen  Weg  verbindet,  so  trifft  man 
die  Jordansebe  Kurve.  Das  gebt  unmittelbar  aus  der 
Definition  eines  freien  und  eines  unfreien  Punktes  hervor. 

Wenn  ein  Punkt  i,  rj  nicht  auf  der  Jordanseben  Kurve  liegt, 
80  hat  er  von  ihr  einen  kürzesten  Abstand  d,  und  d^  ist  der 
kleinste  Wert  der  stetigen  Funktion 

also  d^>  0.  Beschreibt  man  um  |,  rj  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  d,  so  liegen  innerhalb  dieses  Kreises  nur  freie  Punkte 
oder  nur  unfreie  Punkte.  Gäbe  es  dort  uämlicb  einen  freien 
und  zugleich  einen  unfreien  Punkt,  so  müßte  ihre  Verbindungs- 
strecke die  Jordansebe  Kurve  treffen.  Das  ist  aber  nicht  der 
Fall,  weil  diese  Verbindungsstrecke  im  Innern  des  Kreises 
liegt,  wo  kein  Punkt  der  Jordanschen  Kurve  existiert. 

In  einer  gewissen  Umgebung  eines  freien  Punktes 
liegen  also  nur  freie  Punkte  und  in  einer  gewissen 
Umgebung  eines  unfreien  Punktes  nur  unfreie  Punkte. 

Wir  wollen  jetzt  eine  Jordansebe  Umgebung  des  Punktes 
Xq,  Pq  betrachten.  Wenn  man  die  betreffende  Jordansebe  Kurve 
in  ein  möglichst  kleines  Rechteck  einschließt,  dessen  Seiten 
parallel  zu  den  Koordinatenachsen  sind,  so  soll  die  Diagonale 
dieses  Rechtecks  die  Diagonale  der  Jordanschen  Kurve  heißen. 
Offenbar  liegen  alle  unfreien  Punkte  in  jenem  Rechteck. 

Ist  die  Diagonale  der  Jordanschen  Kurve  genügend  klein, 
so  wird  diese  ganz  in  dem  Rechteck  9ft  enthalten  sein,  von 
dem  wir  auf  S.  298  sprachen.  Wir  wollen  die  Jordansebe 
Kurve  mit  J  und  ihre  Bildkurve  mit  J^  bezeichnen  und  zuerst 
folgenden  Satz  beweisen: 

Die  Abbildung  (fff)  ordnet  jedem  unfreien  Punkte 
bei  J  einen  unfreien  Punkt  bei  J'  zu. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  Punkt  x^,  y^  oder  Pq.  Ihm  entspricht 
der  Bildpunkt  j,,,  t)^  oder  Pq.  Er  liegt  nicht  auf  J',  weil 
die   Punkte   von   J'  zu   den  Punkten   von  J  gehören  und  die 
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Abbildung,  wie  wir  wissen,  verschiedenen  Punkten  des  Recht- 
ecks di  verschiedene  Bildpunkte  zuordnet.  Wäre  PJ  ein  freier 
Puukt  gegenüber  J\  so  könnte  er  sich  auf  einem  stetigen 
Wege  beliebig  weit  von  seiner  Anfangslage  entfernen,  ohne  J' 
zu  treffen.  Er  könnte  sich  so  weit  entfernen,  daß  er  schließlich 
gar  nicht  mehr  der  Bildpunkt  eines  Punktes  von  9?  ist.  Wir 
wollen  wie  iiuf  S.  301  den  Inbegriff  aller  Bildpunkte  von  tfi 
mit  SR'  bezeichnen.  Dann  gehört  also  der  Punkt  anfangs  zu 
di'  und  zuletzt  nicht  mehr.  Der  stetige  Weg,  den  er  be- 
schrieben hat,  läßt  sich  durch  Gleichungen  von  der  Form 

{a<s<b) 

darstellen.  Die  Punktionen  f  und  g  sind  in  Ka,  &>  stetig. 
Wenn  s  =  a  ist,  befindet  sich  der  Punkt  in  91',  wenn  s  ==b 
ist,  nicht  mehr,  ö  sei  die  untere  Grenze  derjenigen  s,  denen 
kein  Punkt  von  di'  entspricht.  Dann  gehört  der  Punkt  /"(s), 
g(s),  solange  s  sich  in  dem  Intervall  <a,  <?>  befindet,  zu  di'. 
Aber  in  jeder  Umgebung  von  /"(<?),  g{0)  oder  P/  gibt  es 
Punkte,  die  nicht  zu  di'  gehören.  Daher  entspricht  dem  Punkte 
ein  Punkt  P^,  der  auf  dem  Rande  von  di  liegt.  P^  kann  sich 
nicht  auf  der  Kurve  J  befinden,  weil  der  von  P^'  beschriebene 
Weg  die  Kurve  J'  nirgends  trifft.  Also  ist  P^  ein  freier 
Punkt  gegenüber  J.  Wenn  nun  P^  auf  dem  Wege  (%*)  nach 
Pj'  geht,  beschreibt  wegen  der  Stetigkeit  der  Funktionen  u,  Ö 
(S.  301)  Pq  einen  stetigen  Wog  und  gelangt  dabei,  ohne  die 
Kurve  J  zu  treffen,  zu  einem  freien  Punkt  Pj.  Das  ist,  wie 
wir  wissen,  unmöglich,  g^,  t)o  muß  also  ein  unfreier  Punkt  sein. 
Durch  Verkleinerung  der  Diagonale  von  J  können  wir  wegen 
der  Stetigkeit  der  abbildenden  Funktionen  u,  v  auch  die 
Diagonale  d'  von  J'  beliebig  verkleinern.  Da  die  Punkte  der 
Kurve  J'  von  P'^  um  weniger  als  d'  entfernt  sind,  liegt  sie 
ganz  in  einem  um  P'^  mit  dem  Radius  d'  beschriebenen  Kreise. 
Alle  unfreien  Punkte  bei  J'  liegen  offenbar  innerhalb  dieses 
Kreises.  Wenn  wir  nun  d'  klein  genug  wählen,  wird  der 
Kreis  nur  Punkte  von  di'  enthalten.  Dann  wird  Jalso  jeder 
unfreie  Punkt  P'  bei  J'  der  Bildpunkt  eines  Punktes  P  von 
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9^1  sein.  Wäre  P  ein  freier  Punkt  gegenüber  J,  so  könnte 
er,  ohne  J  zu  treffen,  auf  einem  stetigen  Wege  bis  zum  Rande 
von  9i  gelangen.  Gleichzeitig  käme  dann  P  auf  einem  stetigen 
Wege  aus  dem  Kreise  heraus  oder  wenigstens  bis  zum  Rande 
des  Kreises,  ohne  J'  zu  treffen.  P'  könnte  sich  also  beliebig 
weit  von  seiner  Anfangslage  entfernen,  ohne  auf  J'  zu  stoßen. 
Das  ist  aber  bei  einem  unfreien  Punkte  unmöslich. 

Jetzt  entspricht  also  nicht  nur  jedem  unfreien  Punkte  bei 
J  ein  unfreier  Punkt  bei  J',  sondern  auch  umgekehrt  jedem 
unfreien  Punkte  bei  J'  ein  unfreier  Punkt  bei  J. 

Wir  können  unser  Resultat  so  formulieren: 

Wenn  die  reellen  Funktionen  u{x,  y),  v{x,  y)  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  Xq,  y.,  stetige  erste  Ab- 
leitungen   besitzen  und   ihre   Funktionaldeterminante 


du 

du 

dx 

dy 

dv 
dx 

dv 
dy 

an  der  Stelle  ä;^,  j/q  von  Null  verschieden  ist,  so  wird 
durch  j  ==  u(r,  y),  \^  =  v{x,  y)  jede  genügend  kleine*) 
Jordansche  Umgebung  J  des  Punktes  «;„,  y^  eineindeutig 
auf  eine  Jordansche  Umgebung  J'  des  Punktes 
Jo==H(a:o,  y^),  %=v(Xo,  i/„)  abgebildet. 
Die  umgekehrte  Abbildung  sei 

x  =  u(j,  i}),     y  =  t(jß,  i)). 

Wenn  J  klein  genug  ist,  haben  u(x,  y),  v(x,  y)  in  J  und 
u(x,  t)),  t)(j,  t))  in  J'  stetige  erste  Ableitungen  und  eine  von 
Null  verschiedene  Funktionaldeterrainante. 

Jetzt  wollen  wir  dieses  Resultat  auf  die  Funktionen  einer 
komplexen  Veränderlichen  anwenden.  f(z)  möge  in  einer  ge- 
wissen Umgebung  der  Stelle  0q  eine  Ableitung  f'{s)  haben. 
Wir  wissen  aus  §  62,  daß  dann  auch  die  höheren  Ableitungen 
existieren.     Jedenfalls  ist  also  f'^z)  stetig. 

Nehmen  wir  noch  an,  daß 


1)  Damit  meinen  wir,   daß  die  Diagonale  hinreichend  klein  sein  soll. 
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/'(^o)  +  0 

ist,  60  erfüllen  die  Bestandteile  u(x,  //),  v(x,  y)  von 

f{z)  =  u{x,  y)  +  iv{x,  y) 

in  einer  gewissen  Umgebung  von  Xq,  y^  (0,,  =  Xq-{-  iy^)  die  zu 

Anfang   dieses  Paragraphen  gemachten  Voraussetzungen.     Sie 

sind  in  einer  gewissen  Umgehung  von  x^^,  y^  mit  stetigen  ersten 

Ableitungen  behaftet.     Denn  es  ist 

rt  /  \  du        .dv  dv         .du 

'    ^  ^        dx         dx       dy         dy 

und  die  Funktionaldeterminante  lautet 


Bix,  y)  = 


du 

du 

du 

dv 

dx 

cy 

dx 

Cx 

dv 

dv 

— 

cv 

du 

ex 

cy 

Jx' 

dx 

(Th^T:)-\f^') 


Sie  ist  also  an  der  Stelle  Xq^  y^  von  Null  verschieden. 
Die  Abbildung 

£  =  M  {x,  y\     t)  =  v  {x,  y) 

läßt   sich   daher  in  einer  gewissen  Umgebung  von  Xq,   y^  um- 
kehren.    Ist 

oder 

~^  =  f(ä) 

die  umgekehrte  Abbildung,   so  ihaben  u,  ti  in    einer  gewissen 

Umgebung   von   Iq,  1)^  stetige    erste  Ableitungen,  die   man   in 

folgender  Weise  berechnen  kann: 

Aus 

-,         du   ^      ,   du   ^ 

^i^  =  -?i  d^  +  ^.  ^y 


folgt 


dx  ^^    '    dy 


du 
dt} 


dx  = 


D{x,  y)        l 

1        I      dv 


dv     ^  du     T  ^ 

IT  dx  —  ^d'ü 
dy     ^       cy     ^ 
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Hiernach  ist          ^          a^       :»  q^ 

du  dt)       ovi  OM 

~dl~  d^'      d)Ci~~  d{ 

Also  hat  u  -(-  ib  ^  f  (§)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  §„ 
überall  eine  Ableitung  (vgl.  §  57).  Daher  wird  /"(§)  in  einem 
genügend  kleinen  um  Jq  beschriebenen  Kreise  durch  eine 
Potenzreihe  Qq  +  Qi  (ä  —  Sj)  +  Og  (ä  ~  iof  +    ■  ■  dargestellt. 

§   81.     Die    zu    f{z'^    gehörige    konforme    Abbildung. 

f{z)  habe  in  einer  gewissen  Umgebung  von  z^  eine  Ableitung 
f  {z)j  und  es  sei  /"'f^^,)  =|=  0.  Dann  wird,  wie  wir  aus  §  80 
wissen,  eine  genügend  kleine  Jordansche  Umgebung  J  von  z^ 
durch  j  =  f{z)  eineindeutig  auf  eine  Jordansche  Umgebung 
J'  von  Iq  =  f{z^  abgebildet.  Wir  nehmen  J  so  klein  an,  daß 
f{z)  in  J  nirgends  verschwindet. 

Dann  können  wir  zeigen,  daß  die  Abbildung  winkeltreu 
oder  konform  ist.  Wir  ziehen  von  einem  Punkt  z^  der  Um- 
gebung^) J  eine  Kurve 

die  in  J  enthalten  ist.  Dem  Parameterwert  1  =  1^  soll  der 
Anfangspunkt  ^^  der  Kurve  entsprechen.)^ 

Wir  wollen  annehmen,  daß  q)'{ti)  existiert  und  von  Null 
verschieden  ist.  Dann  hat  die  Kurve  an  der  Stelle  z^  eine 
Tangente.  Der  Winkel  cc^,  den  diese  Tangente  mit  der 
positiven  a: -Achse  bildet,  ist  r  ichts  anderes  als  die  Amplitude 
der  komplexen  Zahl  (p'it^). 

Die  Bildkurve  von  (*)  wird  dargestellt  durch 

■^  (t)  hat  an  der  Stelle  t^  eine  Ableitung,  und  zwar  ist  (vgl.  §  80) 

(t)  ^'{h)  =  n^^)^'ih)' 


1)  Man  erinnere  sich,  daß  eine  Jordansche  Umgebung  des  Punktes 
Xq,  y^  aus  allen  Punkten  besteht,  die  gleichzeitig  mit  x^,  t/^  einer 
Jordanschen  Kurve  gegenüber  unfrei  sind,  und  daß  in  einer  gewissen 
Umgebung  eines  unfreien  Punktes  nur  unfreie  Punkte  liegeug 
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Also  besitzt  die  Kurve  (**)  an  der  Stelle  j^  =  ^(^x)  ^^^^ 
Tangente  und  diese  Taugente  bildet  mit  der  positiven  a;- Achse 
einen  Winkel  ß^,  der  gleich  der  Amplitude  der  komplexen 
Zahl  i^'{ti)  ist.  Bezeichnen  wir  die  Amplitude  der  komplexen 
Zahl  /'(^i)  mit  cp^,  so  gilt  wegen  (f)  die  (ileichung 

(***)  /3,  =  «,  +  cp,. 

Denn  bei  der  Multiplikation  zweier  komplexer  Zahlen  addieren 
sich  deren  Amplituden  (vgl.  S.  6). 

Die  Tangente  der  Kurve  (**)  ist  also,  wie  wir  sehen,  gegen 
die  Tangente  der  Kurve  C'^")  um  qp^  gedreht. 

Es  drehen  sich  also  die  Tangeuten  aller  durch  2^  hindurch- 
gehenden Kurven  bei  der  Abbildung  um  denselben  Winkel 
9)i,  d.  h.  der  Winkel,  den  zwei  solche  Tangenten  bilden,  bleibt 
erhalten. 

Man  kann  auch  so  argumentieren.     Die  Abbildungen 

und  *  =  ^*^^ 

(tt)  ä  =  /'A) +  (•'-«■)/"(%) 

verwandeln  die  Kurve  (*)  in  zwei  Kurven,  die  durch  j^  hindurch- 
gehen und  dort  dieselbe  Tangente  haben.  Es  ist  nämlich  in 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  s-^ 

n^)=f  M  +  "^'  f  M  +  ^^  /"(^i)  +  •  •  • 

und 

Bei  der  Berechnung  von  t^'(^i)  =  f  ißx)  ^' {^i)  kommen  also 
die   Glieder  ■ — K^fi^i)  +  •    •  gar  nicht  in  Betracht. 

Die  Abbildung  (ff)  ist  aber,  wie  wir  aus  §  9  wissen, 
winkeltreu.  Also  ist  es  auch  die  Abbildung  5  =  /  (2),  und 
zwar  werden  bei  ihr  wie  bei  (ff)  die  Winkel  nicht  umgelegt. 

Wir  wollen  jetzt  noch  folgende  Frage  behandeln. 

U[X,  y),  v(x,  y)  haben  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
Xq,  Pq  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  und  an  der  Stelle 
ic^,    Pq    eine    von    Null    verschiedene    Funktionaldeterminante. 


310  Die  zu  f(z)  gehörige  konforme  Abbildung. 

Wir  wissen,  daß  durch  J  =  u  {x,  y\  t)  =  v  {x,  y)  jede  genügend 
kleine  Jordansche  Umgebung  J  von  x^,  y^  auf  eine  Jordansche 
Umgebung  J'  von  j,  =  u  ix^,  y^),  \)^=  v  {Xq,  y^)  eineindeutig 
abgebildet  wird.  Wenn  wir  J  genügend  klein  wählen,  so  ist 
dort  die  Funktionaldeterminante  überall  von  Null  verschieden. 
Nun  fragen  wir,  wann  die  Abbildung  von  J  auf  J'  winkel- 
treu ist. 

Xi,  t/i  sei  ein  Punkt  von  J  und 

(^G)  a;  =  (jPi(^\     y  =  fid) 

eine  von  ihm  ausgehende  Kurve,  die  in  J  enthalten  ist.  Sie 
geht  bei  der  Abbildung  ^  =  u  (x,  y),  t)  =  v  {x,  ij)  in  eine  Kurve 
(E'  mit  dem  Anfangspunkt  j^,  ti^  über.  Wenn  ^i'(^i),  T2'(0 
existieren  und  nicht  beide  gleich  Null  sind,  so  haben  die 
Kurven   in   ihren  Anfangspunkten   Tangenten,     Die  Abbildung 

j  J  =  « (^1,  2/1)  +  (a;  -  x^) u^ix^ ,  yi)  -Viy  -  y^) u^ix^,  y^), 
^Ttt)  I  jj  _  ^,  (-^^^  yj  +  {x-  X,)  v^ {x^,  y,)  +  (y-  y^)  v^  (x, ,  y,) 

führt  ©  in  eine  Kurve  G"  über,  die  ebenfalls  von  i\,  ^^ 
ausgeht  und  dort  dieselbe  Tangente  hat  wie  G'.  Den  Beweis 
überlassen  wir  dem  Leser.  Wenn  nun  die  Abbildung  J  =  m 
{x,  y),  5  =  r  {x,  y)  an  der  Stelle  x^,  ^/i  >  winkeltreu  ist,  so  ist 
es  auch  die  Abbildung  (ftt)  ^^^  umgekehrt.  Wir  wollen 
hier  nur  konforme  Abbildungen  ohne  Umlegung  der  Winkel 
in  Betracht  ziehen.  Soll  (fff)  eine  solche  Transformation 
sein,  so  muß 


>)- 

^1 

y- 

-2/1 

J- 

El 

X- 

■X, 

1  + 

^- 

-Ji  y_ 

-Vi 

eine  Konstante  sein.^)   Dieser  Quotient  lautet  aber,  ausführlich 
geschrieben: 

Wi(a;i,2/i)(a;-Xi)*+ [  Wj  (a:,  ,j/i)-|- Vi  (a?!,  2/1)  j  (x-Xi)  (i/-yi)  + Vg  (a;i,2/,)(t/-yi)' 

1)  Das    gebt    aus    der   geometrischen   Bedeutung    dieses    Quotienten 

hervor. 
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Soll  er  konstant,  d.  h.  unabhängig  von  .r,  y  sein,  so  muß 
man  haben 

«^1(^1  >   Vi)  =  -^"i(^.;   Ih), 

^Ä^i,  'Ji)  -  »i(^ir  ^i)  =  ^{u^i^i,  Vi)  +  Vi(a:,,  yO), 

Hiernach  ist 

"2%;  Vi)  -  «ifa^i,  ^i)  =  -1  [-  Ar2(a;,,  y^)  +  A Hl ''2:1,  y/i)/' 
d.  h. 

(1  +  X-)[vJx^,  y^)  -  u^{x^,  t/O)  =  0, 
also 

«i(a^i,  2/1)  =  «^2  (^'u  ?/i) 
und  daher  auch 

Wir  sehen  hieraus,  daß  die  Abbildung  j  =  u(x,  y),  t)  =■  v 
{x,  y)  nur  dann  in  -/  konform  ist,  wenn  u  +  iv  =  f{z)  dort 
überall  eine  Ableitung  f'{z)  hat.  %  ==-  ii{x,  y),  \)  =  v{x,  y)  ist 
also  nur  eine  andere  Schreibweise  von  §  =  f{z). 

§  82.   Umkehruug  der  Potenzreihe  a„^"  +  a„-f  1^"+^  -| 

a„^"  +  a„+i5;"  +  ^  sei  eine  Potenzreihe  mit  nicht  verschwindendem 
Konvergenzradius  und  es  sei  a„  =(=  0. 

Den  Fall  w  ==  1  haben  wir  in  §  78  behandelt.  Daher  nehmen 
wir  jetzt  n  >  1  an. 

Wir  beschreiben  um  ^  =  0  einen  Kreis  Pt,  so  daß  f{z)  =  a„2r" 
4-  a„^_i5;"  +  ^+  •  •  •  dort  (einschließlich  der  Peripherie)  nur  die 
Nullstelle  ^  =  0  hat.^)  w?  sei  das  Minimum  von  1  ({/)  \  auf 
dem  Rande  von  Ä.     Dann  gilt  folgender  Satz: 

Jeder  Wert  w,    dessen    absoluter  Betrag  kleiner 
als    m    ist,    wird    von    f{Z)    in    ^    genau  «-mal  an- 
genommen. 
Oder  anders  ausgedrückt: 

Wenn   \  w  \  <i  m    ist,   so    hat    f  (z)  —  w   in  Ä  genau 
n  Nullstellen. 


1)  R  soll  kleiner  sein  als  der  Konvergenzkreis. 
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Die  Anzahl    der  Nullstellen    von   f{z)  —  w    in  ^  ist  gleich 
dem  Integral 

2%it     f(z)  —  w 

Wegen  |  ti>  |  <  m  läßt  sich  dieses  Integral  in  folgende  Reihe 
entwickeln  (vgl.  S.  286) 


l_    rf{z)dz_  _  J_    rf'{z)dz 
Jäj  /     f{z)  —  w         2Tti!        f(z) 

w       ff'iz)dz  w'     frii 


w      I    f'{z)dz_         w^    I    f'{z)dz 

■^  'inij  "VW'  "^  2^:/  1W  ^ 

Auf  der  rechten  Seite  sind  (vgl.  S.  288)  alle  Integrale  gleich 
Null  bis  auf 


L    f'L 


(z)dz 


m 


Dieses  Integral  ist  aber  gleich  n,  weil  f(z)  in  ^  nur  die  eine 
Nullstelle  z  =  0  hat,  die  aber  w-mal  zu  zählen  ist. 
Es  gilt  also  die  Gleichung 


■Jtt  f     f{z)  —  w  ' 


2 

d.h.  der  Wert  w  wird  in  dem  Kreise  ^  von  [(z)  gerade  wmal 
angenommen. 

Wenn  eine  Nullstelle  von  f^z)  —  w  nicht  einfach   ist,   muß 

sie  zugleich  eine  Nullstelle  von  \f{z)  —  w\  oder  f'{z^  sein. 
f  iß)  hat  aber  in  Ä  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen. 
Sind  diese  Nullstellen  c^,  c^,  .  .  .,  Cj,,  so  wird  jeder  von  f{c^), 
f{h\  •  •  -1  f(ßp)  verschiedene  Wert  w  an  n  verschiedenen 
Stellen  angenommen. 

k  sei  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .     Wir  betrachten 
die  Funktion 

.^.  z'f'iz) 

^  ^  f{z)-w 
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Ist  Zq  eine    v  -  fache  Nullstelle  von  f{z)  —  w,    so  gilt  in  einer 
gewissen  Umgebimg  von  Zq  die  Entwicklung 


m-w 

z~z^ 

also 

auch 

die 

Entwicklung 

z^fiz) 

^^'7 

fiz)-w 

z-z^ 

+  ..., 

d.  h.  die    Funktion    i^*)    bat    an    der    Stelle  Zq  einen  einfachen 
Pol  mit  dem  Residuum  vz^''. 
Nun  ist 

^'^  2xiJ      f(z)-w 


gleich  der  Summe  der  Residuen  von  (*)  in  ^.  Sind  also  z^, 
z^,  .  .  .,  Zn  die  Nullstellen  von  f{z)  —  iv,  jede  so  oft  auf- 
geschrieben, wie  es  ihre  Ordnung  verlangt,  so  hat  man 

''f'(z)dz  i.    ,       t   ,  ,      * 


Wegen    \  w  \  <  m   läßt    sich    das    Integral    (f )    durch    eine 
Potenzreihe  in  w  darstellen  (Beweis  wie  auf  S.  290): 


l  %  if      f{z)  —  w  2'xi^J 

w      fz''f'{z)dz         w*_    r  z''f'\ 
2niJ         f\z)       "^  'inij        P\ 


z''f'(z)dz 


Das  erste  Integral  rechts  isc  gleich  Null,  f  (z)  :  ({z)  hat 
nämlich  in  ^  nur  den  einen  Pol  z  =  0,  und  z'' f  (z)  :  f  {2)  ist 
also  in  ^  überall  regulär.  Daher  hat  man  nach  dem  Cauchy- 
schen  Fundamentalsatz 

li'=f'(z)dz 


ß 


Was  nun  die  anderen  Integrale 


=  0. 
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ß 


fP{z)  w        ^    '       I 


anbetrifft,    so    lassen    sie    sich    so    umformen,   daß    unter   dem 
Integralzeichen  nur  f{s)  selbst  vorkommt.     Es  ist  nämlich 


0  = 


KfP  —  '^/  fP  —  ^  fP 

und  daher 


d.  h. 


/'z''t'{z)dz  _       k        fy-'^dz 
fp{z)    ~ p-kJ  r-^ ' 


Für  die  Summe  der  k-teu.  Potenzen  der  n  Wurzeln,  die  die 

Gleichung  f{s)  —  w  =  0  in  dem  Kreise  Ä  hat,  gilt  also  folgende 

Formel: 

k  j_     k  \  •       k *''         {kz^~^dz 

~i    +^2   +•  •  --r^«    -  l.2ni    I        f(z) 


^  2-2 


/kz^-'^dz   ^^__  r  z'^-^dz 
P{Z)         '^•d-2%ij         f'{z)        "^ 


Die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  von  s^,  z^,  .  .  .,  z„ 

d.  h. 

Ei  =  Si  +  ^2+  ■  ■  •  +  s,„ 

E^  =  z^z^  +  •  •  •  +  0„_  i5^„, 


En  =  Z^Z^  ■   •   •  Zn 

lassen  sich  bekanntlich  als  Polynome  der  Potenzsummen 

Si  =  Z^-\-  Z2~\-  •    •   ■  -\-  Zn, 
O^  ==  ^1     -\-  Z^     -T  '    ■   •  -\-  ^n"} 


Sn=Z^''+  Z,"+ \-  Z,r 

schreiben.     Es  ist  z.  B. 

E,  =  \{S,'-S,). 
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Wir  können  also  schließen,  daß  aucli  Jß^,  E^,  .  .  .,  E„  Potenz- 
reihen von  der  Form  h^tv  -{-  h^w'  -{-  •  ■  ■  sind. 

Nun  sind  aber  s^,  Zo,  .  .  .,  Zn  die  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichung 

^"  —  ^15"-!+  ^a^'"-^  -J ±  i?„  =  0, 

iilso  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  Potenz- 
reihen von  der  angegebenen  Form  sind. 

Wir  wollen  jetzt  Reihenentwicklungen  für  die  Wurzeln 
selbst  herleiten. 

Zuerst  beweisen  wir  folgenden  Hilfssatz. 

Wenn  in  dem  Kreise  |^|<^ 

I  c^z  +  c^z-  -\-  •  •  •  I  <  1 
ist,  so  gibt  es  eine  Potenzreihe 

1  ^y^z-\-yS'^  ■■  ■, 

deren  w-te  Potenz  gleich  \  -{-  c^z  -\-  c^z'  -\-  •  • '  ist. 

Es  existiert  in  dem  Kreise  \  z  \  <i  q  ein  stetiger  Logarithmus 
von  (p{z)  =  \  -\-  c^z  +  c^z^  +  •  ■  •,  der  sich  für  z  =  0  auf  Null 
reduziert.     Wir  bezeichnen  ihn  (vgl.  §  36)  mit 

log*  y  (z). 
Nun  hat  die  Fimktion 

—  log*y  (z) 

i{;(z)  =  e  " 

in  dem  betrachteten  Kreise  überall  eine  Ableitung,  nämlich 
(vgl.  §  38) 

n(p{z) 

Also  gilt  für  I  ^f  I  <  9  die  Taylorsche  Entwicklung,  die  hier 
folgende  Form  hat: 

^  (z)  ==  1  +  y^z  i-  yS^  +  •  •  • 
Da  nun 

ist,  so  besteht  zwischen  den  beiden  Potenzreihen  \  -{-  c^z  -\-  ■  •  ■ 
und  1  +  y^z  +  •  •  •  die  Beziehung 

(1  +  y^z  +  y.^-a  +...)"  =  1  -{-  Ci^  +  c^z"-  +  •  •  •      (U ,  <  e) 
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1  +  yi^  +  •  ist  eine  w-te  Wurzel  von  1  -\-  c^z  +  •  ■  •  Jede 
andere  n  -  te  Wurzel  von  1  +  c^s  +  ■  ■  ■  entsteht  hieraus 
durch  Multiplikation  mit  einer  w-ten  Einheitswurzel.  Wir 
können  deshalb  sagen,  daß  es  in  dem  Kreise  \  e  \  <  q  nur 
eine  stetige  n-te  Wurzel  von  1  +  CyZ  -{-  •  ■  ■  gibt,  die  sich  für 
z  =  0  auf  1  reduziert,  nämlich   \  -{-  y^z  ^-  -  ■  ■ 

Hat  man  eine  Potenzreihe  von  der  Form  Cq  ■{-  c^z  -\-  c^z^  +  •  •  • 
und  ist  Cq  =f=  0,  so  kann  man  sie  so  schreiben: 

Aus  dem  obigen  Satze  ergibt  sich  dann  folgendes: 
Wenn  in  dem  Kreise     z    <.  q 

c^z  -{-  c^z"^  -T  •  ■  ■\<    Co  I 

ist,  so  gibt  es  dort  eine  und  nur  eine  stetige  nie  Wurzel, 
die  sich  für  z  =  0  auf  eine  vorgeschriebene  w  -  te  Wurzel  von 
Cq  reduziert.  Sie  läßt  sich  durch  eine  Potenzreihe  ^o  +  ^i  ^ 
-\-  y^z^ -{■  ■  •  ■  darstellen. 

Nun  kehren  wir  wieder  zu  der  Gleichung 

(**)  a„z"  +  a„+iz"+' +  ■  ■  ■  =  w 

zurück. 

Wir    verkleinern    den    oben    mit   ^    bezeichneten   Kreis   so 
stark,  daß  darin 

a„+iz  +  a„  +  2-2^  -I-  •  •  •  I  <  I  »nl 

ist.     Dann  gibt  es  in  ^  eine  Potenzreihe 

70+7x^  +  72^^+  ■  •  •' 
die  in  ^  der  Gleichung 

(^0+  yi^  +  y-^-^ y=a„+  a„+^z  +  an+2^''H 

genügt. 

Jetzt  können  wir  (**)  in  der  Form  schreiben 

(n^  +  n^'  +■••)"  =  ^^' 

Hieraus  sehen  wir,  daß  yoZ  -\-  y^^z"^  +  •  ■  •  eine  «-te  Wurzel  der 
Zahl  n-  ist.    Bezeichnen  wir  diese  Wurzel  mit  co,  so  haben  wir 

(V)  ro^  +  rz^'H —  =  ^- 
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Da  y^i=\=0  ist,  liegt  hier  der  in  §  78  betrachtete  Fall  vor. 
Der  Kreis  ^  ist  so  beschaffen,  daß  ünZ"  -\-  a„^i^-^^  +  •  •  •  dort 
nur  im  Punkte  z  =  0  verschwindet.     Da 

ist,  kann  auch  y^z  -f  ^i^^  +  •  •  •  Dur  im  Punkte  z  =0  ver- 
schwinden. Von  IV  nahmen  wir  an  (vgl.  S.  311),  daß  sein 
Betrag  kleiner  als  das  Minimum  von  |  a„^"+  a„+i2"+'^  -\-  ■  •  ■{ 
auf  Ä  sein  sollte.  Halten  wir  an  dieser  Annahme  fest,  so  ist 
der  Betrag  von  gj  kleiner  als  das  Minimum  von  |  y^z  -j-  y^z^ 
-}-•••  I  auf  ^.  Es  ist  also  alles  so  wie  in  §  78.  Daher 
können  wir  schließen,  daß  die  Gleichung  (***)  in  Ä  eine  und 
nur  eine  Wurzel  hat,   die   sich  in  folgender  Weise  entwickeln 

läßt: 

z  =  ß^(0  +  ß^(0^ -h  ••• 

Von  dieser  Gleichung  können  wir  wieder  zu  (**)  zurück- 
gelangen, und  es  ist  dabei  ganz  gleichgültig,  welche  w-te  Wurzel 
von  w  unter  co  verstanden  wird. 

Es  gilt  demnach  folgender  Satz: 

Sind  üo^,  Og,  .  .  •,  CO,,  die  w-ten  W^urzeln  von  w,  so  gelten 
für  die  n  Wurzeln  z^,  z^,  .  •  ■,  z„  der  Gleichung  (**)  die 
Formeln 


Zn  =  ß^COn  +   ß^fOn^  H 

Dabei  unterliegt  iv  der  Bedingung     w    <C  ni. 

Auf  Grund  der  Eigenschaften  der  Einheitswurzeln  ergibt  sich 
aus  diesen  Formeln,  daß  die  Potenzsummen  z^''  +  z^"  +  ■  ■  ■  -{-  z^ 
sich  durch  Potenzreihen  von  der  Form  b^w  -\-  h^w^ -{-  •  ■  -  dar- 
stellen lassen  (r  =  1,  2,  3,  .  .  .). 

Wir  können  nämlich  setzen 

wobei 

inj 

ist.     Da  nun 
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Avird,  sobald  Je  sich  nicht  durch  n  teilen  läßt,  so  hat  man 

k 

wenn  Je  durch  n  teilbar  ist  und  sonst 

a/  -\- ay,"  +  ■  ■  ■  +  a/  =  0. 

Jetzt  sieht  man  deutlich,  daß  sich  2^^  +  z/  -{-■■•  —  0/  auf  eine 
Reihe  von  der  Form  h^iv  -{-  b^tv^ -]-  ■  •  ■  reduziert. 

Wenn  iv  sich  auf  einem  Kreise  bewegt,  so  daß  seine  Ampli- 
tude cp  von  (pQ  bis  gj^-f  2;r  stetig  zunimmt,  so  bewegt  sich 
auch  03^  auf  einem  Kreise.  Seine  Amplitude  nimmt  aber  bloß 
um  zu.     Wir    können    sie    nämlich  gleich  den   w-ten  Teil 

von  9?  setzen.  So  suchen  wir  eben  Oj  unter  dem  n  Wurzeln, 
der  Gleichung  z"  =  w  heraus.  Wenn  w  seinen  Kreis  (im 
Sinne  wachsender  Amplituden)  einmal  ganz  durchlaufen  hat, 
so  hat  sich  also  co^  mit  dem  Faktor  O-  multipliziert.  Das- 
selbe gilt  von  C3y=  ca^d-''  (v  =  2,  3,  .  .  .,  n). 

coj^,  Og,  ■  •  •,  c«  haben  sich  verwandelt  in  cog,  O3,  .  •  .,  cOnf 
cjj,  d.  h.  z^,  z^,  .  .  .,  Zn  haben  sich  zyklisch  permutiert.  Lassen 
wir  w  den  Kreis  noch  einmal  durchlaufen,  so  findet  nochmals 
eine  zyklische  Permutation  statt  usf.  Indem  man  den  Kreis 
genügend  oft  durchläuft,  kann  man  von  jeder  der  Wurzeln  z^, 
z.jf...,Zn  zu  jeder  andern  gelangen.  Es  besteht  also  zwischen 
ihnen  ein  stetiger  Zusammenhang.  Man  kann  diesen  Zusammen- 
hang aufheben,  indem  man  den  Kreis  |  w  |  <  w,  in  welchem 
w  sich  bewegen  darf,  längs  eines  Radius  aufschneidet.  In 
diesem  aufgeschnittenen  Kreise  sind  z^,  z^,  .  .  .,  Zn  durchaus 
verschiedene  Funktionen  von  w.    Sie  haben  dort^)  überall  eine 

Ableitung,  weil  e"  eine    solche    hat.     Legt   man  n   solche 

aufgeschnittenen    Kreise    übereinander-)    und    sind    die  Punkte 

1)  Die  Punkte  des  Schnittes,  also  auch  2«  =  0,  sind  ausgenommen. 

2)  Die  Schnitte  sollen  auch  übereinanderliegen.  Die  Ebene  der  Fig.  111 
steht  auf  ihnen  senkrecht.  Die  Striche  deuten  die  Kreise,  ihre  inneren 
Endpunkte  die  Schnittränder  an. 
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wieder    den    Zusammenhang    zwischen    2-,,     ^'"IT*     v ^ 

o  1'      2—^^-* — ^ 2 

z^,    .  .  .,   z„  hergestellt.      Wenn  der   Punkt     l~^ 


des  ^-ten  Kreises  mit  den  Werten  von  Zp  belegt  (^=1,  2, 
.  ,  .,  n),  so  kann  man  die  Ränder  der  Schnitte  so  zusammen- 
flicken, wie  es  Fig.  111  für  den  Fall  m  =  3  zeigt.  Durch 
diesen     chirurgischen     Eingriff    hat     man 

w   z.  B.    von    der    Lage    A,^    ausgeht    und  pjg  ui. 

(der  Pfeilrichtung  folgend)  den  Nullpunkt 
einmal  umkreist,  so  gelangt  er  nicht  zu  der  Stelle  A^  zurück, 
sondern  er  kommt  in  das  zweite  Blatt,  und  zwar  nach  A^' 
Wenn  er  nun  noch  einmal  um  den  Nullpunkt  herumgeht, 
kommt  er  nach  A^,  von  dort  aber  bei  nochmaliger  Umkreisung 
des  Nullpunktes  nach  Ay  Man  nennt  die  aus  den  drei 
Blättern  zusammengeflickte  Fläche  eine  Riemannsche  Fläche. 
Während  wir  vorher  in  drei  Blättern  drei  verschiedene  Funktionen 
^1)  ^2)  ^3  hatten,  haben  wir  jetzt  auf  der  zusammenhängenden 
Riemannschen  Fläche  nur  eine  Funktion. 

Wir  wollen  aber  hierauf  nicht  weiter  eingehen,  weil  in  diesem 
Buche  die  mehrdeutigen  Funktionen   nicht  behandelt   werden. 

§  83.  Die  Abbildung  tv  =  a^s"  +  a„  +  i2"+^  +  ■  ■  ■  an  der 
Stelle  z  =  ''\  Wir  betrachten  eine  Kurve  z  =  cf  (t)  oder  (£, 
die  vom  Punkte  ^  =  0  ausgeht,  t  variiere  in  dem  Intervall 
<(0.  T>,  und  dem  Parameterwert  t  =  0  entspreche  z  =  0.  Wenn 
gj'(O)  existiert  und  von  Null  verschieden  ist,  hat  die  Kurve 
im  Anfangspunkt  eine  Tangeute.  Ihre  Bildkurve  wird  dar- 
gestellt durch 

(©')  w  =  an(p"{i)  -f  a„  + 1  qp"  +  VO  +  •  •  • 

Die  Tangente  von  ß  im  Anfangspunkte  sei  um  ß  gegen  die 
positive  a:-Achse  geneigt.  Dann  ist  ß  die  Amplitude  der  kom- 
plexen Zahl  g;'(0).  Die  Sekante  Ow  der  Kurve  (£'  sei  um  ß^ 
gegen  die  positive  .r-Achse  geneigt.^)  Dann  ist  ß^  die  Ampli- 
tude der  komplexen  Zahl 

a„(p''{t)  +  a„  +  i(p"  +  '{t)+--- 


1)  Gemeint  ist  die  Achse  der  positiven  reellen  Zahlen. 
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oder,  was  dasselbe  ist,  die  Amplitude  der  komplexen  Zahl 

Läßt    man    /    nach    Null    konvergieren,    so    strebt    (*)    dem 
Grenzwert 

zu.     Ist  a  die  Amplitude  von  a„,  so  hat  dieser  Grenzwert  die 

Amplitude 

et)  ß'  =  a  4-  nß. 

Dies    ist   also    die   Neigung  der  Tangente   von   6'   im   Punkte 
w  =  0. 

Nimmt  man  eine  zweite  Kurve  ®  von  derselben  Art  wie  (5^, 
so  hat  man  für  ^  und  25'  die  Gleichung 

(tt)  y'  =  a-\-  ny. 

Aus  (f)  und  (ff)  folgt  aber 

y'  -ß'  =  niy-ß), 

d.  h.  ß'  und  ®'  schneiden   sich  in   w  =  0   unter   einem   w-mal 
so  großen  Winkel  wie  S  und  ®  in  ^  =  0. 

Die  Abbildung  w  =  a„z"  -{■  a„  +  i^"  +  ^  +  •  •  •  ist  an  der  Stelle 

^  =  0  nicht  mehr  winkeltreu, 
sondern  sie  ver-w-facht  die  Winkel. 
^"  Denkt  man  sich  einen  Winkel 
mit  dem  Scheitel  2  =  0  und  einem 
festen  Schenkel  von  0  bis  27t  zu- 
„.    ,,^  nehmen,      so      nimmt      der     ent- 

Fig.  112.  ' 

sprechende  Winkel  bei  tv  =  0  von 
0  bis  n  2n  zu.  Sein  beweglicher  SchenkeP)  beschreibt  die 
am  Schluß  von  §  82  besprochene  Riemannsche  Fläche. 


1)  Wir  denken  ihn  uns  in  geeigneter  Weise  verkürzt. 
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Sechstes  Kapitel. 

Unendliche  Reihen  und  unendliche  Produkte  von 
Funktionen. 

§  84.  Die  gleichmäßige  Konvergenz.  /i(^t,  f^i^), 
f^{z),  ...  sei  eine  Folge  von  FiinktioneD,  die  alle  in  der  Punkt- 
menge ^  definiert  sind.  Jedem  Punkte  z  von  ^  ist  also  eine 
Zahlenfolge  t\{^),  f^i^U  hiß))  ■  •  •  zugeordnet. 

Wir  wollen  ferner  annehmen,  daß  die  unendliche  Reihe 

(*)  /i(^)+/2(^)+/3(^)  +  -- 

in  ^   überall   konvergent   ist.      Dann   stellt  ihre  Summe  s{2) 
eine  in  ^  definierte  Funktion  von  2  dar. 
Mit  (''')  sind  auch  die  Reihen 

(t)  /p(-)  +  //.+  1  (^)  +  /p+  2(^)  +  •  ■  •         (p  =  1,  2,  .'},  .  .  .) 

in  ^  konvergent.  Die  Summe  von  (f)  bezeichnen  wir  mit 
rp(^)  und  nennen  sie  den  ^-ten  Rest  von  (*).  Offenbar  ist 
r^(z)  =  s{z).     Dagegen  heißt 

/i(^)  +  fliß:)-^ h  tp{oc)  =  Sp{x) 

die  p-te  Partialsumme  von  (*). 

s{z)  =  ö>_i(^)  +  rp{3) 
ist  und 

lim  s^,  _  1  (^)  =  s  {s),  (lim  2J  =  00) 

so  hat  man 

limry,(^')  =  0. 

rp{2)  strebt  also  bei  unendlich  zunehmendem  p  und  fest- 
gehaltenem 2  dem  Grenzwert  Null  zu. 

Nun  kann  es  sein,  daß  rp{.s)  diese  Eigenschaft  behält,  wenn 
man  2  losläßt,  so  daß  es  während  des  Grenzüberganges  in  ^ 
beliebig  herumspringen  darf,  d.  h.  es  kann  sein,  daß  für  jede 
in  ^  enthaltene  Punktlolge  z^,  z^,  ^3,  •  •  •  die  Relation 

lim  Tpiz^  =  0  (lim  ])  =  00) 

gilt.  In  diesem  Falle  sagt  man,  daß  die  Reihe  (*)  in  ^ 
gleichmäßig  konvergent  ist. 

Kowalewski,  die  komplexen  Veränderlichen.  21 
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Eine  in  ^  überall  konvergierende  Reihe  von  Funk- 
tionen heißt  in  ^  gleichmäßig  konvergent,  wenn  die 
Folge 

(**)  ^li^i),     ^-.(^2),     r,(2^),  ■  ■  ■ 

stets  dem  Grenzwert  Null  zustrebt,  Avie  man  auch  die 
Punktfolge  ^j,  z^,  ^^3,  .  .  .  in  ^  wählen  mag. 
Z.  B.  ist  die  Reihe 

auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte  ^  =  0  und  s=l  überall 
konvergent,  aber  die  Konvergenz  ist  nicht  gleichmäßig.     Setzt 

man  z.  B.  ^^  =  1 >  so  wird 

rAh)  =  K"'  +  ^^-H  ■  •  ■)(!  -  ^.)  =.^r'  =  (1  -  ly, 
also 

lim  rp{Sp)='^' 

Wir  beweisen  jetzt  folgenden  Satz: 

Die  Reihe  (*)  sei  in  ^  gleichmäßig  konvergent.  Dann 
gibt  es  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Resten, 
die  in  ^  ihrem  Betrage  nach  größer  werden  als  s. 
Dabei  ist  £  eine  beliebig  gewählte  positive  Zahl. 

Wäre  der  Satz  nicht  richtig,  so  hätte  man  unendlich  viele 
Reste  r^.i/',  TpX^),  .  .  .  (Pi  <P2  <■  ■  ■),  deren  Beträge  in  ^ 
an  gewissen  Stelleu  Zp^,  Sj,^,  .  .  .  größer  als  s  sind.  Die  übrigen 
Zp  in  der  Folge  ^j,  0^,  z^,  .  .  .  können  beliebige  Punkte  von 
^  sein.  Jedenfalls  wird  die  Folge  (**)  nicht  nach  Null  kon- 
vergieren, da  sie  unendlich  viele  Glieder  enthält,  die  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  größer  als  «  sind. 

Eine  Reihe  bleibt  offenbar  gleichmäßig  oder  ungleichmäßig 
konvergent,  wenn  man  die  h  ersten  Glieder  fortläßt.  Dabei 
geht  nämlich  in  der  Folge  (**)  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern  verloren,  wodurch  das  Konvergieren  oder  Nicht- 
konvergieren  nach  Null  nicht  beeinträchtigt  wird. 

Wir  können  uns  daher  auf  solche  gleichmäßig  konvergente 
Reihen  beschränken,  deren  Reste  in  ^  beschränkt  sind. 
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Ist  nun  Mp  die  obere  Grenze  von  rj,(ß)  in  ^,  so  können 
wir  den  Punkt  2^  in  ^  derart  wählen,  daß 

!  rM  \<M,<\  r,{z)  \  +  ^- 

ist.  Nun  wissen  wir,  daß  im  Falle  gleichmäßiger  Konvergenz 
rp{Zp)^  also  aucli  'V(^y0  nach  Null  konvergiert.  Mp  liegt 
also    zwischen    zwei    Grenzen,    die    nach    Null    konvergieren. 

Folglich  ist  auch 

lim  Mp  =  0.  (lim  jo  =  oo) 

Damit  ist  folgender  Satz  gewonnen: 

Wenn  die  Reihe  (*)  in  Sß  gleichmäßig  konvergiert, 
so  bilden  die  oberen  Grenzen  der  Restbeträge  eine 
Folge  mit  dem   Grenzwert  Null. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  auch  richtig: 

Wenn  die  Reihe  (*)  in  ^  überall  konvergent  ist  und 
die  oberen  Grenzen  der  Restbeträge  dem  Grenzwert  Null 
zustreben,  so  ist  die  Reihe  in  ^  gleichmäßig  konvergent. 

Aus  lim  Mp  =  0  folgt  nämlich  wegen 

0  £  i  rpi^p)  i  ^  ^P 
lim  rp{2p)  =  0. 

Wir  führen  hier  noch  folgende  Sätze  über  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihen  an: 

Wenn  die  Reihen 

/■l(-~)  +  /2(^)+---       UDd       ^^(^)  +  ^,(.")+   ... 

in   ^  gleichmäßig  konvergent  sind,  so  ist  es  auch  die 

Setzen  wir  ^  \       r  r.\   x    f       ( .\  l_ 

r%{z)  =  gp{z)  +  gp^x{z)  +  •  •  •, 

80    ist 

fp{^  +  9p{.^)  4-  U-^M  +  ^^+1^^)  +  .  .  .  =  Yp^z)  +  r^p{z\ 
9p(.^)  H-  /p+i(^)  +  ^;,+  i(^)  +  •  •  •  =  rp+i{z)  ■+  )%-) . 

21* 
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Die  Folge 

^i  (^2)  +  ^2*  (^2~)  >  »-3  (^2')  +  »'2* (^2') .  •  •  • 

strebt  aber  dem  Grenzwert  Null  zu,  weil  die  Folgen 

^i(^i);        »"2(V)>         '"2(^2);        'f'Ä^D,--- 
und 

ri''M,     ^\*M,     »•2*(^J,     ^'2*i^2),  ■  '  ■ 

es  tun.     5'i,  Si\  ^2>  ^2)-  ■  ■  ^^^   ®^^®  beliebige  Punktfolge  in  ^. 

Wenn  man  alle  Glieder  einer  in  ^  gleichmäßig  kon- 
vergenten Reihe  mit  derselben  Funktion  multipliziert 
und  diese  Funktion  in  ^  beschränkt  ist,  so  entsteht 
eine  Reihe,  die  in  '?ß  gleichmäßig  konvergiert. 

Multipliziert  man  alle  Glieder  von  f^{z)  -\-  f^{z)  +  ■  ■  ■  mit 
F{z),  so  bleibt  zunächst  die  Konvergenz  in  ^  erhalten.  An 
die  Stelle  des  Restes  rp(2)  tritt  der  Rest 

Ist   nun  in   ^  überall 

I  F{z)  I  £  M, 
so  hat  man  -n/    n     /    n  i   ^  -»*        /    n  1 

und  aus  limr^l/p)  folgt 

§  85.    G-leichmäßig'  konvergente  Reihen  von  stetigen 

Funktionen.  Die  Reihe  /i  C^")  4- /g  (^)  + /"s  (^)  +  •  •  •  sei  in 
der  Punktmenge  ^  gleichmäßig  konvergent.  2q  sei  ein  Punkt 
von  ^  und  zugleich  eine  Häufungsstelle  von  ^.  Durch  diese 
letztere  Annahme  wollen  wir  ausschließen,  daß  0q  ein  isolierter 
Punkt  von  ^  ist,  d.  h.  ein  Punkt,  um  den  sich  ein  Kreis  be- 
schreiben läßt,  der  außer  z^  keinen   Punkt  von  ^  enthält. 

Sind  nun  /i(.t),  f^i^),  fs{^),'--  sämtlich  an  der  Stelle  3^ 
stetig,  so  ist  es  auch  die  Summe  s{s)  der  Reihe. 

Fast  alle  Reste  der  Reihe  sind  in  ^  ihrem  Betrage  nach 
kleiner  als    f.     Ein    solcher    Rest  sei^)    rp{si).     Ist  nun  ^j,  0^) 

1)  Wir  brauchen  hier,  wie  man  sieht,  weniger  als  die  gleichmäßige 
Konvergenz. 


Gleichmäßig  konvergente  Reihen  stetiger  Funktionen.  325 

£3,  .  .  .  eine  Punktfolge  in  ^,  die  nach  z^  konvergiert,  so  hat 

lim  /;  (^„)  =  /;  (^0) , . . . ,     lim  /;,_  1  {z,;}  =  /;_  i  (^o), 

also  auch 

limsp_i(^;„)  =  \\m{f^{z„)  +  •  •  •  +  fp-i{z„)]  =  Sp-iiz^). 
Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  wird  also  die  Ungleichung 

I  Sp-x{z,)  —  Sp-x{z^^)  I  <  8 

gelten.     Anderseits  ist  aber 

I  r^,_i{Zn)  \<s      und        r^,-iK)  i  <  ^• 

Daher  wird  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 

i  Sp-i{z„)  +  rp_i{z„)  —  Sp-i{Zq)  —  rp_i(^o)  i  <  Sf 
sein,  d.  h. 

s  (z„)  —  s  (Zq)    <  3  fi. 

Dies  bedeutet  aber,  daß 

hms{z„)  =  s{Zq) 

ist;  denn  £  ist  eine   beliebig  gewählte  positive  Zahl. 

Die  Summe  einer  gleichmäßig  konvergenten  Reihe 
stetiger  Funktionen  ist  stetig. 

Wenn  die  Reihe  f^iz)  +  f^{z)  -\-  f^{z)  +  •  •  •  auf 
dem   Wege  (vgl.  S.  158)    gleichmäßig    konver-  Bs 

giert  und    ihre    Glieder   dort   stetig  sind,    so 
ist  ^* 


=JfMdz+Jf 


f^{z)dz-{-  ■ 


Man    findet    also    das  Integral   der   Reihe,    indem  man  glied- 
weise integriert. 

Da   /i(^),   (^{z),...    auf  dem  Wege  AB  stetig  sind,    so  ist 
auch 
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auf  AB  stetig.     Daher  existiert  das  Integral  (§  43) 

/  s{z)dz. 

AB 

Auch  der  Rest 

(*)  n{z)  =  s{z)  -  f,{z) A_i(^) 

ist  auf  AB  stetig.     Es  existiert  also  auch 

j  rk{z)dz. 

AB 

Wegen  der  Gleichung  (*)  hat  man  nun 

(t)      j  s{z)dz  =  1  f,(z)dz  +  ■  ■  •  +y  fk-^{z)dz  +J  n(z) dz. 

AB  AB  AB  AB 

Wir    wollen   mit  Mk  den   größten  Wert    von    1  r*  (z)  \    auf 
AB  bezeichnen.     Dann  ist  nach  §  45 

J  n(z)dz  =&,IMm.  {\»k\£i) 


AB 


l  bezeichnet  die  Länge  des  Weges  AB. 

^'iDie  Gleichung  (f)  läßt  sich  jetzt  so  schreiben 

J  f,{z)dz  +  •  •  •  4-J  t\-i{s)dz  =  /  s{z)dz  -  d-.lMk. 

AB  AB  AB 

Bei  unendlich  zunehmendem  k  wird  nach  §  84 

lim  Mk  =  0, 
also  auch 

lim(^A?Jf,)  =  0  .    „ 

und  daher  ;     '^^^«^    ^^ 

lim j  J  f^{0)dz  +  ', .  4-J  fk-i{^)dzj  ==J  s(z)dz. 
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Diese  Formel  bedeutet  aber,  daß 

+ 


J  s{z)dz  =J  f,iz)dz  +Jf,{0)d2 


ist. 


§  86.     G-leichmäßige  Konvergenz  der  Fotenzreiheu. 

aQ-{-  a^z  -\-  a^^'^  +  •  ■  ■    sei    eine    Potenzreihe  mit  von  Null  ver- 
schiedenem Konvergenzradius. 

Beschreibt  man  um  ^  =  0  einen  Kreis  5t,  der  kleiner 
ist  als  der  Konvergenzkreis,  so  ist  die  Potenzreihe 
dort  gleichmäßig  konvergent.  Natürlich  ist  sie  es  auch 
in  jeder  Punktmenge  ^,  die  in  ^  enthalten  ist. 

Weil  ^  kleiner  als  der  Konvergeuzkreis  ist,  läßt  sich  ein 
Punkt  0Q  so  wählen,  daß  er  außerhalb  ^,  aber  doch  innerhalb 
des  Konvergenzkreises  liegt.  Wegen  der  Konvergenz  der 
Reihe  „ 

«0+  ^1^0+  «2-^0    +  •  •   • 

ist  T  /  N  /N 

Daher    gibt    es    einen    Kreis    |  -sf  |  <  iT ,     der    die    Bildpunkte 
der  komplexen  Zahlen  a^,  a^z^,  ^2^1,  enthält. 

Nun  sei  z  ein  beliebiger  Punkt  von  ^.     Dann  hat  man 


Mithin 


rp{z)  =  ttp-iZ"-'^  -f  ttpZP  H 

-=ap_,zr'.(^y-\apZP.[iy+-- 


r„  iz)    <  Ä      -  ,       +    -     + 


Die  rechte  Seite  wird  am  größten,  wenn  wir  z  durch  einen 
Randpunkt  z^  des  Kreises  ^  ersetzen.  Es  ist  also  in  dem 
ganzen  Kreise  Ä 


z^   Ip— '  2,   >  )   K 


rp{z)\<K\\-^         +    r,  +■•• 


1  «^, 


Ip— 1 


Bezeichnen  wir  mit  M^  die  obere  Grenze  von     rp{z)  ,   in  ^, 
so  ist  auch 
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2n 


1 


p-\ 


mithin  i-     -n*-        r> 

\\mMi,  =  0.  (Iimp  =  c5ü) 


ist  nämlich  kleiner  als   1,  weil  Zq  außerhalb  und  z^  auf 

dem  Rande  von  51  liegt. 

Aus  dem  oben  bewiesenen  Satze  können  wir  schließen,  daß 
die  Potenzreihe  im  Innern  ihres  Konvergenzkreises  eine  stetige 
Summe  hat.  Denn  die  einzelnen  Glieder  a„z"  sind  stetige 
Funktionen. 

Verläuft  der  Weg  AB  ganz  im  Innern  des  Konvergenz- 
kreises, so  hat  man 

/  («0  +  a^z-\-  a^z^  -\-  ■  ■  -^ dz  =  ^     I  a„ z" dz 

AB  "  =  0  AB 

«  „_|_i    ß 

71  =  0 

Beide  Resultate  sind  uns  bereits  bekannt.  Nur  erscheinen  sie 
hier  als  Folgerungen  aus  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der 
Potenzreihe. 

§  87.     Die    gleichmäßig  -  absolute    Konvergenz.     Wir 

sagen,  daß  f^(z)  -f-  f2(z)  -f  f^{z)  +  •  ■  •  in  ^  gleichmäßig- 
absolut konvergiert,  wenn  die  Reihe 

/■i(^)    +    f,{z)\  +  1/3(0)    -f  ••• 
in  ^    gleichmäßig    konvergent    ist.     Wenn    dies    der  Fall  ist, 
so    ist    auch    /",  (z)  4-  /",  (z)  +  /'s  (0)  +  ■  •  ■    in     ^    gleichmäßig 
konvergent. 

Hat  man  zwei  Reihen 

fM  +  /2(^)  +  •  •  •     und     g,{z,  +  g^{z)  +  ■  •  •, 
die    in    ^    gleichmäßig- absolut    konvergieren,    so  gilt 
dasselbe  von 

/■l(^)+^l(^)+/2(^)+^2(^)  +  ---. 

Denn  aus  der  gleichmäßigen  Konvergenz  von 

;/;(^),  +  i/'2(^)!  +  ---  und  \g,{z)\-^'92i.^)  +••• 

folgt  nach  §  84  die  gleichmäßige  Konvergenz  von 
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Konvergiert  fii^)  -i-  f^i^}  +  •  •  ■  in  ^  gleichmäßig- 
absolut und  sind  die  Funktionen  (pi{z),  (p^{z) ,  .  .  .  in  ^ 
ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  M,  so  konvergiert  auch 
die  Reihe 

in  ^  gleichmäßig-absolut. 

Den  Beweis  überlassen  wir  dem  Leser. 

Wenn    man   in  einer  Reihe,    die  in  ^   gleichmäßig  -  absolut 

konvergiert,  die  Glieder  umordnet,  so    konvergiert    sie    immer 

noch    in    ^    gleichmäßig  -  absolut.  Ordnet    man    nämlich    die 

Glieder  von  | /i (•s')  |  +  | /'2 (■^)  I  +  •  irgendwie   um,    so   werden 

fast    alle   Reste    der   neuen  Reihe  kleiner    sein,   als  irgendein 

bestimmter  Rest  der  alten  Reihe.  Damit  ist  der  Satz  aber 
schon  bewiesen. 

Wenn  man  aus  der  Reihe  /i (^)  + /^ ' '^)  +  •  •,  die  in  ^ 
gleichmäßig-absolut  konvergiert,  dadurch  eine  neue 
Reihe  qPi(^)  +  ^sC-^)  +  •  ■  •  herleitet,  daß  man  f^{z)  +  f'i{z) 
+  •  •  •  in  Teilreihen  zerlegt  (vgl.  §  32),  so  wird  (pi{z) 
-f  (f2{^)  +  •  •  •  in  ^  ebenfalls  gleichmäßig-absolut  kon- 
vergieren. Hier  sind  nämlich  auch  wieder  fast  alle  Reste 
von  \(px{3)  -f-  7  2('^)  I  +  •  •  ■  kleiner  als  ein  beliebig  heraus- 
gegriffener Rest  von    /^  (/)    +  j  /'2  (■2^)  |  +  •  •  • 

Wenn  die  Reihen  f\{£)  +  f\{z)  +  •  ■  •  und  g^{z)  +  g^{z) 
+  •  •  •  in  ^  gleichmäßig-absolut  konvergieren  und  die 
Summen  der  Reihen  If^^z)  -{-  \f^{z)\  -f  •  •  ■  und  |.9'2('^H 
+  1^2(^)1  +  ■  ■  i^  ^  beschränkt  sind,  so  ist  auch  die 
Produktreihe 

in  ^  gleichmäßig-absolut  konvergent. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  überlassen  wir  dem  Leser. 

§  d>6.  Die  normale  Konvergenz.  In  der  Punktmenge  ^ 
seien  die  Funktionen  /',  (^),  t\{^),  .  .  .  definiert.  Wenn  es  eine 
konvergente  Reihe 
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c,  -f  a  +  C3  +  •  •  • 

gibt,  derart,  daß  in  ^  überall  die  Ungleichungen 

gelten,  so  nennt  man  (nach  Baire)  die  Reihe  fi(ß)-\-fi{2) 
+  •  •  •  in  ^  normal  konvergent.  Ist  ^p  die  obere  Grenze 
von  I  fp{z)  1  in  ^,  so  hat  man 

/i^  ^Cp.  {p  =  1,  2,  3,  .  .  .) 

Mithin  ist  auch  die  Reihe 

^1  +  /^2  +  ^3  H 

konvergent. 

Wenn  also  die  Reihe  fi{z)  +  f^i^)  ±  ■  ■  ■  in  ^  normal  kon- 
vergent ist,  so  bilden  die  oberen  Grenzen  der  Beträge  ihrer 
Glieder  eine  konvergente  Reihe.  Der  p-te  Rest  von  [^{z) 
+  Al^)  +  ■  ■  ■  "^^  ^^^  /iC-^J !  +  I AC-^)!  +  ■  ■  is^  seinem  Betrage 
nach  kleiner  als  iip-\-  [ip+i  +  ■  •  ■     Da  nun 

lim(^p+  lip  +  i-\ )  =  0, 

so    konvergiert    eine    normal  konvergente  Reihe  stets 
gleichmäßig  und  sogar  gleichmäßig-absolut. 
Von  den  drei  Begriffen: 

gleichmäßige  Konvergenz, 
gleichmäßig-absolute  Konvergenz , 
normale  Konvergenz 
ist  der  zweite  enger  als  der  erste  und  der  dritte  enger  als  der 
zweite.  D.  h.  eine  Reihe  kann  gleichmäßig  konvergent  sein,  ohne 
gleichmäßig  absolut  konvergent  zu  sein,  sie  kann  gleichmäßig 
absolut  konvergent  sein   ohne  normal  konvergent  zu  sein. 
Z.  B.  ist  die  Reihe 

z        z^       z^ 

1  ~  2  ~^  J  * 

auf  der  Strecke  0  =  0  bis  z  =  1  gleichmäßig  konvergent,  aber 
nicht  gleichmäßig  -  absolut.     Der   Betrag   des   p-ten  Restes  ist 
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nämlich   kleiner   als   IJp.     Lassen   wir   den    Punkt  ^  =  1  fort, 
so  ist  auch 


z' 

+  14- 


3 


+ 


auf  der  genannten  Strecke  konvergent,  aber  nicht  gleichmäßig. 
Denn  der  p-ie  Rest 

_l_      f 4-  .  .  . 

kann  beliebig  groß  gemacht  werden,  indem  man  g  genügend 
nahe  an  1  heranrücken  läßt. 

Als  Beispiel  einer  Reihe,  die  zwar  gleichmäßig  absolut,  aber 
doch  nicht  normal  konvergent  ist,  wird  gewöhnlich  folgendes 
angeführt.  Man  definiert  anf  der  Strecke  2  =  0  bis  ^  =  1  die 
Funktionen    fi{^),   f^i^),  f^i^),    ...  in  der  Weise,  daß 

f"{l>n)  =  n'     ^^^^^  ^^^^     ^"^'^^  ^  ^ 
(n  =  l,  2,  3,  .  .  .) 

ist.    Sobald  2  von  ^>  ^j  .  •  .  verschieden  ist,  sind  in  der  Reihe 

1 
fii^)  +  fii^)  +    ■  ■   alle    Glieder    gleich    Null      Ist  2  =  — >    so 

sind  alle  Glieder  gleich  Null  außer  dem  m-ten,  welches  den 
Wert  —  hat.  Die  Reste  rAz),  ....  Tmis)  sind  gleich  ~>  alle 
folgenden  Reste    aber   gleich  Null.     Man  ersieht  hieraus,    daß 

der  größte  Wert,    den  der  Rest    r^f^)    erreicht,    gleich    -    ist. 

1       .  .  -^  . 

Da  nun  —  bei  unendlich  zunehmendem  p  nach  Null  konvergiert, 

so  ist  die  Reihe  f^(z)  +  f2{2)  -f-  •  •  •  auf  der  strecke  z  =  0  bis 
3=1    gleichmäßig   konvergent  und,    da   ihre  Glieder  nirgends 
negativ  sind,    gleichmäßig -absolut.     Aber   die  Reihe  ist  nicht 
normal  konvergent.     fp{^)   hat   nämlich   den    größten  Wert 
und  die  Reihe 

ist  divergent. 

Normal  konvergente  Reihen  kann  man  addieren  und  mit- 
einander multiplizieren  und  erhält  immer  wieder  normal  kon- 
vergente Reihen. 
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Betrachten  wir  wieder  die  Potenzreihe  a,^-\-  a^z  -\-  a^z'^  -\-  •  ■  ■ 
in  dem  Kreise  Ä  (vgl.  §  86),  der  ganz  im  Innern  des  Kon- 
vergenzkreises liegt,  so  läßt  sich  leicht  erkennen,  daß  die 
Potenzreihe  in  Ä  normal  konvergent  ist.  Wählen  wir  nämlich 
wie  in  §  86  den  Punkt  ^„  so,  daß  er  außerhalb  des  Kreises  ^, 
aber  doch  innerhalb  des  Konversenzkreises  liegt,  so  ist 


'0"J 


anZ" 


a„v(0"- 


Wir  wissen,  daß  es  eine  Zahl  K  gibt,  die  gi-ößer  als  alle 
I  a„  Zq  I  ist  (n  =  0, 1,  2, . . .).  Verstehen  wir  unter  z^  einen  Punkt 
auf  dem  Rande  von  ^,  so  gilt  in  dem  ganzen  Kreise  ^  die 
Ungleichung 

I  a„^"  \<K    '•  ' 


z^ 


Weil  nun  \  z.^  I  <  |  -^o  I  ^^^>  ^^  konvergiert  die  Reihe 


K^K  .^\^K 


+ 


Also  ist  «0  +  «1  ^  4-  «2  -2^^  +  •    ■  in  ^  normal  konvergent. 

§  89.  Verwandlung  einer  gleichmäßig  konvergenten 
Reihe  in  eine  Reihe,  die  durch  Fortlassung  des  ersten 
Crliedes  normal  konvergent  wird.  Die  Reihe  f^{z) 
-1-  /2(^)  +  •  •  •  sei  in  der  Punktinenge  ^  gleichmäßig  konvergent. 
Wenn  wir  mit  Mp  die  obere  Grenze  von  '^piß)  \  in  %  be- 
zeichnen^), so  ist,  wie  wir  wissen,  limil/p=0.  Es  ist  nun 
leicht,  aus  M^,  M^,  M^,  ■  ■  ■  eine  Teilfolge  Mp^,  Mp^,  Mp.^, .  .  . 
(Pi  <i  P2  '^  Ps  '^  '  '  •)  herauszuheben,  so  daß  die  Reihe 

(*)  Mp^+M,^^-Mp^  +  ..- 

konvergiert.     Wir  können  z.  B.  p^  so  wählen,  daß 

Mp^<l 
wird,  darauf  einen  größeren  Index  p^  so,  daß 

1)  Wenn     r  {z)     in   ^   beliebig  große  Werte  annimmt,   ist  BI  —  00. 
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wird,  darauf  einen  noch  größeren  Index  p^  so,  daß 

wird,  usw.     Dann  ist  Mp^  +  M^^  +  Mp^-\-    ■     sicher  konvergent. 
Wir    wollen    jetzt    in    f^(z)  +  f^i^)  +  ■  ■  ■    die    Glieder    in 
folgender  Weise  zusammenfassen: 

{/'i(^)  +  --+/'p.-i(^)} 

+  {/;..(^)  +  ---4-/p3-i(^~)} 
+ 

Diese  neue  Reihe  hat  dieselbe  Summe  wie  /'^(ä)  +  /2('^)  +  •  • 
Lassen  wir  das  erste  Glied  fort,  so  entsteht  die  normal  kon- 
vergente Reihe 

{fpX^)  +  •  •  +  fp.-ii^)}  +  \fpÄ^)  +  •  ■  •  +  fp.-i{^)}  +  •  •  • 

Es  ist  nämlich 

I  /p.(^)  +  •  •  •  +  fp.-i{2)  I  =  I  rpX^)  -  rpX^)  \^Mp^  +  Mp^ 
I  fpÄ^)  +  •  •  •  +  fp,-i{^)  I  =    rpX^)  -  r,X^)  \£Mp^-hMp^, 

Die  Reihe  (J/p,+  üf^J  +  {Mp„+  Mp)  +  •  •  •  ist  aber  konver- 
gent wegen  der  Konvergenz  von  (*). 

Eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  läßt  sich  also  durch 
Fortschneiden  eines  Stückes  am  Anfang  und  durch  Zusammen- 
flicken gewisser  Gruppen  benachLarter  Glieder  in  eine  normal 
konvergente  Reihe  verwandeln. 

Wenn  die  Funktionen  /i(^),  f2{^),  •  •  •  alle  in  ^  beschränkt 
sind,  d.  h.  wenn  keine  der  oberen  Grenzen  3Ip  unendlich  ist, 
braucht  man  nichts   wegzuschneiden,  sondern  nur  zu  flicken. 

Ein  Beispiel,  wo  es  notwendig  ist  zu  schneiden,  ist  das 
folgende: 

1  Z  Z'  2* 

1 1.1 .. 
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Wir  lassen  s  auf  der  Strecke  z  =  0  bis  s  =1  (exklusive) 
variieren.  Dann  hat  r^{z)  die  obere  Grenze  oc.  Lassen  wir 
das  erste  Glied  fort,  so  entstellt  die  Reihe 

T  "~    2      '      3    ~  ■  ■  ■' 

die  noch  nicht  uormal  konvergent  ist.  Sie  wird  es  aber  z.  B. 
bei  folgender  Gruppierung  der  Glieder: 

Die  erste  Klammer  enthält  zwei,  die  zweite  vier,  die  dritte 
acht  Glieder  usw.     OfiFenbar  ist 

2*  Z^    \  1 

~    2"  +    ¥      <    2 ' 


Z*  2"    _    Z"  2' 


<i. 


Die  Reihe  ist  also  normal  konvergent. 


§  90.  Unendliche  Reihen  differenzierbarer  Funk- 
tionen. In  einem  um  z^  beschriebenenlKreise  U  seien  die 
Funktionen  f-^{z),  f^iz),  .  .  .  stetig. 

Wir  wollen  ferner  annehmen,  daß  innerhalb  U  überall  die 
Ableitungen  fi'iß),  f^{/),  .  •  ■  existieren. 

Dann  gelten  für  einen  Punkt  J  im  Innern  von  U  die 
Gleichungen  (vgl.  §  61): 


m-^J'-^r' 


^-h 


^2(^)  -  2  7tiJ    \- 


dz 

—  > 


Unter   Ä   verstehen   wir   einen  um   s^   beschriebenen   Kreis, 
der  den  Punkt  §  umschließt,  aber  kleiner  als  U  ist.     Läßt  man 
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den  Radius   von  ^   wachsen,   bis  ^  in  U   übergeht,   so  wird 
wegen  der  Stetigkeit  der  Funktionen  fniß) 

(z)dz 


=  iim  /  — 


u 

(M=l,  2,  3,  .  .  .) 

Wir  können  also  auch  schreiben 


u 


fM  =  ^iß 


f^{z)dz 


u 


Wenn  nun  die  Reihe  f^{z)  -\-  f.^{z)  +  •  ■  •  auf  dem  Kreise  U, 
längs  dessen  man  zu  integrieren  hat,  gleichmäßig  konver- 
gent ist,  so  gilt  dasselbe  von  der  Reihe 

Denn  1  :  (^;  —  §)  kann  nicht  größer  werden  als  \  :  d,  wobei  ö 
den  kürzesten  Abstand  des  Punktes  §  von  dem  Kreise  U  be- 
zeichnet. 

Daher  ist  (vgl.  §  85),  wenn  wir  f^{z)  -\-  Ui^)  +  •  ■  ■  =  s{z) 
setzen, 

1   rs{z)dz  _  j_  rf,{z)dz    j_  rf.Aß)di  ,  ^ 

2niJ    z  —  i  2itiJ     z  —  ^  2ni  J     z  —  ^ 

U  U  U 

Damit  haben  wir  bewiesen,  daß  die  Reihe 

/i(ä)  +  /2(S)+--- 

konvergiert  und  die  Summe 

"s{z)dz 

u 
hat. 

Wir  können  nun  ähnlich  verfahren  wie  in  §  62.    Wir  können 

nämlich  zeigen,  daß  s(j)  sich  in  eine  Potenzreihe  von  der  Form 

Co  +  <?i(ä  -  h)  +  CgCä  -  z^Y  +  -  •  . 


*(S)=^/^ 
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entwickeln  läßt.     Da  5   im  Innern  des  Kreises  U  liegt,   so  ist 
unter  dem  Integralzeichen 

ä  -  .?o  |<  i  ^  -  ^0 


und 

daher 

] 

L 

1 

= 

1 

z-z^ 

+ 

s- 

{z- 

-^0 

+ 

(ä- 

-^0)* 

z- 

-ä      (2- 

-^0) 

-(5- 

-^0) 

-^0^ 

+  ••• 

Diese  Reihe  konvergiert  auf  U  normal,  wovon  der  Leser  sich 
überzeugen  möge.  s{z)  ist  als  Summe  einer  gleichmäßig  kon- 
vergierenden Reihe  stetiger  Funktionen  selbst  auf  U  stetig  und 
hat  also  dort  einen  größten  absoluten  Betrag  M.  Mithin  ist 
auch  die  Reihe 

s{z)    ^     .s(2)  (5-go)g(g)    ,    (S-go)'s(z) 

z-l         z-z,'^      {z-zS'     "^      {z-z,Y      '^"' 

auf  U  normal  konvergent.  Will  man  sie  integrieren,  so  darf 
man  gliedweise  integrieren.     Man  erhält  dann 


'^"•^         iTtiJ   z-z^    ~^     ^TciJ  ( 

-_zor-r 

\ni   J  ( 


s(z}dz 
u  u 


4.  (3  -  Zq)-  I  s{z)dz 

"^       2ni   J  (z-z,)'^^ 
U 

Da  eine  Potenzreihe  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises  überall 
eine  Ableitung  besitzt,  so  existiert  s'(5). 

Die  Existenz  von  s'fg)  läßt  sich  aber  auch  auf  folgende  Art 
beweisen.  Wenn  i}  j  genügend  klein  ist,  wird  der  Punkt 
j^  -f  1^  ebenso  wie  j  im  Innern  des  Kreises  U  liegen.  Dann 
gilt  aber  die  Gleichung 


r)  nj  +  ^)  =  ^/, 


s{z)dz 


u 


Mithin  ist 


s(ä  +  i))-s(ä)  1       /         s{z}dz 


'Im  J  ( 
u 

1   fs{z)dz      ^   r 

27tiJ  (z-i)^^   2^iJ  ( 


{z-h){z-i-'i)) 


s(z)dz 
{z-i7{z~-l>'-^)' 
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Ist  d  der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  §  von  dem  Kreise 

U  und  I  f)  I  <  „'  so  wird 


s(z)  \   ^'^M 


also 


{Z-i)H2-i-^) 


1      /*         s(z)dz  _2d-MQ 


2 

U 


Q  ist  der  Radius  des  Kreises  U. 

Wir  haben  demnach,  falls     f)  j  bereits  kleiner  als  ö/'2  ist, 


1      f  s{z)dz        2»M^    ^ 


Hieraus  folgt,  wenn  l)  oach  Null  konvergiert, 

1-    ^(5  4-^)-^(ä)_    1     Al^l^ 

u 
Es  existiert  also  s'  (§)  und  man  hat 


»'(ä)-2^/ 


Jetzt  wollen  wir  noch  zeigen,  daß  s(j)  in  dem  Kreise  U 
stetig  ist.  Im  Innern  des  Kreises  folgt  die  Stetigkeit  aus  der 
Existenz  der  Ableitung.  Wir  müssen  uns  aber  noch  über- 
zeugen, ob  s(g)  auch  auf  dem  Rande  von  U  stetig  ist.  Dazu 
benutzen  wir  folgenden  Hilfssatz:  Wenn  w(j)  in  U  stetig 
und  im  Innern  von  U  differenzierbar  ist,  so  kommt 
der  größte  Wert  von  |  w(§)  !  nur  dann  im  Innern  des 
Kreises  vor,   wenn  w{^)  eine  Konstante  ist. 

Angenommen,  der  größte  Betrag  von  tv(l)  käme  an  einer 
Stelle  §0  im  Innern  von  U  vor  Beschreiben  wir  dann  um  ^ 
einen  Kreis  ^q,  der  in  U  enthalten  ist,  so  gilt  die  Cauchysche 
Formel 

Kowalewflki,  die  komplexen  Verändertichen.  22 
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Setzen  wir  unter  dem  Integralzeichen 
SO  können  wir  schreiben  v„ 


w 


(io)  =  Y^J'>^(i)d(p- 


Hieraus  folgt 

(*) 


w 


•in 


Wäre  au  irgendeiner  Stelle  auf  ^^ 

I  w(ä)  I  <     «<'(3o)  I; 
so  hätte  man,  da  auf  alle  Fälle 


und     w  {£)\  stetig  ist, 


w{h)    <    ««'(So) 


LJ  '««'(^)i^9'<l«<'(äo) 


Damit    steht    aber   die   Ungleichung  (*)   im  Widerspruch.     Es 
ist  also  auf  dem  Kreise  ^^  überall 

{*'')  l^(S)l=    tvih)  . 

Dies  bleibt  richtig,  wenn  man  den  Radius  des  Kreises  ver- 
kleinert. Die  Gleichung  (**)  gilt  daher  auch  im  Innern  von  ^q. 
Nun  überzeugt  man  sich  leicht  mittelst  der  in  Fig.  114  an- 
gedeuteten Kette  von  Kreisen  (vgl.  die  ähn- 
\  liehe  Überleguug  auf  S.  282),  daß  an  jeder 
\  Stelle  §1  im  Innern  von  U  ebenfalls  die  Glei- 


Fig.  114. 


chung  (**j  stattfindet.  Der  erste  Kreis  der 
Kette  ist  der  Kreis  ^q.  Der  Mittelpunkt  des 
zweiten  Kreises  liegt  in  ^q,  folglich  gilt  in 
dem  ganzen  zweiten  Kreise  die  Gleichung  (**), 
also  auch  im  Mittelpunkt  des  dritten  Kreises,  also  in  dem 
ganzen  dritten  Kreise  usw.  Schließlich  gilt  sie  auch  in  dem 
letzten  Kreise  der  Kette,  dem  der  Punkt  i^  angehört.    Im  ganzen 
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Innern  von  11  hat  also  «f  (§)  einen  konstanten  Betrag.  Wegen 
der  Stetigkeit  muß  w{i)  diesen  Betrag  auch  auf  deui  Rande 
von  U  haben. 

Jetzt  werden  wir  zeigen,  daß  ?(;(5)  selbst  eine  Konstante  ist. 
Setzt  man  w{z)  =  u  +  iv  (11,  v  reell),  so  folgt  aus  ^) 

w^  -f  v'^  =  c} 

durch  Differentiation  nach  x  und  y 

du    ,       dv       ^ 

ox  ox  ' 

du   ,       cv       ^ 
dj^  dy 

TV     2m        dv      du-  dv    .  .     ,  ,.         m   ■  1 

Ua  3~="5~'    ^^  —  3-  ist,  kann  man  diese  (jleichungen 

auch  so  schreiben:  „ 

du   ,       cv       r\ 

•    du  dv        „ 

V  -^ u^^  =  0. 

ox  ex 

Das  sind  zwei  lineare  homogene  Gleichungen  für 

du        dv 
'  dx       dx 
mit  der  Determinante 

_  m2  _  ^,-1  _  _  ^2  ^^  0. 

Also  muß  innerhalb  U 

du dv  ^ 

dx       dx 
sein,  mithin 

;/  \       l^w    ,     .  dv       ^ 
''^('^-Jx+'Jx  =  ^' 

Dann  folgt  aber,  daß  w{z)  im  Innern  von  U  konstant  ist. 
Wegen  der  Stetigkeit  muß  iv{z)  diesen  konstanten  Wert  auch 
auf  dem  Rande  von  U  haben. 

Ganz  ähnlich  läßt  sich  übrigens  beweisen,  daß  die  Funktion 
u(jc,  y)    ihren    größten    oder    kleinsten   Wert    nur    dann    im 


1)  Wir    nehmen  c*>0  an,    da    im    Falle    c  =  0    der  Satz  keines  Be- 
weises bedarf. 

22» 
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Innern  von  U  annimmt,  wenn  sie  eine  Konstante  ist.  Ist 
u(Xf  y)   eine  Konstante,   so   ist  auch  v[x,  y)  eine  solche,  weil 

die  Ableitungen 

dv  du       dv        du 

dx  dy       dy       dx 

innerhalb  U  überall  verschwinden.  Es  ist  also  auch  w{2)  eine 
Konstante. 

Nach  Erledigung  des  Hilfssatzes  kehren  wir  wieder  zu  der 
Funktion  ,  ,        ^  ,  .        ^  ,  , 

s(ä)  =  /i(ä)  +  /2(ä)-f  ••• 

zurück,  um  ihre  Stetigkeit  in  U  zu  beweisen.  Dies  läßt  sich 
in  folgender  Weise  bewerkstelligen. 

Da  die  Reihe  f^  (z)  +  /'a  (^)  +  •  •  •  auf  U  gleichmäßig  kon- 
vergiert und  die  Funktionen  fni,^)  \  wegen  ihrer  Stetigkeit 
beschränkt  sind,  so  können  wir  durch  Zusammenfassen  be- 
nachbarter Glieder  aus  fi{2)  +  /äC^)  +  •  •  •  eine  Reihe 

bilden,  die  auf  U  normal  konvergent  ist.  Jedes  F{2)  ist  die 
Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  f{2).  Daher  sind  die 
Funktionen  -F(^)  in  U  stetig  und  im  Innern  von  U  differen- 
zierbar.  Sie  erfüllen  also  die  Bedingungen  unseres  Hilfssatzes. 
Fn{l)  nimmt  daher  seinen  größten  Betrag  M„  sicher  auf  dem 
Rande  von  U  an. 

Da  die  Reihe  F^i^)  -f  -^3(5)  +  •  •  •  auf  dem  Rande  von  U 
normal  konvergent  ist,  so  konvergiert  die  Reihe 

ilf  1  +  ilfs  +  •  •  ■ 

Die  größten  Beträge  der  F„{^)  in  dem  ganzen  Kreise  U 
bilden  also  eine  konvergente  Reihe.  Das  heißt  aber,  daß  die 
Reihe  J^i  (s)  +  -F2(§)  -f  •  •  •  in  dem  ganzen  Kreise  U  normal 
konvergent  ist. 

Hieraus  folgt  wegen  der  Stetigkeit  der  -F„(^),  daß  auch 

F,ih) -h  F,a)  + . . . 

in  dem  ganzen  Kreise  U  stetig  ist. 
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Es  gilt  also  folgender  Satz: 

Die  Punktionen  /j,  f^,  ■  ■  ■  seien  in  dem  Kreise  U 
stetig  und  im  Innern  von  U  differenzierbar.  Außer- 
dem sei  die  Reihe  /l  + /»  +  "  "  '  ^^^  dem  Rande  von  U 
gleichmäßig  konvergent. 

Dann  stellt  /^  + /"> -r  •  •  ■  eine  Funktion  dar,  die  wie 
die  Funktionen  f^,  f.2,  ■  •  ■  in  dem  Kreise  U  stetig  und 
im  Innern  von  U  differenzierbar  ist. 

Man  kann  U  durch  einen  andern  Bereich  ersetzen.  Nur 
muß  sich  auf  ihn  die  Cauchysche  Integralformel  anwenden 
lassen.  Z.  B  darf  U  irgendein  Normalbereich  sein  oder  ein 
Bereich,  der  sich  in  eine  endliche  Anzahl  von  Normalbereichen 
zerlegen  läßt. 

§  91     TJueudliche  Reihen  harmonischer  Funktionen. 

^  sei  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  die  ganz  im  Endlichen 
liegt.     Die  Punkte  der  Ebene  zerfallen  in  drei  Klassen: 

1.  Innere  Punkte  von  ^, 

2.  Äußere    Punkte    von  '^,   d.  h.  Punkte,   die   nicht   zu  ^ 
gehören, 

3.  Randpunkte  von  'i^,   d.  h,  Punkte  von  ^,  die  zugleich 
Häufungsstelleu  von  äußeren  Punkten  sind. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  jeder  Randpunkt  auch  eine  Häufungs- 
stelle von  inneren  Punkten  ist,  und  daß  man  von  jedem  inneren 
Punkt  zu  jedem  anderen  inneren  Punkt  längs  eines  stetigen 
Weges  gelangen  kann,  der  nur  innere  Punkte  enthält. 

Die  Funktionen  it^ix,  y),  u^{x,  y),  .  .  .  seien  in  ^  stetig  und 
im  Innern  von  ^  harmonisch. 

Wenn  dann  die  Reihe  >(^(x,  y)  -f  ?f2(«,  y)  -\-  ■  ■  ■  auf  dem 
Rande  von  Sß  normal  konvergent  ist,  so  stellt  sie  eine 
Funktion  dar,  die  in  ^  stetig  und  im  Innern  von  ^ 
harmonisch  ist.^) 

Eine  in  ^  stetige  reelle  Funktion  h(x,  y>  hat  in  '^  einen 
größten  Wert  M  und  einen  kleinsten  Wert  m.  Ist  sie  über- 
dies im  Innern  von  ^  harmonisch,  so  kommt  der  Wert  M  nur 

1)  Auch  der  Satz  in  §  90  läßt  sich  für  solche  Punktmengen  wie  ^ 
beweisen,  wenn  man  auf  dem  Rande  die  normale  Konvergenz  fordert. 
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dann  im  Innern  von  Sß  vor,  wenn  u{x,  y)  eine  Konstante  ist. 
Dasselbe  gilt  von  dem  Wert  m. 

Käme  z.  B.  M  im  Innern  von  ^  vor,  etwa  an  der  Stelle  z^, 
so  wäre  u{x,  y)  in  jedem  Kreise  konstant,  der  um  z^^  be- 
schrieben ist  und  nur  Punkte  von  ^  enthält.  (Vgl.  S.  389  unten.) 

Ist  ^1  ein  anderer  innerer  Punkt  von  ^,  so  läßt  er  sich  mit 
Zq  durch  einen  stetigen  Weg  verbinden,  der  ganz  aus  inneren 
Punkten  von  ^  besteht.  Dieser  Weg  hat  eine  von  Null  ver- 
schiedene kürzeste  Entfernung  von  dem  Rande  von  ^.  Man 
erkennt  dies,  wenn  man  bedenkt,  daß  die  Randpunkte  eine 
abgeschlossene  Punktmenge  bilden.  Jede  Häufungsstelle  von 
Randpunkten  ist  nämlich,  wegen  der  Abgeschlossenheit  von  ^, 
ein  Punkt  von  ^^.  Wäre  es  ein  innerer  Punkt,  so  ließe  sich 
um  ihn  ein  Kreis  beschreiben,  der  nur  innere  Punkte  enthält. 
Dann  könnte  er  aber  keine  Häufungsstelle  von  Randpunkten 
sein.  Nun  haben  wir  zwei  abgeschlossene  Punktmengen,  einer- 
seits die  Randpunkte  von  ^,  anderseits  die  Punkte  des  stetigen 
Weges,  der  Zq  und  z-^  verbindet.  Die  Entfernung  eines  Punktes 
der  ersten  von  einem  Punkte  der  zweiten  Menge  habe  die 
untere  Grenze  8.  Dann  gibt  es  eine  Punktfolge  P^,  Pg,  Pg,  .  .  . 
in  der  ersten  und  eine  Punktfolge  Q^,  Q^,  Q^,  .  .  .  in  der 
zweiten  Menge,  so  daß 

lim  P„Q„=  d 

ist.  Wir  können  aber  aus  P^,  Pg,  .  •  .  eine  konvergente  Folge 
P/,  Pg',  .  .  .  herausheben.  Ebenso  läßt  sich  aus  der  ent- 
sprechenden Teilfolge  ^/,  Q^',  ...  in  Q^,  Q^,  •  ■  ■  eine  kon- 
vergente Folge  Qi,  Q^f  .  '  .  herausheben.  Dann  ist  auch 
Pj,  Pg,  .  .  .,  die  entsprechende  Teilfolge  von  P/,  P.,',  .  •  .,  kon- 
vergent.    Hat  man  nun 

lim  P,=  P,     lim  Q„^Q, 
80  muß 

\imP„Q„=PQ  =  d 

sein.  Da  die  beiden  Punktmengen  keinen  gemeinsamen  Punkt 
haben,  ist  d  >  0, 

Zerlegen  wir  den  Weg,  der  Zq  und  z^  verbindet,  in  Stücke, 
die  kleiner  als  d/2  sind,  und  beschreiben  um  Zq,  sowie  um  die 
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Teilpunkte  Kreise  mit  dem  Radius  d,  so  enthält  jeder  solche 
Kreis  nur  Punkte  vou  ^.  Denn  auf  der  Verbindungsstrecke 
eines  Punktes,  der  zu  ^  gehört,  und  eines  Punktes,  der  nicht 
zu  ^  gehört,  gibt  es  immer  einen  Randpunkt  von  ^,  wie  der 
Leser  mittels  des  Halbieruugsverfahrens  beweisen  möge  (vgl. 
meine  „Grundzüge",  S.  123). 

In  dem  um  2^  beschriebenen  Kreise  ist  nun  ii{x,  y)  gleich 
M.  Der  erste  Teilpunkt  liegt  aber  innerhalb  dieses  Kreises. 
Also  ist  dort  a  (x.  y)  gleich  31,  folglich  auch  in  dem  zweiten 
Kreise  usw.  Schließlich  gelangt  man  zu  dem  letzten  Kreise, 
in  welchem  ^^  liegt  Die  Funktion  u(x,  y)  ist  daher  in  allen 
inneren  Punkten  von  'i)3  gleich  M.  Wegen  der  Stetigkeit  ist 
sie  es  also  auch  in  den  Randpunkten  von  ^. 

Ebenso  zeigt  man,  daß  der  kleinste  Wert  m  von  tt(x,  y)  nur 
dann  im  Innern  von  ^  vorkommt,  wenn  a{x,  y)  in  ^  kon- 
stant ist. 

Unter  allen  Umständen  können  wir  also  sagen,  daß  der 
größte  und  der  kleinste  Wert  von  a{x,  y)  in  ^  unter  den 
Randwerten  vorkommen.  Auch  der  größte  Wert,  den  \ti{x,  y)\ 
in   ^  annimmt,  kommt  auf  dem  Rande  von   ^  vor. 

Dies  gilt  nun  auch  für  die  Funktionen  u^{x,  y),  u^i^,  y), .  .  . 
Ihre  größten  Beträge  auf  dem  Rande  von  ^  sind  zugleich  ihre 
größten  Beträge  in  der  ganzen  Punktmenge  ^.  Daher  folgt 
aus  der  normalen  Konvergenz  der  Reihe  ii^  (x,  y)  +  WgC^,  3/)  +  •  ■  ■ 
auf  dem  Rande  von  ^  die  normale  Konvergenz  in  ^. 

Die  Funktion 

s(x,  y)  =  u^{x,  y)  +  ii^{x,  y)  +  ■  ■  ■ 
ist  also  in  ^  stetig. 

Jetzt  wollen  wir  noch  zeigen,  daß  sie  im  Innern  von  ^ 
harmonisch  ist. 

Nehmen  wir  einen  inneren  Punkt  2^^,  den  wir  zum  Null- 
punkt machen,  und  beschreiben  um  ihn  einen  Kreis  Ä,  der 
nur  Punkte  von  ^  enthält,  so  können  wir  nach  §  53  sagen, 
daß  2t« (ä)  ^^^  reelle  Teil  des  Integrals 


an 
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ist.     Der  Punkt  j  liegt  im  Innern  von  ^.    z  liegt  auf  ^,  und 
zwar   ist  z  =  Qß'f,   wenn    wir   mit    q   den   Radius   von   Ä   be- 
zeichnen.    Statt  iin{x,  y)  schreiben  wir  hier  Uniz). 
s(g)  ist  also  der  reelle  Teil  von 

2«  in 

0  0 

Wegen   der   normalen  Konvergenz   von  Ui{z)  +  n^{z)  -{-■■■  ist 
auch  die  Reihe 

Z-  i      1^   ^  Z  -i     2V   / 

in  dem    Integrationsintervall   normal   konvergent.      Denn   man 

g  +  a    ^  _,le 

z-h  '       Q  -lä 

Wir  können  daher  auch  sagen,  daß  s(5)  =  «1(3^  +  WoCä)  +     • 
der  reelle  Teil  von 

271 


^(^^  =  infAi<')^'p 


ist 

S{^)  hat  aber,  wie  man  leicht  zeigen  kann,  innerhalb  ^ 
überall  eine  Ableitung  /S"(j).  Folglich  ist  s(j)  innerhalb  £' 
harmonisch. 

§  92.   Nochmals  die  Randwertaufgabe  für  den  Kreis. 

Wir  betrachten  der  Einfachheit  halber  einen  um  den  Anfangs- 
punkt beschriebenen  Kreis  ^  vom  Radius  1.  Man  sucht  eine 
reelle  Funktion  u{x,  y),  die  in  £  stetig  ist,  auf  dem  Rande 
vorgeschriebene  Werte  hat  und  im  Innern  von  ^  harmonisch 
ist.  Wir  haben  diese  Aufgabe  schon  in  §  64  und  §  65  be- 
handelt. Hier  soll  sie  auf  eine  andere  Weise  gelöst  werden. 
Wir  können  die  gegebenen  Randwerte  als  die  Werte  einer 
stetigen  Funktion  lJ{(p)  mit  der  Periode  2%  betrachten.  Es 
ist  bekannt^),   daß  sich    ü{(p)  durch  eine  gleichmäßig  konver- 


1)  Man   kann  es  z.  B.  aus  der  Fej ersehen  Theorie  entnehmen.     V 
meine  „Grundzüge  der  DifiFerential-  und  Integralrechnung".  S.  284. 
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gierende  Reihe  trigonometrischer  Ausdrücke  darstellen  läßt. 
Ein  trigonometrischer  Ausdruck  hat  folgende  Gestalt: 

T{(p)  =  «0  +  ttj  cos  qp  4-  61  sin qp  +  a^ cos  2(p  -\- h^sm2(p  -\-  •  •  ■ 

+  ttpuospcp  +  bpsinpcp. 

Dabei  kann  ^  =  0,  1,  2,  .  .  .  sein.  Die  Koeffizienten  a,  h  sind 
reelle  Zahlen. 

Die  Reihe  für   ü{(p)  laute: 

Wir  können  sogar  annehmen,  daß  sie  normal  konvergent  ist 
Denn  dieser  Fall  läßt  sich  durch  geeignete  Zusammenfassungen 
benachbarter  Glieder  herbeiführen. 

Bezeichnen  wir  also  mit  M„  das  Maximum  von  j  T„(q>)  \, 
so  ist  die  Reihe 

M,  +  Jfi  +  J/g  +  . .  . 
konvergent. 

Nun  ist  T{<f)  der  reelle  Teil  des  Polynoms 

G{z)  =  ao  +  («j  -  ib^)s  +  (r/2  -  i\)2^  -^  .  .  .  +  («^  _  ih^)2P 

auf  ^.  Ebenso  sind  T^itp),  T^((p),  .  .  .  die  reellen  Teile  ge- 
wisser Polynome  Gq{s\  Gj^{z),  .  .  .  für  |  ^    =  1. 

Bezeichnen  wir  den  reellen  Teil  von  Gn{z)  mit  g„{x,  y), 
so  ist  also  die  Reihe 

auf  ^  normal  konvergent,  und  ihre  Glieder  sind  (sogar  in  der 
ganzen   Ebene)  harmonisch. 

Wir  können  hier  den  Satz  aus  §  91  anwenden  und  schließen, 
daß  die  in  Rede  stehende  Randwertaufgabe  durch  die  Reihe  (*) 
gelöst  wird. 

Um  noch  ein  anderes  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  die 
Randwertaufgabe  für  das  Innere  der  Ellipse  x  =  a  cos  t, 
y  =  h  sin  t  (a  >  6  >  0)  lösen. 

Auf  der  Ellipse  ist 

3  =  a  cos ^  -f  ib  sin  t  =  ae"  -f  ße~'', 
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/  a  +  h  a-b\ 

also 

s"  =  (ae''  -f-  ße-")" 

=  a"e""  +  (")a"-'/3e("-2)''  +  •  •  ■  +  ß"e-"''. 
Der  reelle  Teil  von  z"  lautet  demnach 

M„  =  (a«  -f  /3")  cosw^  +  (")(a"-^/3  +  /3"-ia)cos(»2  —  2)  ^  +  • 
der  reelle  Teil  von  —  is" 
v„  =  {a"  —  ß")amnt  +  (^){a"-' ß  —  ß"-^ a)am{n  —  2)t  +  ■ 

Man  hat  also 

Uo=  \, 

itj  ==  (a  +  /3)  cos^, 

u^  =  («2  +  /32)co8  2^  +  2a/3, 

Hg  =  («3 _,_  ^3) cos 3^  +  8 {a^ß  +  ^2«) cos t, 


und 


^0  =  0, 

Vi  =  {a  -  ß)  sin  ^, 

^3  =  («3  _  ^3)  sin  3  ^  +  3  (a'  ß  -  ß^a)  aint, 


a   und   ß    sind    positiv    und    voneinander   verschieden.     Daher 
^^°  «''  +  ß"     und     a''  —  /3" 

ungleich  Null,  und  man  erhält  aus  den  obigen  Gleichungen 
cosw^  =  «„Mq  +  «1^1  +  •  ■  •  +  a„w«, 
sinw^==  hit\-\- ■  ■  ■  +  bnV„. 

Jeder  trigonometrische  Ausdruck 

T{t)  =  ^  +  ^008^  +  5jsin^  +  •■■-[-  Äpcospt  -f  5^sin^^ 
läßt  sich  demnach  in  folgender  Form  schreiben 

«0 1*0  +  «1«!  +  /3i  ^1  +  •  •  •  +  «pWp  +  /5pVj,. 
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Die  a,  ß  sind  reelle  Konstanten.  Da  wir  nun  mit  u„  den 
reellen  Teil  von  s"  und  mit  v„  den  reellen  Teil  von  —  12"  be- 
zeichnet haben,  so  ist  T(t)  der  reelle  Teil  von 

«0  +   («1—    '^i)^  +   {<h—iß2}^'-^ (-  (>«  —  ißr,)2" 

in  dem  Ellipsenpunkte  2  =  acos^  -f  ibsint. 

Wenn  auf  der  Ellipse  eine  stetige  Funktion  U{t)  gegeben 
ist,  so  läßt  sie  sich  durch  eine  normal  konvergente  Reihe 
trigonometrischer  Ausdrücke  darstellen: 

T„{t)  ist,  wie  wir  wissen,  der  reelle  Teil  g„{x,  y)  eines  Poly- 
noms Gniß).     Die  Reihe 

9i{^,  y)  +^2(^'j  y)  +  ■  ■  ■ 

konvergiert  auf  der  Ellipse  normal.  Ihre  Glieder  sind  (sogar 
in  der  ganzen  Ebene)  harmonisch.  Also  löst  die  Summe 
dieser  Reihe  die  vorliegende  Randwertaufgabe. 

§  93.  Die  Ableitungen  einer  gleichmäßig  konver- 
genten Reihe  differenzierbarer  Funktionen.  Wir  kehren 
jetzt  zu  dem  Gegenstande  des  §  90  zurück.  U  sei  wie  damals 
ein  um  ^^  beschriebener  Kreis,  innerhalb  dessen  die  Ablei- 
tungen /i'(^),  fj{z),...  existieren.  Die  Funktionen  fi{z), 
f.2{2),  ...  seien  in  U  stetig,  und  die  Reihe  f^iz)  -\-  f^i^)  -i-  ■  •  ■ 
sei  auf  U  gleichmäßig  konvergent. 

Wir  sahen  in  §  90,  daß  die  Reihe  f^{z)  -f  f^{2)  H auch 

im  Innern  von  U  konvergiert,  und  daß  für  jeden  Punkt  § 
innerhalb  U  die  Formel  gilt 

Hieraus  folgte  die  Existenz  der  Ableitung  s'ij)  und  zwar 
fanden  wir,  daß 

u 
ist.     Hieraus  ergibt  sich  aber  weiter 
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!!liä)  _  J_    /  s{z)dz 
2!     "~  "     •   f   .-      .^o» 


3!  2 

U 


1      rs{z)di 

u 
1      /  s{z)dz 


Ist  man  z.  B.  bis  zu  der  Formel 

s{z)dz 


(t)  ^  =  -i.r 

'^'^  p!  2^»J  (, 


U 


p+1 


gelangt,  so   findet   man    die  nächste  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
wie  sich  (**)  aus  (*)  ergab. 

Man    wählt   \)  so  klein,    daß    §  +  ^    auch  noch  innerhalb  U 
liegt  und  schreibt  die  Gleichung 


p\  2 

U 


1      /        s(z)dz 


Subtrahiert  man  hiervon  (f),  so  kommt 

(tt)        1  .  s^'^ih-Y^-s^^Hh)  _  J_  f{p-\-i)s{z)dz 

Wenden  wir  auf  die  komplexe  Funktion 

g>(i)  =  (^  _  J  _  ^^)-(P+l)  (0<«^1) 

die  Taylorsche  Formel  an  (vgl.  §  24),  so  können  wir  schreiben  : 

9,(l)  =  (p(0)  +  ^'(0)  +  '|,qp"(r). 

Dabei  ist  |  -ö-  j  <  1,  und  r  liegt  in  dem  Intervall  <0,  1>-    Nun 
ist  aber  (vgl.  §  38) 

<p'(t)  =  {p  +  l){z-i-^t)-^'^+'^l^, 
cp"{t)  =  (^  +  l)(p  +  2){z  -  s  -  \^t)-^p+').  f)l 
Also  lautet  die  obige  Gleichung 
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-*/(?  + l)(P  +  2)(«-ä-^T)-(^+'. 

d  sei  der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  }  von  dem  Kreise  U, 

und  I  ]§  I  sei  kleiner  als  6/ 2.     Dann  ist 


also 


-(p  +  i){,-i)-iP+^) 


Gleichung  (ff)  läßt  sich  jetzt  so  schreiben: 

^  ^   2  7tiJ     (3 


(P  +  D! 


P  +  2 


+  -.-'  ■  (I)-  ■'  ■  ^. 


2 


Hierbei  ist  j  ö  j  <  1.  Läßt  man  ^  nach  Null  konvergieren,  so 
konvergiert  das  zvreite  Glied  der  rechten  Seite  nach  Null,  Es 
existiert  also  s^°+^)(§),  und  man  hat 

s(z)dz 


s^^-^'Hi)  ^_}_   r   s(z)^ 


P  +  2 


Damit  ist  bewiesen,  daß  die  Formel  (f)  fiirp  =  0,  1,  2,  .  .  .  gilt. 
Da  die  Reihe 

s(^)  =  A(^)-f-/;(^)  +  /;(^)  +  --- 

auf  U   gleichmäßig  konvergiert,   so  tut  dies  auch  die  Reihe 


s{z) 


fA^) 


ä  + 


fM 


(p  =  0,  1,  2,  .  .  .) 


Denn  man  hat  beständig 


(Z-i)P^' 


< 


^P+i 
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Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  kann  man  schreiben 


s^  _   /'  s{z)dz     _  f  f,{z)dz  r  U(z)dz 


P 

u 

Nun  ist  aber 


+ 


(S) 


u 

J  (z-i)P+'  p\     ' 

u 

Also  gilt  die  Gleichung 

(ttt)  s^'Kh)-n'Ki)^n/\h)-^-- 

Man  findet  hiernach  die  p^^  Ableitung  von  f^{s)  +  /'2  C-^)  +  ■  •  • 
im  Innern  von  U,  indem  man  p-mal  gliedweise  differenziert. 
Es    genügt    übrigens,    die    Formel  (fff)   nur    für  j?  =  1  zu 
beweisen  und  außerdem  zu  zeigen,  daß  die  Reihe 

/•i(5)  +  /'2(ä)  +  -- 
in  jedem  um    2^  beschriebenen    Kreise,   der  kleiner   als  U   ist, 
gleichmäßig   konvergiert.      ^    sei    ein    solcher  Kreis  und  sein 
Radius    sei    q\    während   q   der  von    U    ist.     Dann    hat    man, 
sobald  In  in  dem  Kreise  ^  liegt, 


in     (ä.)  +  r.  + 1  (an j  4-  -  ^  /   (^_j  )1>+1 


u 

(Ä)d2 


PL  /  {A(^)  +  A  +  i(^)+-  -^^^ 


u 

(e-e)  ^ 
Dabei    ist    j  -ö-n  |  ^  1    und   z,,    ein    Punkt    auf  U.      Weil    nun 
/i(^)  +  /'C'^)  +  "  ■  ■  ^^f  ^  gleichmäßig  konvergiert,  ist 
lim{/;(^„)  +  /"»+i(^«)  +  --}  =  0. 
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Also  folgt: 

und  hierbei  darf  Ji,  g,?  h  •  ■  ■  i^^^  beliebige  Punktfolge  in  dem 
Kreise  ^  sein.     Damit  ist  bewiesen,  daß  die  Ueihe 

z;^' (§)  +  /;>)  (§)  +  ••■       (p^o,  1,2,...) 

in  Ä  gleichmäßig  konvergiert.  Das  gilt  also  insbesondere  von 
der  Reihe  /;'(§)  +  /;'(§)  +  ••• 

Um  nun  zu  zeigen,  daß  die  Formel  (fff)  für  ^^  =  2  gilt, 
beschreibe  man  um  ^„  einen  Kreis  Ä,  der  kleiner  als  U  ist  und 
den  Punkt  §  in  seinem  Innern  enthält.  Dann  erfüllen  die 
Funktionen  /i'(^),  f^  ('<!),  ...  in  Ä^  dieselben  Bedingungen,  wie 
die  Funktionen  /i(^'),  f^iß),  •••  in  11.  Wir  können  also 
schließen,  daß  s"(§)  =  /"/'(j)  +  /;"(§)  +  •  •  ■  ist.  Diese  Gleichung 
gilt  nun  für  jeden  inneren  Punkt  von  U,  weil  wir  zu  jedem 
solchen  Punkte  einen  Kreis  wie  ^  konstruieren  können.  Durch 
wiederholte  Anweudung  derselben  Schlußweise  erkennt  man 
die  Gültigkeit  der  Formel  (fff)  für  p  =  d,  4,  .  .  . 

Es  ist  zweckmäßig,  bei  der  Formulierung  dieses  Resultates 
den  Rand  des  Kreises  U  ganz  aus  dem  Spiel  zu  lassen  und  es 
so  auszusprechen: 

Die    Funktionen    /'j  (ä),   t\{ß^,  .  ■  ■    seien    innerhalb    des 

Kreises  U  differenzierbar,  und  die  Reihe  /'x(^)  +  f2{^)  ~\ 

sei  in  jedem  Kreise  ^,  der  im  Innern  von  U  liegt, 
gleichmäßig  konvergent.  Dann  gilt  dasselbe  von  den 
Reihen  ,  ^.^^-^  ^  ^,^^^  ^  .  .  .^ 


(V)  /;"(^)  +  /'2"(^)  + 


und    diese   Reihen   stellen   die   Ableitungen   der   Funk- 
tion fi{0)  +  f2(,^)  +  •  •  •  dar  (im  Innern  von  U) 

Man  kann  diesem  Satz  folgende  allgemeine  P'assung  geben. 
Es  liegt  eine. Punktmenge  ^  vor,  die  innere  Punkte  besitzt. 
Die  Funktionen  fi{z),  f^i/),  ■  •  ■  seien  in  jedem  inneren 
Punkte  von  ^  differenzierbar. ^)  Ferner  sei  die  Reihe 
/i(^)  +  f2{^)  +  •  •  •  in  jeder  abgeschlossenen  Punkt- 
menge   Q,    die    aus    inneren    Punkten    von    ^    besteht, 

1)  Der  Punkt  oo  soll  nicht  zu  ^  gehören. 
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gleichmäßig  konvergent     Dann  gilt  dasselbe  von   den 
Reihen   (*:{.*),    und  man   hat    in  jedem    inneren   Punkte 

(/■i(^)  +  /2(^)  +  •  •  -y  =  f^{z)  +  f.^{z)  + . . . , 
(/;(^)  +  /,(^)  +  -  r=A"(^)  +  /;"(^)+-- 

Wir  wollen  bei  dem  Beweise  einen  Satz  benutzen,  der  auch 
sonst  von  Nutzen  ist,  das  sogenannte  Theorem  von  Borel- 
Heine.    Der  nächste  Paragraph  ist  diesem  Theorem  gewidmet. 

§  94.  Theorem  von  Borel-Heiue.  £l  sei  eine  ab- 
geschlossene Punktmenge,  die  ganz  im  Endlichen  liegt.  ©  sei 
eine  Menge  von  Kreisen  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  jeder 
Punkt  von  D,  im  Innern  wenigstens  eines  Kreises  der  Menge 
@  liegt. 

Dann  besagt  das  Theorem  von  Borel-Heine,  daß  man  aus 
©  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisen  herausgreifen  kann, 
die  genau  dieselben  Dienste  leisten  wie  die  Kreise  der  Menge 
©.  Das  soll  heißen,  daß  jeder  Punkt  von  O  im  Innern  eines 
der  herausgegriffenen  Kreise  liegt. 

Nennt  man  @  eine  Kreisumschließung  von  O,  so  kann 
man  sagen,  daß  sich  aus  jeder  Kreisumscbließung  von  D  eine 
endliche  Anzahl  von  Kreisen  herausgreifen  läßt,  die  wieder 
eine  Kreisumschließung  von  Q,  bilden. 

Um  dies  zu  beweisen,  schließen  wir  Q  in  ein  Rechteck  9? 
ein,  dessen  Seiten  parallel  zu  den  Koordinatenachsen  sind. 
Dieses  Rechteck  teilen  wir  durch  Verbinden  der  Mitten  gegen- 
überliegender Seiten  in  vier  Teile  W,  W^,  W^^,  W^.  In  jedem 
Teilrechteck  liegt  eine  Teilmenge  von  Q,  oder  überhaupt  kein 
Punkt  von  O. 

Wenn  nun  der  Satz  für  Q  nicht  richtig  ist,  so  muß  er 
wenigstens  bei  einer  von  diesen  Teilmengen  auch  nicht  zu- 
treffen. ©  ist  offenbar  für  jede  solche  Teilmenge  eine  Kreis- 
umschließung wie  für  D.  Es  gibt  also  in  9f?  ein  Viertel  9?^, 
in  welchem  eine  Teilmenge  Dj  von  Q  liegt,  die  sich  dem 
Satze  nicht  fügt.  Ebenso  gibt  es  in  SR^  ein  Viertel  9?2  ^^ 
einer  Teilmenge  Dg»  ^i®  sich  dem  Satze  nicht  fügt,  usf.  Die 
Rechtecke  9?,  Üip  SRg?  •  •  •  haben  (vgl.  S.  66)  einen  gemeinsamen 
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Punkt  P^,  der  offenbar  eine  Häufungsstelle  von  C,  mithin 
wegen  der  Abgeschlossenheit  von  O  selbst  ein  Punkt  von  Q 
ist.  Fq  liegt  im  Innern  eines  Kreises  der  Menge  ©,  etwa  im 
Innern  des  Kreises  Ä.  Wenn  nun  n  genügend  groß  ist,  liegt 
auch  3f?„  ganz  im  Innern  von  Ä.  Für  die  in  '^„  enthaltene 
Teilmenge  C,  von  O  wäre  also  ^  allein  eine  Kreisumschließung, 
während  sich  doch  G„  dem  Satze  nicht  fügen  sollte.  Wir 
kommen  demnach  zu  einem  Widerspruch,  wenn  wir  annehmen, 
daß  das  Tiieorem  von  Borel-Heine  unrichtig  ist. 

Man  kann  übrigens  unter  ®  eine  Menge  von  Dreiecken, 
Rechtecken  oder  irgendwelchen  Jordanschen  Bereichen  ver- 
stehen.') Das  Theorem  behält  auch  dann  seine  Gültigkeit 
und  der  Beweis  ist  genau  derselbe. 

Wir  wollen  jetzt  das  Theorem  von  Borel-Heine  zum  Be- 
weise des]  Satzes  benutzen,  den  wir  am  Schluß  von  §  93 
ausgesprochen  haben. 

^  war  dort  eine  Punktmenge,  die  den  unendlich  fernen 
Punkt  nicht  enthält  und  D  eine  abgeschlossene  Menge  innerer 
Punkte  von  ^.  Offenbar  ist  O  eine  beschränkte  Punktmenge. 
Denn  sonst  wäre  der  unendlich  ferne  Punkt  eine  Häufungs- 
stelle von  O  und  müßte  also  selbst  zu  C  gehören.  Das 
kann  aber  nicht  sein,  weil  er  nicht  einmal  in  ^  enthalten  ist. 

Um  jeden  Punkt  von  £l  läßt  sich  ein  Kreis  U  be- 
schreiben, <ler  nur  Punkte  von  ^  enthält.  Um'  diese  Kreise 
nach  einem  bestimmten  Gesetz  zu  wählen,  verfahren  wir  so: 
Wir  beschreiben    um  den    Punkt    zuerst  einen  Kreis  mit  dem 

Radius  1,   darauf  einen  mit  dem  Radius  — >    darauf  einen   mit 

dem  Radius  „,  usw.,  bis  wir  zu  einem  Kreise  mit  dem  Radius 

2«  2" 

gelangen,  der  nur  Punkte  von  ^  enthält.  U  lassen  wir  nun 
den  nächsten  Kreis,  also  den  Kreis  mit  dem  Hadius  — — ,  sein. 

'  2"  +  ^ 

Der  Kreis  U  enthält  also  auch  nach  Verdoppelung  seines 
Radius  nur  Punkte  von  ^. 


1)  Ein   Jordanscher    Bereich    ist    eine    Jordansche    Umgebung    eines 
Punktes  (vgl.  S.  304). 

Kowalewski,  die  komplexen  Veränderlicheu.  23 
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Diese  Kreise  U,  die  um  die  Punkte  von  £1  beschrieben  sind, 
bilden  eine  Kreisumschließung  ©  von  d.  Es  läßt  sich  daher 
aus  S  eine  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisen  herausgreifen, 
die  dasselbe  leisten  wie  (5  Diese  Kreise  mögen  Uj, 
lU,  .  •  .  Up  heißen.  Verdoppeln  wir  ihre  Radien,  so  entstehen 
Kreise  U, ,  lU,  .  .  .,  U^,  die  wie  Uj,  U2,  .  .  .  U^  nur  Punkte 
von  '^  enthalten.  Für  jeden  der  Kreise  Uj,  U2,  .  .  .,  Vip  gilt 
nun  das,  was  wir  in  dem  Theorem  (*:j.*)  von  U  gesagt  haben. 
Daher  sind  in  jedem  der  Kreise  Uj,  U^,  .  .  .  U^  die  Reihen 

fi^K^  +  f^K^)  +  Ü'K^)  +  •  •  •     (2>  =  1, 2, 3, . . .) 

gleichmäßig  konvergent,  folglich  auch^)  in  O.  Ferner  ist  in 
jedem  Punkte  von  O,  also  überhaupt  in  jedem  inneren  Punkte^) 
von  Sß, 

ifii^)  +  fd^)  +  ■  •  •1^''^  ==  fi'K^)  +  ü'^ip)  +  •  •  • 

(1^=1,  '2,  3 ) 

§  95.     Die    Partialbruchzerlegung    von    cot  n  ü.     In 

§  76  fanden  wir,  daß  die  Gleichung 

(t)  ^  cot.T^-  =  ^  +  .,_  j,  +  ^TTr-  +  •  •  • 

gilt,    sobald    der    reelle    Teil    von   z   zwischen    0   und   1   liegt. 

Jetzt  werden  Avir  zeigen,  daß  diese  Gleichung  überhaupt 
immer  gilt,  wenn  z  von  0,  ±1,  ±  2,  .  .  .  verschieden  ist. 

Merzen  wir  die  Punkte  0,  ±1,  ±  2, .  .  .  und  den  Punkt  00 
aus,  so  bleibt  in  der  Ebene  eine  Punktmenge  ^  übrig,  deren 
sämtliche    Punkte     offenbar     innere    Punkte    sind.      In    allen 

Punkten  von  ^  hat  jtcostt^ 

;r  cot;T^  =      .     — 
sin  Ttz 

eine  Ableitung,  weil  dort 

sin  n-  ^  =1=  0 

ist.     Die  Ableitung  lautet  übrigens: 


1)  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  eine  Reihe,  die  in  der  Punkt- 
menge 2t  und  in  der  Punktmenge  ^  gleichmäßig  konvergiert,  auch  in 
der  Vereinigung  beider  Mengen  gleichmäßig  konvergent  ist, 

2)  Um  jeden  inneren  Punkt  von  '%  läßt  sich  ein  Kreis  beschreiben, 
der  im  Innern  und  auf  dem  Rande  nur  innere  Punkte  von  %  enthält. 
Ihn  kann  man  statt  C  benutzen. 
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(.TCOt.-t^)' =  —  -T-^ 

^  sin*7t2 

Aber  auch  die  Funktionen 

1  22  22 

sind  in  ^  differenzierbar,  und  zwar  ist 

Nun   läßt   sich   leicht    zeigen,  daß  in  jeder  abgeschlossenen 
Teilmenge  O  von  ^  die  Reihe 

-S    ^  2--1   ^    2--2*  ^ 

gleichmäßig  konvergiert.  Nach  §  94  genügt  es,  die  gleich- 
mäßige Konvergenz  in  einem  Kreise  nachzuweisen,  der  (auch 
auf  dem  Rande)  nur  Punkte  von  ^  enthält.  £1  läßt  sich 
nämlich  in  eine  endliche  Anzahl  solcher  Kreise  einschließen. 
^  sei  ein  Kreis,  der  (auch  auf  seinem  Rande)  nur  Punkte 
von  ^  enthält.     Wir  wollen  zeigen,  daß  die  Reihe 

1  22  22 

C")  7  +  ^:ri  +  T^z^s  "^ 

in  ^  normal  konvergent  ist.     Mn  sei  der  größte  Betrag  von 

22 


2-  —  n^ 
in  dem  Kreise  ^.     Dann  können  wir  setzen 

i       22„       I 

n 

z,i  ist  ein  Punkt  in  ^,  wir  dürfen  auch  sagen  (vgl.  S.  337) 
auf  Ä.  Bezeichnen  wir  mit  a  den  größten  Betrag  Ton  z  in 
^,  so  ist  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 

n^  >  2a^     oder     «-  <  — 

und  daher  ,      ^ 

2a        ^  4a 


2£_»,2      -=  «^  — a-        n- 


23* 
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Hieraus  ersieht  man  schon,  da  die  Reihe ^) 

Mq+  Mi-{-  M.+  '■  ■ 

konvergent  ist.  Also  ist  die  Reihe  C^'')  in  ^  normal  kon- 
vergent. 

Wir  können  jetzt  nach  §  93  sicher  sein,  daß  die  Reihe  (*) 
in  ^  überall  konvergiert  und  daß  ihre  Summe  in  ^  überall 
eine  Ableitung  hat.     Setzen  wir 

so  ist  nach  §  93 

Nun  wollen  wir  zeigen,  daß  in  '*.p  überall  die  Gleichung 

S{z)  =  TT  cot  7t 2 

gilt.  Wir  wissen  aus  §  76,  daß  diese  Gleichung  stattfindet, 
sobald  der  reelle  Teil  von  ,"  zwischen  Ö  und  1  liegt,  also 
innerhalb  des  in  Fig.  115  schraffierten  Streifens. 

.?Q  sei  ein  Punkt  innerhalb  des 
schraffierten  Streifens  und  z*  irgend- 
ein anderer  Punkt  von  ^.  Dann 
können  wir  beide  Punkte  durch 
einen  stetigen  Weg  verbinden,  der 
nur  Punkte  von  ^  enthält,  d  sei 
der  kürzeste  Abstand  zwischen 
diesem  Wege  und  den  Punkten 
0,  -f  1,  +  2,  .  . . 

Fig.  115.  7    —      )    —      } 

Wir  zerlegen  den  Weg  in  Stücke, 
die  kleiner  als  ö  sind,  und  beschreiben  um  Sq  sowie  um  die 
Teilpunkte  5?,,  .Tg,  .  .  .,  5^_i  Kreise  mit  dem  Radius  d.  Diese 
Kreise  mögen  Äq,  Äj,  ^,, .  .  .,  ß^_i  heißen.  Sie  bilden  eine 
sogenannte  Kette  von  Kreisen.  Jeder  Kreis  enthält  nämlich 
den  Mittelpunkt  des  folgenden  Kreises  in  seinem  Innern.  Der 
letzte  Kreis  umschließt  den  Punkt  z*. 


1)  M^  ist  der  größte  Betrag  von  l  :  s. 
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Im  Innern  eines  jeden  der  Kreise  Ä^,  Ä\,  .  .  .,  Ä'p_i  sind  die 
Funktionen  s{z)  und  xcoi  nz  differenzierbar.  Sie  lassen  sich 
also,  wenn  t,  der  Mittelpunkt  des  betreffenden  Kreises  ist, 
innerhalb  des  Kreises  durch  Heihen  von  der  Form 

Co  +  q  (£•  -  ^)  +  C2  {Z  -If  -\ 

darstellen  (vgl.  §  62).  Dasselbe  gilt  von  der  Differenz 
7C  cot  nz  —  s{z).  Wenn  in  einer  solchen  Potenzreihe  nicht 
alle  Koeffizienten  gieich  Null  sind,  gibt  es  in  einer  crewissen 
Umgebung  des  Mittelpunktes  keine  Nullstelle.  Höchstens 
ist  er  selbst  eine  Nullstelle  (vgl.  §  67).  Sobald  man  also 
bemerkt,  daß  der  Mittelpunkt  eine  Häutüngsstelle  von  Null- 
stellen ist,  kann  man  sicher  sein,  daß  alle  Koeffizienten  der 
Potenzreihe  gleich  Null  sind. 

Der  Mittelpunkt  von  5^,,  ist  eine  Häufungsstelle  von  Null- 
stellen der  Funktion  %  cot  nz  —  s{z).  Daher  ist  diese  inner- 
halb des  Kreises  U^  überall  gleich  Null.  Im  Innern  von  Ä^ 
liegt  der  Mittelpunkt  von  Ä^.  Er  ist  also  wieder  eine 
Häufungsstelle  von  Nullstellen  der  betrachteten  Funktion. 
Infolgedessen  ist  auch  innerhalb  £^  durchweg  ;r  cot:;rÄ  —  s(^)^  0. 
Im  Innern  von  Ä^  liegt  der  Mittelpunkt  von  ^^.  Er  ist  also 
ebenfalls  eine  Häufungsstelle  von  Nullstellen  der  Funktion 
n  cot  nz  —  s{z).  Diese  muß  daher  auch  innerhalb  des  Kreises 
^2  gleich  Null  sein.  So  geht  es  weiter,  und  man  gelangt 
schließlich  zu  dem  Kreise  ^^—i,  innerhalb  dessen  ncotnz  ~  s(z) 
gleichfalls  verschwinden  muß.  Dies  geschieht  insbesondere  an 
der  Stelle  ^*. 

In  ^  gilt  demnach  überall  die  Gleichung  (f). 
Aus    dem  Obigen    ist  zu  ersehen,  daß  folgender    allgemeine 
Satz  besteht: 

^  sei  eine  Punktmenge,  deren  sämtliche  Punkte  innere 
Punkte  sind.  Der  unendlich  ferne  Punkt  gehöre  nicht 
zu  ^.  Es  sei  ferner  möglich,  von  jedem  Punkte  von  ^ 
zu  jedem  anderen  Punkte  von  ^  auf  einem  stetigen 
Wege  (vgl.  §  39)  zu  gelangen,  der  nur  Punkte  von  ^ 
enthält.     Hat   die   Funktion  f{z)   in  ^   überall   eine 
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Ableitung  f\z),  und  ist  ein  Punkt  von  ^  eine 
Häufungsstelle  von  Nullstellen  der  Funktion  f{s), 
so    muß    f{s)    in    ^    überall    verschwinden. 

Der  Beweis  wird  ebenso  geführt  wie  in  dem  oben  be- 
trachteten Spezialfall.  Nur  einen  Punkt  müssen  wir  noch 
besprechen,  was  dort  nicht  nötig  war.  Um  jeden  Punkt  eines 
stetigen  Weges,  der  nur  Punkte  von  ^  enthält,  läßt  sich  ein 
Kreis  ß  beschreiben,  innerhalb  dessen  nur  Punkte  von  ^  liegen. 
Man  kann  um  den  Punkt  Kreise  mit  den  Radien  1,  —  >  ^>  •  •  • 
konstruieren  und  in  dieser  Folge  den  zweiten  Kreis,  der  im 
Innern  nur  Punkte  von  $  enthält,  mit  ^  bezeichnen.  Ver- 
doppelt man  den  Radius  von  Ä,  so  gibt  es  innerhalb  dieses 
vergrößerten  Kreises  ebenfalls  nur  Punkte  von  ^.  Die 
Kreise  Ä  bilden  eine  Kreisumschließung  (3  des  betrachteten 
Weges.  Nach  dem  Theorem  von  Borel-Heine  läßt  sich  aus  (S 
eine  endliche  Anzahl  von  Kreisen  herausgreifen,  die  dasselbe 
leisten  wie  (S.  Diese  Kreise  mögen  Ä^,  ^2>  •  •  ;  ^/^  heißen. 
Unter  ihren  Radien  sei  d  der  kleinste.  Jeder  Punkt  z  des 
Weges  liegt  im  Innern  eines  dieser  p  Kreise.  Er  liege  z.  B. 
im  Innern  von  Ä^.  Verdoppeln  wir  den  Kadius  von  ß'j,  so 
entsteht  ein  Kreis  ^/,  innerhalb  dessen  nur  Punkte  von  '^ 
liegen.  Der  um  s  mit  dem  Radius  Ö  beschriebene  Kreis 
liegt  offenbar  im  Innern  von  ^/,  enthält  also  nur  Punkte 
von  ^. 

Nun  wird  der  Weg  in  Stücke  zerlegt,  die  kleiner  als  ö 
sind,  und  um  den  Ausgangspunkt  und  die  Teilpunkte  werden 
Kreise  vom  Radius  ö  beschrieben  Wenn  der  Anfangspunkt 
des  Weges  eine  Häufungsstelle  von  Nullstellen  der  Funktion 
f{z)  ist,  so  folgt,  daß  f{s)  innerhalb  des  ersten  Kreises  ver- 
schwindet. Also  ist  auch  der  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises 
der  Kette  eine  Häufungsstelle  von  Nullstellen  der  betrachteten 
Funktion.  Diese  muß  daher  auch  in  dem  zweiten  Kreise 
überall  gleich  Null  sein  usw.  Schließlich  erkennt  man,  daß 
sie  im  Endpunkte  des  Weges  verschwindet. 

Wenn  zwei  Funktionen  f{ß)  und  g{z)  in  ^  überall 
differenzierbar  sind  und  in  einer  Punktfolge  ^'iv-sj'^s»     • 
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übereinstimmen,  die  nach  einem  Punkte  z^  von  ^ 
konvergiert  {^,,=^2^,  so  stimmen  sie  in  ^  durchweg 
überein. 

In  der  Tat  ist  die  Funktion  f{z)  —  g{z)  in  '^  überall  gleich 
NuU. 

§  96.  Unendliche  Reihen  von  Fotenzreihen.  Inner- 
halb des  um  Zq  beschriebenen  Kreises  Ä  mögen  die  Funktionen 
/i(^)>  f'ii.^)^  fzi^)}  ■  ■  ■  überall  differenzierbar  sein.  Ferner  sei 
die  Reihe 

(*)  /•i(^)  +  /;(^)  +  /3(^)  +  -- 

in  jedem  Kreise  ^',  der  ganz  im  Innern  von  Ä  liegt,  gleich- 
mäßig konvergent.  Wir  wissen,  daß  dann  die  Summe  5(5) 
der  Reihe  (*)  innerhalb  Ä  überall  eine  Ableitung  s'{s)  hat. 

Funktionen,  die  im  Innern  von  ^  überall  eine  Ableitung 
besitzen,  haben  dort  auch  alle  höheren  Ableitungen.  Wir 
wissen  aus  §  93,  daß  mau  die  r-te  Ableitung  von  s{s')  findet 
(für  r  =  1,  2,  3,  .  .  .),  indem  man  die  Reihe  (*)  r-mal  glied- 
weise differenziert.     Es  ist  also  (im  Innern  von  Ä) 

Sir)(^)  =  f,^'-\z)   +  /;<-)(^)  +  •  •  •        (,•  =  1,  2,  3,  .  .  .) 

und  insbesondere 

(t)  5"-*(%)=/-/^K^o)+/2"-K^u)  +  --- 

Nun  werden  die  Funktionen  s{z),  fi{3),  /2(^),  •  •  •,  wie  wir 
aus  §  62  wissen,  im  Innern  von  S  durch  ihre  Taylorschen 
Reihen  dargestellt.     Man  hat  also 

/i (^)  =  «10  +  »11  (-"  -  ^0)  +  «12  '^  -  ^0)'  +  ■  •  •. 
f^iz)  =  «2,  +  «21  {z  -  .?,)  +  «22  {3  -  z^y  -f  ■  ■  •, 

und 

s{z)  =   «0  +    «1  (^  -  ~"o)  +    «2  (^  -  ^oT'  +  ■■■ 
Dabei  ist 

und 
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Reihen  von  Potenzreihen. 


also  nach  (f) 

Ot  =  air  -\-  dir  +  «fs/-  +  •  •  ■  (r  =  0,  1,  2,  .  .  .)• 

Man  erhält  also  die  Poteuzreihe  für  s{z),  indem  man 
die  entsprechenden  Glieder  der  Potenzreihen  für 
/iC-^)»  fi{^)j  ■  •  •  addiert. 

Der  Satz,  den  wir  hier  erhalten  haben,  läßt  sich  auch  so 
aussprechen. 

Wenn  die  Potenzreihen 

«10  +  «11  (^  -  -^o)  +  «i->  (^'  -  -^o)^  +  ■  •  •» 

«20  +  «21  (^  -  ^o)  +  «22  (^  -  '^o)^  +  ■■■> 


innerhalb  ^  konvergieren  und  die  Reihe  ihrer  Summen  in') 
jedem  Kreise  ^'  im  Innern  von  ^  gleichmäßig  konvergent  ist, 
so  kann  man  die  Summe  der  Potenzreihen  in  der  Weise 
bilden,  daß  man  die  entsprechenden  Glieder  addiert. 

§  97.    Beispiele.     1.  «0+  «i-^  +  «2-^*  +  •  ■     sei  eine  Potenz- 
reihe   mit    einem  von  Null  verschiedenen  Konvergenzradius  (;. 
Wir    nehmen     einen    Punkt   g    im    Innern 
des  Konvergenzkreises  und  beschreiben  um 
ihn     einen     Kreis    ^     mit    dem     Radius 

9-^h\- 

Setzen  wir  i*  =  §  4-  t) ,   so  ist 


ar,2"  =  a„y'  +  Q  ff„g"~^^  + \'  «'^^"■ 


Fig.  116. 


(«  =  0,  1,  2, 


Jetzt  beschreiben  wir  um  §  einen  Kreis  Ä',  dessen  Radius 
kleiner  als  q  —  ]  §  |  ist.  In  diesem  Kreise  konvergiert  die 
Reihe  aQ-\-  a^z  -\-  a^z'^  -\-  ■  ■  •  gleichmäßig,  weil  sie  dies  sogar 
in  dem  Kreise  ^  tut  (vgl.  Fig.  116). 


1)  Man  kann  auch  sagen  ..auf". 
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Also  können  wir  für  !  t)  |  <  p  —  I  3  |  schreiben 

^'0  +  «1  (S  -t-  ^)  +  "2  ih  -^  W  +  ■■■ 
=  (öTo  +  «iS  +  «2S"+  «sS^-t-  «45*  H ) 

+   («4  t)'    +  •  •  •) 
oder 

«0+«l(S  +  ^)  +  «2(5  +  f))'+  •  •  • 

=  («0  +  «lä  +  «25"  +  •  •  •)  +  ^(«.  +  '^«28  +  Sag  j-  +  •  •  •) 
2.  Setzen  wir 

SO  lassen  sich  auch  f^{s),  f^{z),  .  .  .  durch  Potenzreihen  dar- 
stellen, die  für  \  z  \  <.  q  konvergieren.  Man  kann  dies  aus 
der  Multiplikationsregel  für  absolut  konvergente  Reihen  ent- 
nehmen, oder  man  kann  sich  darauf  berufen,  daß  fP{z)  .  .  .  für 
z\<Q  die  Ableitung  pf''-'f'{z)  hat  (vgl.  §  28  und  §  34). 
Man  kann  aber  auch  so  schließen: 

f{z)f{z)  =  a,f{z)  +  a,zfiz)  +  a,  z'f{z)  +  .  -  • 
ist  eine  Reihe  von  Potenzreihen,  die  für  \  z\  <^  q  konvergieren, 
und  zwar  lauten  diese  Potenzreihen: 

.   %f{z)     =  a^tto  +  «„«1^  +  «0^2^"  +  %(^i^^  +  ■  •  ■, 

(*)  «i^/'C^)  =  a^a^^z -\- a^a^z^+ a^a^j^  +  ■  ■  ■, 

'  a.2Z^f{z)=  a^a.z-  -\-  a^a^z^  +  •  ■  ■, 

Nun  ist  ÜQ  -H  a^z  -f  «o^^  +  •  ■  in  dem  Kreise  z\<,q  {q'<q) 
gleichmäßig,  ja  sogar  normal  konvergent.  Dies  gilt  also  auch 
von  der  Reihe  (vgl.  S.  329) 

Denn    |  f{z)      hat    in    dem    Kreise       z    <.  q'    einen    größten 
Wert  M. 
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Wir  dürfen  also  in  (*)  spaltenweise  addieren,  und  dann  er- 
gibt sich,  daß  f^{z)  wieder  eine  Potenzreihe  ist: 

f\2)  =  &0+  b,s  +  b,s'  +■■■  (\^\<9) 

Aus  demselben  Grunde  läßt  sich 

f\0)  =  hj{z)  +  h,0f{^)  +  &,^Y(^)  +  . . . 

durch  eine  Potenzreihe  darstellen,  die  für  \  z  \  <.  q  kon- 
vergiert, usw. 

Betrachten  wir  nun  die  Funktion 

F(:s)  =  e/(-)  =  1  +  ^if  +  Qf^  +  ■•; 

so  haben  wir  wieder  eine  Reihe  von  Potenzreihen  vor  uns, 
die  für  \  s  ■  <.  q  konvergieren.  Diese  Reihe  ist  in  dem  Kreise 
I  ^  I  <  p'  normal  konvergent.  Denn  die  Maximalbeträge  ihrer 
Glieder  bilden  die  konvergente  Reihe 

^  +  T!   +    2!   +--=^ 

Also  können  wir  schließen,  daß  F(2)  für  |  ^  <  ^  durch 
eine  Potenzreihe  dargestellt  wird.  Das  könnten  wir  auch 
daraus  entnehmen,  daß  F{2)  für  \  ^  \  <C  q  die  Ableitung 

hat  (vgl.  §  34  und  §  38). 

Wenn  der  Konvergenzradius  von  f\3)  =  a^  -f  «j^  -f-  «g^^-t-  •  • 
unendlich  ist,  so  wird  e^^'^  ebenfalls  durch  eine  beständig 
konvergente  Potenzreihe  dargestellt  (d.h.  durch  eine  Potenz- 
reihe mit  dem  Konvergenzradius  oo). 

3.  Wir  wissen,  daß  die  Reihe 

7t  cot  jr^  =  — \-  "^-i . 

n  =  l 

in  jeder  abgeschlossenen  Punktmenge  gleichmäßig,  ja  sogar  nor- 
mal, konvergiert,  die  nicht  die  Punkte  oo,  0,  ±1,  ±  2,  .  .  . 
enthält.  Beschreiben  wir  um  den  Nullpunkt  irgendeinen 
Kreis,    dessen    Radius    kleiner    als    1    ist,    so    konvergiert    die 


Beispiele.  363 

Reihe    auf  diesem   Kreise    gleichmäßig.      Dies    gilt  also   auch 
Yon  der  Reihe 

2z- 


:n:;^Cota;^  =  1  +  ^ -, 

^j  2^  —  n^ 


^  1  <  1  hat  man  nun 

2z-                2z^-        1 

2  z' 

2  z* 

2z 

z-  —  n-               n^             z- 

w« 

n* 

n« 

Für 


(w=l,2,...) 
Also  können  wir  schließen: 

7C2  C0t:X2  =  1—  28^3!^—  2s^2^—  2  SqZ^—  '■  •     (   i;    <l) 

Dabei  haben  wir  gesetzt 

_  1        1        1 

«2  —  12  +  2*  +  S''  ^  ' 

=  i   4-  A   4-  -    4- 

Verschafft    man   sich    auf  andere   Weise    die    Potenzreihe  für 
Ttzcot^tz,  so  erhält  man  die  Werte  von  s^,  S4,  •  •  • 

Diese    Potenzreihe    kann    man   auf   folgende  Weise    finden. 
Wenn 


iicotu  = 


ucoau  2!  4! 


8in  ti  1       "     _]     ^ 

~  sT  "*"  öT 

=  Cf^-{-  C^  U^  +  C2  M"*  4-  •  •  •  (   W    <^) 

sein  soll,  so  muß  man  haben 

1  _  "-  +  "* 

2!  ^  4! 

also 
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1  =  C,„ 


2!  1         3!' 


4!  2        31  -+■  öl' 


Aus    diesen    Gleichungen    kann    man    c,,  Cj,   Cg,  .  .  .    der  Reihe 
nach  berechnen.     Dabei  ergibt  sich : 

Cq—i,      f\—        2!         3!  ~        3'       ^2        4!         331         51  45  "  '  " 

Jedenfalls  sind  alle  c  rationale  Zahlen. 

Da  nun  2         * 

u  cot  ll  =  1  —  - —  ,,  —  ••• 

o  45 


ist,  so  hat 

man 

JtZ 

■  COtTtZ  =  1 

3             45 

und  daher 

0               «* 

^^^  =  45'- 

oder 

TT- 

S2„  unterscheidet  sich  von  :z^"  um  einen  rationalen  Faktor. 
Schreibt    man   die  Potenzreihe  für  Mcotw  (|  m  |  <  :r)  in  der 

^^^^  B,i2ur-        B,{2u)'        B,(2uf 

UGOtu  =  1  -  -^-2j j^, ^j 

so    sind    B^,    B^,    B.^, .  .  .    die    sogenannten    Bernoulli sehen 
Zahlen. 

Zwischen   ihnen    und    den    Summen   Sg,  s^,  Sg,...    bestehen 
die  Relationen  ,.   ,, 

S^^^'^^-  (n=l,2,3...) 

4.  Aus   der   Formel  für   cot^r^'   finden    wir   durch   Differen- 
tiation i^vgl.  S.  355) 

sm°7cz       z^  ^ ^  \{z\V?       {Z-VY 


^  1 
a  <  2  n 

1 

z  —  n 

1            «> 

<               < 

=  w  —  I  2          n 

1 

z-\-n 

—  n  —  \z\        n 
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Bezeichnen  wir  mit  "p  das,  was  von  der  Ebene  übrig 
bleibt,  wenn  wir  die  Punkte  oo,  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  .  ausmerzen, 
so  gilt  diese  Gleichung  überall  in  ^.  In  jeder  in  ^  ent- 
haltenen abgeschlossenen  Punktmenge  £l  ist  die  Reihe  gleich- 
mäßig konvergent.  Wir  dürfen  übrigens  die  beiden  Glieder, 
die  in  einer  Klammer  stehen,  voneinander  trennen.  Denn  die 
Reihe 

(*)  P  "*"  (2  +  1)«       (z~-T)*  "•"  (2  +  2)*  "*"  (^;  -  2)*  +  ■  '  ■ 

ist  in  O  normal  konvergent. 

a  sei  des  größte  Wert  von  \  s  '  in  O.  Dann  wird  für  fast 
alle  Werte  der  Index  n 


sein,  also 
ebenso 


Die  Maximalbeträge    der    Glieder    der    Reihe  (*)    bilden    dem- 
nach eine  konvergente  Reihe  (weil   .2+  ^s+  •  •  •  konvergiert). 

Da  in  der  normalen  Konvergenz  die  absolute  mit  enthalten 
ist,  so  darf  man  die  Reihenfolge  der  Glieder  in  (*)  beliebig 
abändern.  Man  kann  auch  eine  beliebige  Zerlegung  in  Teil- 
reihen vornehmen. 

Wir  schreiben,  um  keine  bestimmte  Reihenfolge  der  Glieder 
zu  bevorzugen, 

)  sin^TCZ       X  I  (z  A-  r))-f 

und  fügen  hinzu,  daß  p  alle  ganzzahligen  Werte  annimmt. 

Wir  wollen  hier  eine  Bemerkung  machen,  die  auch  bei  der 
Formel  für  cot^r^"  gemacht  werden  kann. 

Beschreiben  wir  um  3  =  —  Je  einen  Kreis  ^,  dessen  Radius 
gleich  1  ist,  so  sind  innerhalb  dieses  Kreises  alle  Glieder  der 
Reihe  ^-,      l 

(t)  ^(FTpF 

regulär,  außer 

(tt)  JFTW 
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Verkleinern    wir   den  Radius  ^,    so    entsteht    ein    Kreis  ^\ 
auf  welchen  die  Reihe  (f)  normal  konvergiert. 
Bezeichnen  wir  nun  mit 


2j  i^  +  P) 


pr 

die  Reihe  (f)  ohne  das  Glied  (ff),  so  ist  Z'  innerhalb  ^  re- 
gulär. Wir  können  also  Z,'  innerhalb  Ä  durch  eine  Potenz- 
reihe von  der  Form 

CQ-^c^{z  +  l)  +  c,{z^hf  +  ••• 
darstellen. 

TT* 

Für  -^—i —  gilt  also  in  der  Umgebung  von  —  h  folgende 
Entwicklung: 

^iK^.  =  (^T)=  +  ^^  +  ^'(^+^^+--       (0<U^  +  A:i<l). 

Dies  ist  nichts  anderes  als  die  Laurentsche  Reihe  an  der 
Stelle  z  =  —  k. 

Wir  sehen,  daß  z  =  —  k  ein  Pol  zweiter  Ordnung  mit  dem 
kritischen  Teil  (-j-f)  ist.  Der  kritische  Teil  der  Laurentschen 
Reihe  besteht  aus  den  Gliedern  mit  negativen  Potenzen. 

Ist  a  eine  von  <x>,  0,  +1?  ±  2,  .  .  .  verschiedene  Stelle  und 
beschreibt  man  um  a  einen  Kreis  Ä,  der  durch  den  nächst- 
liegenden Pol  hindurchgeht,  so  sind  die  einzelnen  Glieder  von 
(**)  innerhalb  ^  regulär.  Verkleinert  man  den  Radius  des 
Kreises  ß,  so  entsteht  ein  Kreis  W ,  in  welchem  die  Reihe  (**) 
normal  konvergiert.  Daher  ist  die  Summe  der  Reihe  inner- 
halb Ä  regulär. 

Die    Formel  (**)    setzt,    wie    man    sagt,    die    singulären 

Stellen    von  ^—v- —   in    Evidenz.     Jedesmal    sieht   man  zu- 

3111*312 

gleich,  welchen  kritischen  Teil  die  Funktion  an  der  betreffen- 
den Stelle  hat.  Der  Punkt  oo  ist  keine  Laurentsche  Stelle 
(vgl.  S.  256),  weil  er  die  Häufungsstelle  der  Pole  0,  +  1, 
±  2,  .  . .  ist. 

§  98.     Spezialfälle   des  Mittag-Lefilerscheu   Satzes. 

a^,  02,  «3,  .  .  .  sei  eine  Folge  komplexer  Zahlen  von  solcher 
Beschaffenheit,  daß 
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0  <|ai|  £  !«2l^l«3l£--- 
und 

lim  \a„   =00 

ist.  Alle  a„  sind  also  von  Null  verschieden,  und  ihre  Beträge 
bilden  eine  aufsteigende  Folge  mit  dem  Grenzwert  c». 

Die  reellen  Zahlen  r  zerfallen  in  zwei  Klassen.  Die  eine 
Klasse,  die  wir  die  untere  nennen  wollen,  besteht  aus  den- 
jenigen Zahlen  /•,  die  die  Reihe 

(*)  ^_  +  _l_+  .J      ^... 

w.r    i«.r     i««r 

divergent  machen.  Zur  unteren  Klasse  gehört  die  Null  und 
jede  negative  Zahl.  Die  zweite  oder  obere  Klasse  besteht 
aus  denjenigen  Zahlen  r,  die  die  Reihe  (*)  konvergent  machen. 
Man  sieht  sofort,  daß  jede  Zahl  der  unteren  Klasse  kleiner  ist 
als  jede  Zahl  der  oberen  Klasse.  Die  obige  Einteilung  der 
reellen  Zahlen  ist  also  ein  sogenannter  Schnitt.  Ein  solcher 
Schnitt  wird  aber  immer  durch  eine  Zahl  q  hervorgebracht. 
Diese  Zahl  ist  entweder  die  kleinste  Zahl  der  oberen  oder  die 
größte  Zahl  der  unteren  Klasse.  Jedenfalls  ist  die  Reihe  (*) 
für  r  >  Q  konvergent,  für  r  <C  Q  divergent.  Wir  wollen  q  die 
Konvergenzgrenze  der  Reihe  (*)  nennen. 

Es  kann  übrigens  vorkommen,  daß  zu  der  oberen  Klasse 
des  Schnittes  überhaupt  keine  Zahl  gehört.  Dies  ist  z.  B.  der 
Fall  bei  der  Reihe 

(iog2r    (logsr    (iog4)'- 

Wäre  sie  konvergent,  so  müßte  das  Integral 


ß 


(log  x)~'''  dx 
existieren,  d.  h.  das  Integral 

e"-du. 


f" 


log  2 

Das  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  der  Integrand  bei  unendlich 
zunehmendem  u  positiv  unendlich  wird. 
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Hier  gibt  es  also  keine  Zahl  r  in  der  oberen  Klasse.  In 
solchem  Falle  setzen  wir  q  =  oci. 

Wenn  die  Reihe  (*)  eine  endliche  Konvergenzgi-enze  q  hat, 
so  gibt  es  unter  den  ganzen  Zahlen,  die  zur  unteren  Klasse 
oder,  wie  man  auch  sagen  könnte,  zur  Divergenzklasse  ge- 
hören, eine  größte  p.  Die  nächstgrößere  ganze  Zahl  ^  +  1 
gehört  schon  zur  Konvergenzklasse.  Wenn  q  keine  ganze 
Zahl  ist,  so  hat  man 

'     i^  <  (>  <p  +  1. 

Ist  Q  eine  ganze  Zahl,  so  hat  man  p  =  Q  oder  ^  +  1  =  (>,  je 
nachdem  q  zur  Divergenzklasse  oder  zur  Konvergenzklasse 
gehörj;. 

Wir  wollen  nun  die  folgende  Reihe  betrachten 

^^^        (z  -  «,r+^  +  (.  -  a,f+'  "^  (T:^'^  "^  ■  ■ ' 

Von  ihr  läßt  sich  zeigen,  daß  sie  in  jeder  beschränkten  und 
abgeschlossenen  Punktmenge  O,  die  die  Punkte  a^,  «3,  «g,  .  .  . 
nicht  enthält,  gleichmäßig,  ja  sogar  normal  konver- 
gent ist. 

a  sei  das  Maximum  von  s  iu  C  Da  lim  |a„i  =  00  ist, 
wird  für  fast  alle  Werte  des  Index  n  die  Ungleichung 

«  <  Y  I  «^tn  i 

gelten.     Wenn  diese  Ungleichung  stattfindet,  hat  man  aber 

I  ^  —  «« I  ^  I «« I  —  a  >  Y  I «« j , 

also 

2^+1 


Bezeichnen  wir  mit  M„  den  Maximalbetrag  von 

1 

in  Q,  so  ist  die  Reihe  M^-h  M2+  M^-^ sicher  konvergent, 

weil  fast  alle  ihre  Glieder  kleiner  sind  als  die  entsprechenden 
Glieder  der  konvergenten  Reihe 
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\a,\ 


P+i  "^  T«  IP  +  i  "^   I«  iP-Hi  "^ 


Die   Reihe  (f)    ist   also    wirklich  in  D   normal   konvergent. 

Wenn  man  in  der  Ebene  die  Punkte  «j,  a^,  ...  und  den 
Punkt  oc  ausmerzt,  so  bleibt  eine  Punktmenge  '^  übrig,  und 
in  ^  stellt  die  Reihe  ("j")  eine  Funktion  dar,  die  überall  eine 
Ableitung  hat.     Wir  können  auch  sagen: 

ist  in  ^  überall  regulär. 
Betrachten  wir  die   Reihe 

•1    ^    /-  „    sP  +  l    ^  ' 


so  ist  ihre  Summe  nicht  nur  in  '^,  sondern  auch  an  der 
Stelle  «j  regulär.  Denn  jetzt  brauchen  wir  nicht  mehr  die 
Stelle  a^  auszumerzen.  Der  kritische  Teil  in  der  Laurentschen 
Reihe  von  f(z)  an  der  Stelle  a^  lautet  demnach 


(z-a,) 


i^+i 


Ol  ist  ein  (^?+  l)-facher  Pol  von  f{z)}) 

Die  Stelle  oo  ist  als  Häufungsstelle  der  Pole  «j,  ao,«^,... 
keine  Laurentsche  Stelle  von  f{z). 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  p  >  0  ist  und  f{s)  längs 
eines  Weges  integrieren,  der  vom  Nullpunkt  nach  dem  Punkte  z 
geht,  aber  keinen  der  Punkte  a^,  a^,  a^,  ...  trifft.  Da  die 
Reihe  längs  dieses  Weges  gleichmäßig  konvergiert,  so  dürfen 
wir  gliedweise  integrieren.     Dabei  finden  wir 

z 

(**)    w)  =  Cmdz  =  - '  y[ — ^ m. 


1)  Wenn  a^,  aj,  a.,  .  .  .  nicht  alle  verschieden  sind  und  z.  B.  o,,  ■  ■  -.a^ 
gleich  ttj  sind,    lautet    der   kritische    Teil    an    der  Stelle  Oj  nicht   mehr 

l:(s-Oi)^+\   sondern  i:(2-aj^  +  ^ 

Küwalewski,  die  kmnijlexeu  Vuranderlichon.  24 
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Die  neue  Reihe  ist  in  jedem  Kreise  St  normal  konvergent, 
der  keinen  der  Punkte  a^,  a^,  a^,  .  .  enthält  (weder  im  Innern 
noch  auf  dem  Rande).  Ist  i(,  der  Mittelpunkt  und  z  irgeud- 
ein  anderer  Punkt  des  Kreises,  so  kann  man  den  Integrations- 
weg über  Zq  gehen  lassen  und  das  Stück  z^z  geradlinig  wählen. 
Ist  l  die  Länge  des  Stückes  0^^,  das  immer  dasselbe  bleiben 
möge,  so  ist  die  Lauge  des  ganzen  Weges  kleiner  als  l  +  q, 
wobei  mit  q  der  Radius  des  Kreises  Ä  bezeichnet  wird.  Daher 
hat  man  für  alle  Punkte  z  in  dem   Kreise  ^ 


/, 


dz 


(^-M 


,/»+! 


<MJI  +  q\ 


Ml  -\-  M^  +  ilig  -|-         ist    aber    konvergent.     Folglich    ist    die 
Reihe  (^**)  in  ^  normal    konvergent.     Ebenso    ist    sie  normal 
konvergent  in  jeder  abgeschlossenen  und  beschränkten  Punkt- 
menge Q,  die  keinen  der  Punkte  a^,  a^,  a^,  ...  enthält. 
Ist  p>  1,  so  findet  man  in  genau  derselben  Weise 


z 


=       '        ^1 ' ^ + 


und  überzeugt  sich,   daß  auch  diese  Reihe  in  D  normal  kon- 
vergent ist. 

Ist  p  >  2,  so  kann  man  noch  einmal  integrieren  und  findet 
die  Reihe 


(-««/"'   (-«.)'"'   ^^-"^yi 

die  wieder  in  Q  normal  konvergent  ist. 

Es  ist  besser,    die  Reihen   für  f{z),  /*//),  f^i^),  tz{^)j  •  •  •  so 
zu  schreiben: 
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X 

(-i)^+^i)0)-iV2(--)  =  y  I — ' — ,  -  -^  -  -"-l 


«r'   2a^r 


Dann    sieht    man    deutlicher,    wie    die    nächste  Formel    lauten 
wird.     Das  Verfahren  läßt  sich  fortsetzen   bis   zu   der  Formel 


ly-^'pifM-y.lA 


./'-l 


^  \%-^       «„        «?,       2a3  {p-l)aP 


?i  =  i 


Diese  Reihe  ist  auch  noch  in  Q  normal    konvergent. 

Die    Funktion    {—ly+^p^fpi^)     hat    die    einfachen     Pole 
^17  ^^1  %>  •  •  •  ^^^  is^  sonst  im  Endlichen  überall  regulär. 

Auf  S.  365  hatten  wir  die  Formel 

n-  1         "ST"         l 

si^^^  -  P  =^'  {z-py  ■    (^  =  ±  1'  +  2. . .  ■) 

Hieraus  ergibt  sich  nach  dem  obigen  Verfahren 

-^cot;r^+^=2'{^-i) 
oder 

(tt)  ^  cot  ^z  =  I  +2"{^-^  +  ^}' 

Hier  ist  nämlich 


Sin^TT^  Z' 

die  Ableitung  von 

—  71  cot  :r£  +  —' 

und    diese    Funktion    verschwindet    an    der    Stelle   ^  =  0,    wie 
man  aus 

24* 
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,  .    1        —  Tt  z  coa  Tt  z  4- aimt  z 

—  %  cot  1fZ-\ —  = -. — 

z  z  sin  nz 


sieht. 

Faßt  man  in  (ff)    die  Glieder,    die   den   Indices  p  und  —  p 
entsprechen,  zu  der  Summe 

111  1  2z 


z—p       p        ztP        P        z'  —  p^ 

zusammen,    so   erhält    man    die    Formel,    die    wir    auf  S.  354 

hatten. 

Die  Formel 

^jr^  _  'S''       1 
sin*ÄZ      ^J  {z  —  p)* 

läßt  deutlich  erkennen,  daß  die  Funktion  %-  :  sin^  7t s  die 
Periode  1  hat.     Es  ist  in  der  Tat 

^  (z+l-^*  "~^'  (z  -  (p  -  1))'^  ~~  sin*«^' 

Wenn  nämlich  j)  alle  ganzzahligen  Werte  annimmt,  tut  p  —  l 
dasselbe. 

Die  Funktion 

7C  cot  jt{z  +  1)  —  7t  cot  7t s 

hat,  wenn  s  keine  ganze  Zahl  ist,  die  Ableitung 

sin*7r(z-|- 1)        sin'^TCZ 

Sie  ist  also  nach  Ausmerzung  der  Punkte  oc,  0,  +1,  ±  2,  .  .  . 
überall  regulär  und  ihre  Ableitung  überall  gleich  Null 
Daraus  folgt,  daß 

7t  cot  7t  {S  -\-  1)  —  7t  cot  7tS  =  C 

ist  (c  eine  Konstante).  Um  die  Konstante  zu  bestimmen, 
setze  man  ~  =  —  ^  und  beachte,  daß 

und 
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ist. 

So  kann  man  aus  den  Reihen  die  Periodizität  erkennen. 

§  99.    Die  Weierstraßschen  Punktionen  v-'(£)  und  ^{2). 

Wir  betrachten  ein  System  vou  eigentlichen  Punkten,  das 
folgende  Eigenschaften  hat: 

Je  zwei  Punkte  des  Systems  sind  um  mehr  als  2d  von- 
einander entfernt.  Im  Innern  jedes  Kreises  vom  Durch- 
messer 2D  gibt  es  wenigstens  einen  Punkt  des  Systems/^) 
Der  Punkt  z  =  0  soll  nicht  zu  dem  System  gehören. 

Man  sieht,  daß  es  sich  um  eine  unendliche  Menge  von 
Punkten  handelt.  Wir  können  nämlich  unendlich  viele  Kreise 
vom  Durchmesser  2D  in  die  Ebene  legen,  so  daß  je  zwei 
keinen  Punkt  gemein  haben. 

Um  jeden  Punkt  des  Systems  denke  man  sich  einen  Kreis 
vom  Radius  d  beschrieben.  Er  möge  der  Hof  des  Punktes 
heißen.     Je  zwei  solche  Höfe  haben  keinen  Punkt  gemein. 

Nun  beschreiben  wir  um  den  Anfangspunkt  die  Kreise 

\s\  =  a,     1^1  =  a  +  27),     1^1  =  a -f  42), . . . 
Sie  teilen  die  Ebene  in  die  Gebiete 

(0)  0^  2\<.a, 

(1)  a<\z\<a^2D, 

(2)  a+2D<\B\<a  +  4D, 

Die  Zahl  a  können  wir  so  klein  wählen,  daß  es  in  (0)  keinen 
Punkt  des  Systems  gibt.  Beschreiben  wir  nämlich  um  z  =  0 
einen  Kreis  vom  Radius  (/,  so  gibt  es  darin  höchstens  einen 
Punkt  des  Systems.  Wir  können  a  so  klein  wählen,  daß  er 
außerhalb  des  Kreises  '  z  =  a  liegt.  Dann  enthält  dieser  Kreis 
keinen  Punkt  des  Systems. 


1)  Offenbar  ist  d<il>.  Man  erkennt  »lies,  indem  man  durch  einen 
Punkt  des  Systems  einen  Kreis  vom  Durchmesser  2Z>  legt.  Innerhalb 
dieses  Kreises  gibt  es  nach  der  Voraussetzung  einen  Punkt  des  Systems 


374 


Die  Weierstraßschen  Funktionen  p  (z),  ^  {z). 


In  jedem  der  Gebiete  (1),  (2),  (B)  sind  Punkte  des  Systems 
zu  finden.     Um  z,  B.  zu  erkennen,  daß  es  in  dem  Gebiet 

(n)  a  +  2{n-l)D<\s;\^a-\-2nD 

solche  Punkte  gibt,  beschreibe  man  um  einen  Punkt,  der  auf 

dem  Kreise 

1^1  =  a  +  {2n-l)D 

liegt  (in  Fig.  117  punktiert),  einen  Kreis  mit  dem  Radius  D. 

Innerhalb  dieses  Kreises  ^ibt  es 
nach  Voraussetzung  wenigstens  einen 
Punkt  des  Systems,  der  dann  offen- 
bar dem  Gebiet  (w)  angehört. 

Man  kann  leicht  eine  untere 
Grenze  für  die  Anzahl  der  Punkte 
des  Systems  angeben,  die  in  dem 
Gebiet  (n)  enthalten  sind.  Zu  diesem 
Zweck  lege  man  mehrere  Kreise  vom 
Durchmesser  2Z)  so  aneinander,  wie 
es  in  Fig.  117  angedeutet  ist.  Zieht 
man  von  z  =  0  die  Tangenten  an  einen  solchen  Kreis,  so 
bilden  sie  einen  Winkel  2«„,  und  es  kommt  darauf  an,  wie 
oft  sich  2a„  von  2%,  d.  h.  cc„  von  tc  fortnehmen  läßt,  Ist 
dies  kn-ma\  möglich,  so  gibt  es  in  (n)  wenigstens  k„  Punkte 
des  Systems,  weil  eben  im  Innern  jedes  Kreises  vom  Radius  D 
mindestens  ein  solcher  Punkt  liegt. 

Um  k„  zu  bestimmen  oder  wenigstens  zu  schätzen,  bedenke 
man,  daß  (vgl.  Fig.  117) 


Fig.  117. 


sm  a„  = 


D 


ist,  mithin 


(c„  =  arcsin 


a-\-(2n-l)D 
D 


a-f  (2w-l)D 
Tin  ist  die  größte  ganze  Zahl,  die  sich  von 


D 


fortnehmen  läßt. 


a+  (2w-l)D 
Man  kann  also  schreiben: 
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k„  =  ""  j^ ^„ .  (0  <  *„  <  1) 


a  -{-  {2n  —  1)  D 
Hieraus  folgt 

lim        ==   „  •  (iimn  =  oo) 

n  2  ' 

Fast  alle  k„  werden  daher  der  Ungleicliung 

k         Q 

n   -^  2 

genügen.  Man  kann  also  die  positive  Zahl  A  so  klein  wählen, 
daß  immer 

/i-„  >  An 

ist  Liegen  in  dem  Gebiet  n  im  ganzen  x„  Punkte  des 
Systems,  so  ist  um  so  mehr 

x„  ^  An. 

Um  eine  obere  Grenze  für  y,„  zu  finden,  denke  man  sich 
um  jeden  der  x„  Systempunkte,  die  in  [n)  enthalten  sind, 
seinen  Hof  konstruiert.  Diese  Höfe  haben  zu  je  zweien  keinen 
Punkt  geraein.     Alle  Höfe  sind  in  dem  Kreis 

enthalten,  und  jeder  Hof  läßt  sich,  da  sein  Mittelpunkt  außer- 
halb des  Kreises 

l^i  =a  ^{:ln-2)D 

liegt,  so  in  zwei  Hälften  teilen,  daß  die  eine  sich  außerhalb 
dieses  Kreises  befindet.  Daher  ist  die  Anzahl  der  Höfe  end- 
lich, und  man  hat 

''^"  < -T{a  +  (2w -f  1)Z)}^  -  :t{a  +  (2«-2)Z>}2, 
d.  h. 

x„<^f  {2a  +  (4n-l)Z)}- 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  fast  alle  y.„  der  Ungleichung 

25  Z)-« 
y-n  <  — ^« 

genügen  werden.     Es   läßt   sich    also  eine  Zahl  B  so   wählen, 

OD  ' 

daß  immer 
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x„  <  Bn 

ist. 

Es  ist  jetzt  leicht  zu  zeigen,  daß  die  Punkte  des  Systems 
eine  abzählbare  Menge  bilden.  Man  kann  zuerst  die  Punkte, 
die  in  (1)  liegen,  mit  den  Nummern  1,  2,  .  .,  x^  versehen. 
Dann  die  Punkte,  die  in  (2)  liegen,  mit  den  Nummern 
Xj  +  1,  .  .  .,  Xj  +  X.,  usw.  So  erhält  jeder  Punkt  des  Systems 
seine  Nummer,  und  darin  besteht  eben  die  Abzählbarkeit. 

Wenn  wir  in  jedem  Gebiet  die  Punkte  des  Systems  nach 
wachsendem  Radiusvektor  ordnen,  so  ist  das  System  eine  Folge 
fl],  «2?  ^z>  '  ■  ■  ^O"  solcher  Beschaffenheit,  daß 

0  <  j  a,  I  ^  I  ttg  I  <  I  ttg  ;<  •  •  • 
und 

lim  |a„j  =  C5C 
ist. 

Nun  wollen  wir  untersuchen,  wann  die  Reihe 

■  ^L.  +  ^ +  _!_  +  .. . 

|aii  i«2l  i«!l 

konvergiert. 

Es  gelten  offenbar  die  Ungleichungen 

— "^ —  <  r^  +  •  •  •  +  r--  <  --' 


(a  +  4D)'-=  i«.,-nr  I  «x.  +  x,  r  =  (a  +  2Dr 


und  um  so  mehr  die  Ungleichungen 


(o  +  2  Z>)'"  ^  I  «j  !'■ 


Daher  sind  die  Reihen 


y^  und  y  --^— 
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gleichzeitig    konvergent    oder  divergent.     Beachtet   man  noch, 

ist,    weil    a<i2D    sein    muß,    so    erkennt  man,    daß  auch  die 
Reihen 

n=l  n  =  \ 

gleichzeitig  konvergent  oder  divergent  sind. 

Von  der  letzten  Reihe  weiß  man  aber,  daß  sie 

für  r  —  1  >  1  konvergent, 

für  r  —  1  <C  1   divergent 
ist.     Daher  ist  die  Reihe 

CO 

n  =  l 

für  r>2  konvergent, 
für  r  ^2  divergent. 

Die  Konvergenzgrenze  (vgl.  S.  367)  ist  hier  also  gleich  2.    Sie 
gehört  aber  zur  Divergenzklasse. 

Aus  §  98  wissen  wir,  daß  die  Funktion 

n  =  1 

nach    Ausmerzung    der   Punkte    oc,  a^,  «oj  •  •  •  überall  regulär 
ist.     Dasselbe  gilt  von  den  Funktionen 

und 

n  =  l 

Alle    Reihen    konvergieren    normal    in   jeder    abgeschlossenen 
Punktmenge  D,  die  keinen  der  Punkte  oc,  Oj,  a^,  .  .  .,  enthält. 
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Fig.  118. 


a^,  a,,  %,  .  .  .    sind    für    f{z)    Pole    dritter    Ordnung,    für 
giß)  Pole  zweiter  Ordnung,    für  h{z)  einfache  Pole.     Die  Re- 
siduen   sind    in    den    beiden 
ersten   Fällen    gleich    0,    im 
letzten  Falle  gleich  —  1. 

Wir  wollen  jetzt  einen 
Spezialfall  betrachten,  der  in 
Weierstraß'  Theorie  der  el- 
liptischen Funktionen  vor- 
kommt. 

Es    liege    ein    Punktgitter 
vor  (vgl.  Fig.  118),  bestehend  aus  den  Punkten 

z  =  2mG3  +  2tn'(a'.     (m,m'=o,  +  i,  ±  2, . . .) 

Wenn    wir    die    von    z  =  0    verschiedenen  Gitterpunkte  mit 
öj,  «oj  %»  ■  ••  bezeichnen,  so  ist  die  Funktion 

~       -ii—  \z  —  a„         %        %'  I 

nach  Ausmerzung  der  Punkte  oo,  0,  «j,  a^,  .  .  .  überall  re- 
gulär. Die  Gitterpunkte  sind  für  sie  Pole  erster  Ordnung, 
jeder  mit  dem  Residuum  1.  Die  Reihe  konvergiert  normal  in 
jeder  beschränkten  und  abgeschlossenen  Punktmenge,  die 
keinen  Gitterpunkt  enthält. 

Dasselbe    gilt    von    den    Reihen,    die    aus    t,{2)  durch  glied- 
weise ausgeführte  Differentiation  entstehen, 

/(  =  1 

Bezeichnen  wir  0  mit  ö^,  so  können  wir  auch  schreiben 


und 


2  '     ^  ^        /j   (s  —  a^ 
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Es  kommt  übrigens  bei  allen  diesen  Reihen  auf  die  Reihen- 
folge der  Glieder  garnicht  an,  weil  sie  in  jedem  von  oo, 
a^^,  «1,  a.,,  .  .  verschiedenen  Punkte  absolut  konvergieren. 
Besehreibt  man  nämlich  um  einen  solchen  Punkt  einen  Kreis, 
der  keinen  Gitterpunkt  enthält  (auch  nicht  auf  dem  Rande), 
so  sind  die  Reihen  in  ihm  normal,  also  auch  absolut  kon- 
vergent. 

Nun  sieht  man  leicht,  daß  y^'^^)  die  Perioden  2ö  und  2ca' 
hat.     Es  ist  nämlich 

-  i  v/(^  -f  2a,)  =  ^ 1 ^  _i_^  . 

Dabei  haben  wir 

ttn  —  2  (o  =  a'„ 
gesetzt. 

Die  Punkte  a,^  (m  =  0,  1,  2,  .  .  .)  sind  aber  die  Gitterpunkte 
a„  (n  =  0,  1,  2,  .  .  .),  nur  anders  numeriert.     Daher  ist 


d.  h. 

^^'(^  +  2cd)  =  v>'(4 
Ebenso  ergibt  sich 

y7'(^  +  2cD')  =  S^'(4 

<p\z)  hat  also  die  beiden  Perioden  2co  und  2ca'.  Wir 
können  auch  sagen,  daß  die  Funktion  p'(^)  bei  den  Trans- 
lationen ,    „ 

Z^=  Z  -^  2  03 

und 

z^  =  z  ^  2co' 

invariant  bleibt.     Dann  bleibt  sie  auch  invariant  bei  den  um- 
gekehrten Translationen 

Zi=  z  —  2co 
und 

^1  =  ^  —  2a)' 

und  bei  allen  Translationen,  die  sich  aus  den  vier  angegebenen 
zusammensetzen  lassen,  d.  h.  bei  den  Translationen 

(*)  Zi=  z -h  2m(o -\- 27n'G>'. 

(m,  m'=  0,  +  1.  +2,  .  .  .) 
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Wendet  man  diese  Translationen  auf  einen  Gitterpunkt  an, 
z.  B.  auf  ^  =  0,  so  entsteht  das  ganze  Punktgitter  in  Fig  118. 

Die  Translationen  (*)  sind  die  einzigenTranslationen, 
die  die  Punktion  p'(ß)  invariant  lassen. 

Ist  nämlich  i  /     .     n  ,  /  n 

S^  (^  +  c)==p'{z) 

und  läßt  man  z  an  einen  der  Gitterpunkte  2mo3  +  2m' a' 
heranrücken,  so  wird  p' (z)  unendlich.  Also  muß  au3h  (p'{s  +  c) 
unendlich  werden,  d.  h.  ^  4-  c  muß  ebenfalls  an  einen  Gitter- 
punkt heranrücken.  Die  Translation  ^^  =  .?  -f  c  führt  dem- 
nach jeden  Gitterpunkt  wieder  in  einem  Gitterpunkt  über, 
insbesondere  den  Punkt  z  =  0,  so  daß 

c  ==  2mG3  -f-  2m' (o' 

ist.     Die  Translation  gehört  also  zu  der  Gruppe  (*). 

Man  nennt  y^'(^)  eine  doppelt  periodische  Funktion  und 
2a),  2ca'  ein  Paar  primitiver  Perioden,  weil  jede  andere 
Periode  sich  in  der  Form  2mG>  +  2m' to'  darstellen  läßt.  Die 
Gitterpunkte  in  Fig.  118  sind  die  Bildpunkte  sämtlicher 
Perioden  von  p'{ß). 

Jetzt  wollen  wir  zeigen,  daß  auch  p{ß)  doppelt  periodisch 
ist  und  dieselben  Perioden  hat  wie  p'{z)- 

Merzen  wir  die  Punkte  0,  a^,  «g?  •  •  •  ^^^  den  Punkt  oo 
aus,  so  ist  v>(^),  ebenso  (^'7(z -\- 2c3)  überall  regulär.  Wenn 
nämlich  z  keiner  der  Punkte  2mco  +  2m' a'  ist,  gilt  dasselbe 
auch  von  z  +  2(i3.     Die  Funktion 

p{z^2co)-if){z) 

ist  ebenfalls  regulär  und  hat  die  Ableitung 

p'{z  +  2(o)-ip'{z)  =  0. 

Also  ist  sie  eine  Konstante: 

(**)  p{z  ^2(o)-  y7{z)  =  C. 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  p(^)  eine  gerade 
Funktion  ist,  d.  h.  die  Eigenschaft 

besitzt.     Man  hat  nämlich 
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oder,  wenn  —  a„  =  a^  gesetzt  wird, 

Die  Punkte  a'„  sind  aber  wieder  die  Punkte  a„,  nur  anders 
numeriert.     Daher  ist  (wegen  der  absoluten  Konvergenz) 

w  =  1  n  =  l 

und  ^j{-z)  =  p{z). 

Setzen  wir  in  (**)  *:  =  —  o,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

i^(ra)-i.;(-cj)  =  C. 
Also   ist  C  =  0   und 
(***)  ^^(^+2c)  =  v?(4 

^r7(^)  hat  also  die  Periode  2 cd.  Ebenso  erkennt  man,  daß 
p{0)  die  Periode  2(d'  hat.  p(^)  bleibt  daher  bei  den  Trans- 
lationen {*)  invariant.  Außerdem  gestattet  ^,v(^?)  keine  Trans- 
lationen, weil  eine  Translation,  die  p{2)  invariant  läßt,  jeden 
Pol  wieder  in  einen  Pol  überführen  muß.  Die  einzigen  Pole 
von  v^C-^)   sind  aber  die  Punkte  2m(a  +  2m' a'. 

Wie  verhält  sich  nun  ^(^f)  gegenüber  den  Translationen  (*)? 

Da  p(d)  =  —  t,' ys)  ist,  so  hat  man 

t'{.~+2co)-t'{z)=^0. 

Die  Funktion  ^(-^  -4-  2o)  —  l,{z)  hat  also,  wenn  man  die 
Punkte  a„  und  den  Punkt  oo  ausmerzt,  überall  die  Ableitung 
Null.  Daher  ist  sie  eine  Konstante.  Ebenso  ist  ^{^  +  2©')  —  'C,{s) 
eine  Konstante.  Man  pflegt  diese  beiden  Konstanten  mit  2ij  bzw. 
2i/'  zu  bezeichnen.     Es  gelten  also  die  Formeln 

I  ^5  -f  2a))  =  e(^)  +  2r], 
^'^  \  t(^+2co')=t(z)+2r]'. 
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5(0)   ist   eine   ungerade    Funktion.     Man    hat   in    der  Tat^ 
wenn  man  n,',  =  —  a„  setzt, 


§  100.  Periodische  Funktionen.  Eine  Funktion,  die 
im  Endlichen  nur  reguläre  Stelleu  und  Pole  hat,  bezeichnet 
man  als  meromorph.  Man  sagt  auch,  sie  verhalte  sich  im 
Endlichen  überall  wie  eine  rationale  Funktion.  In  jedem 
Kreis  gibt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen ,  also  auch 
in  jedem  der  Gebiete       r.  ^  1     1^1 

2  ^  I  ^  I  <  3,  ... 

Innerhalb  eines  solchen  Gebietes  kann  mau  die  Pole  nach 
wachsendem  Betrage  ordnen.  Schreibt  man  zuerst  die  Pole  des 
ersten  Gebiets  auf,  dann  die  Pole  des  zweiten  usw.,  so  erhält 
man  eine  endliche  oder  unendliche  Reibe  a^,  a^,  a^,  .  ■  .  mit  der 
Eigenschaft  a,  \  ^  \  a,  \  ^\  a,  \  <  .  .  . 

Ist  die  Reihe  unendlich,  so  hat  man 

lim  I  a„  j  =  00. 

Wenn  es  im  Endlichen  nur  reguläre  Stellen  gibt,  so 
spricht  mau  von  einer  holomorphen  oder  ganzen  Funktion. 
Eine  solche  Funktion  läßt  sich  durch  eine  beständig  kon- 
vergente Poteuzreihe  darstellen. 

Hat  eine  meromorphe  Funktion  /'{z)  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Polen  und  bildet  man  für  jeden  Pol  die  Lau- 
rentsche  Reihe,  so  ist  die  Summe  der  kritischen  Teile  dieser 
Laurentschen  Reihen  eine  rationale  Funktion  jR(,i).  Offenbar 
verhält  sich  ,.,  ,        ^  ,  , 

im  Endlichen  überall  regulär.  f{2)  —  R{s)  ist  also  eine  holo- 
morphe Funktion  G{2),  so  daß  wir  schreiben  können 
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I 


R(/)  ist  eine  Summe  von  Funktionen,  die  so  aussehen: 

Jede  solche  Funktion  ist  aber  im  Unendlichen  regulär.  Das- 
selbe gilt  daher  von  R(z).  In  lt{s)  stecken  also  nur  die 
Singularitäten  von  f\2),  die  im  Endlichen  liegen.  Wie  sich 
f{z)  im  Unendlichen  verhält,  hängt  nur  von  G(2)  ab.  Ist 
(t{i3)  ein  Polynom  m^^"  Grades,  so  hat  f{z)  an  der  Stelle 
^r  =  oo  einen  ;» -fachen  Pol.  Ist  G{z)  kein  Polynom  oder, 
wie  man  auch  .sagt,  keine  ganze  rationale  Funktion,  son- 
dern eine  ganze  transzendente  Funktion,  so  ist  2  =  oo 
eine  wesentlich  singulare  Stelle  von  /'(,?). 

Wir  wollen  jetzt  die  periodischen  meromorphen  Funktionen 
betrachten  oder,  was  dasselbe  ist,  diejenigen  meromorphen 
Funktionen,  die  Translationen  gestatten.     Sind 

zwei  Translationen,  die  die  meromorphe  Funktion  f\z)  in- 
variant lassen,  so  gilt  dasselbe  von  der  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzten Translation 

z,  =  z-^(c  +  c'). 
Ist  nämlich 

f(z  +  c)  =  f  {z)       und       f(z  -f  6-')  =  f(z), 

so  ist  auch 

f(z  +  c  +  c')  =  az  +  c)  =  f(z). 

Die  Translationen,  die  f(ß)  in  sich  überführen,  bilden  also 
eine  Gruppe 

Die  Translationen  dieser  Gruppe  sind  paarweise  zueinander 
iuvers,  d.  h.  neben  z^  =  z  +  c  kommt  auch  z^  =  z  —  c  in  der 
Gruppe  vor.     Ist  nämlich  f{z  +  c)  =  f\z),  so  ist  auch 

f(z  -c  +  c)  =  f\z-  c),     d.  h.     f{z  -  c)  =-  f{z). 

Jetzt  werden  wir  noch  zeigen,  daß  es  nicht  beliebig 
kleine  Translationen  in  der  Gruppe  gibt.  d.h.  daß  jede 
Translation  der  Gruppe,  wenn  sie  nicht  die  Identität  2^  =  2 
ist,  alle  Punkte  wenigstens  um  eine  Strecke  von  der  Länge  e 
verschiebt.     Dabei  ist  £   eine   passend    gewählte  positive  Zahl. 
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Zq  sei  eine  reguläre  Stelle  von  f{z).  Beschreiben  wir  um 
Zq  einen  Kreis,  der  durch  den  nächstliegenden  Pol  hindurch- 
geht, so  läßt  sich  f\z)  innerhalb  dieses  Kreises  durch  die 
Taylorsche  Reihe  darstellen: 

/■(^)  -  /"C^o)  =  W{z- z^  4-  h, (^ - '^-o)'  +  •  •  • 
Wären  alle  Koeffizienten  h  gleich  Null,  so  wäre  f{z)  inner- 
halb des  Kreises  eine  Konstante.  Aus  §  95  können  wir  aber 
entnehmen,  daß  f{z)  alsdann  in  der  ganzen  Ebene  konstant 
sein  müßte.  Wir  können  nämlich  jeden  eigentlichen  Punkt  ^j, 
der  kein  Pol  von  f{z)  ist,  durch  eine  Kette  von  Kreisen  er- 
reichen, die  keinen  Pol  enthalten.  In  jedem  solchen  Punkt  ist 
also  f{z^  =  f{z^.  Dann  kann  es  aber  überhaupt  keinen  Pol 
geben,  weil,  bei  Annäherung  an  einen  solchen,  f{z)  unendlich 
würde,  während  es  doch  immer  gleich  f{z^  bleibt.  f{z)  ist 
also  wirklich  in  der  ganzen  Ebene  konstant. 

Sehen  wir  von  diesem  trivialen  Fall  ab,  so  können  wir 
sicher  sein,  daß  in  der  obigen  Taylorschen  Reihe  nicht  alle  & 
gleich  Null  sind.  Dann  läßt  sich  aber  der  Kreis  so  verkleinern, 
daß  in  seinem  Innern  z  =  Zq  die  einzige  Nullstelle  von 
f[z)  —  f{Z()  ist.  Nennen  wir  den  Radius  des  verkleinerten 
Kreises  £,  so  muß  bei  jeder  Translation  z^  =  z  -{■  c  (c  4=  0), 
die  f{z)  invariant  läßt, 

\c\^_a 
sein.     Sonst  könnte  nämlich  die  Gleichung 

/'(~^o  +  c)  =  /"(^o) 
nicht  bestehen. 

Die  Translationsgruppe  von  f(z)  gehört  also  zu  der  Kate- 
gorie, die  wir  in  §  17  betrachtet  haben.  Wir  können  daher 
die  dort  gefundenen  Resultate  anwenden  und  folgenden  Satz 
aussprechen: 

Die  Bildpunkte^)  der  Translationen,  die  die  meromorphe 
Funktion  f{z)  in  sich  überführen,   bilden    (wenn  es  über- 


1)  Die  Bild^junkte  sind  die  Lagen,  die  der  Anfangspunkt  (oder  irgend- 
ein anderer  eigentlicher  Punkt)  bei  den  Translationen  der  Gruppe  an- 
nimmt. 
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liaupt    solche    Translationen    gibt)    ein    lineares    oder    ein 
ebenes  Punktgitter. 

Wir  können  auch  sagen: 

Die     Bild[)uukte     aller    Perioden     einer     perio- 
dischen   meromorphen     Funktion    bilden     ein     li- 
neares   oder    ein  ebenes  Punktgitter.     (Vgl.  Fig.  29 
auf  S.  31   und  Fig.  121  auf  S.  388.) 
Ist    das    Periodengitter    ein    lineares,    so    lassen    sich    die 
sämtlichen  Perioden  in  der  Form 

2m(o  {m  =  0,  +1,  +2,  .  .  .) 

darstellen.  2(o  nennt  man  eine  primitive  Periode  und  die 
Funktion  f{s)  heißt  einfach  periodisch.^)  Solche  Funk- 
tionen sind  e%  cos  z,  sin  2,  tg  2,  cot  2.  Die  drei  ersten  sind 
holomorph.  Die  beiden  letzten  haben  unendlich  viele  Pole, 
Das  ist  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  periodischen  mero- 
morphen Funktionen,  die  nicht  holomorph  sind.  Ist  nämlich 
^,)  ein  im  Endlichen  liegender  Pol  einer  solchen  Funktion 
und  c  eine  Periode  von  ihr,  so  muß  auch  ^„  +  c  ein  Pol  sein, 
weil  in  der  Gleichung  f  z  -\-c)  =  f(s)  beide  Seiten  unendlich 
werden,  wenn  man  3  nach  0,,  konvergieren  läßt. 

Eine  periodische  ganze  Funktion  kann  nie  ein  Polynom 
sein,  weil  sie  wegen  f  ^z  +  c)  =  f{z)  jeden  Wert  unendlich  oft 
annimmt. 

Eine  rationale  Funktion  ist  nach  dem  Obigen  nie  periodisch. 
Das  läßt  sich  auch  sofort  daraus  schließen,  daß  sie  jeden  Wert 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  annimmt  (vgl.  S.  285), 
nämlich  so  oft  als  ihr  Grad  angibt. 

Wenn  das  Periodengitter  ein  ebenes  ist,  so  kann  mau  die 
sämtlichen  Perioden  in  der  Form 

2mc3  4-  2m'(a'     (wj,  m'  =  0,  +1,  +2,  .  .  .) 

darstellen.  2cl),  2co'  nennt  man  ein  primitives  Perioden- 
paar und  fi^z)  heißt  doppelt  periodisch.  Doppelt  perio- 
disch ist  z.B.  die  Funktion  <^-> ,z),  die  wir  in  §  9D  betrachtet 
haben. 


1)  Außer  2  G)  ist  nur  noch  —2«  eine  primitive  Periode. 

Kowalowski,  die  komplexen  Veräu darliehen.  9.5 


;386  Periodische  Funktionen. 


Eine  doppelt  periodische  meromorphe  Funktion  bezeichnet 
man  auch  als  eine  elliptische  Funktion. 

Bei  einer  doppelt  periodischen  Funktion  gibt  es  unendlich 
viele  primitive  Periodenpaare.     Zwei   Perioden 

2co^'=y2a  +  d-2(o' 

bilden  ein  primitives  Periodenpaar,  wenn  das  Gitter 

2w^l0^l  +  ^m^'  a^'      (m,,  w/  =  0,  +1,  +2,  .  .  .) 
mit  dem  Gitter 

2m(o  +  2m'co'  (m.  m'  =  o,  ±i,  ±2,  .  . .) 

identisch  ist.  Das  ist  der  Fall,  wenn  sich  2ra  und  2cj'  in 
folgender  Form  darstellen  lassen: 

2(o  =«1-2(01  +  /3i'ic3i', 

2(d'=7i-2(öi  +  ^i-2(o/. 

Setzt  man  hier  für  2(Di,  2a)i'  ihre  Ausdrücke  ein,  so  ergibt  sich 

2(D  =  [a,a-\-  ß^y)2<D  +  {a,ß  +  ß,d)2G>', 
2(o'=(y^a  +  d,y)-2co  +  {y,ß  +  dJ)2(o'. 

Da  das  Verhältnis  2(o  :  2o'  nicht  reell  ist,  weil  2o,  2o'  nicht 
mit  dem  Nullpunkt  in  gerader  Linie  liegen,  so  können  diese 
Gleichungen  nur  bestehen,  wenn 

a,a  +  ß,y=l,     aj^ß,d  =  0, 
y^a  +  d^y  =  0,     y^ß  f  Ö^d  =  1 
ist  oder  unter  Benutzung  einer  bekannten  Symbolik 


Vyi  djl^y  d/       VO   1/ 


Die  (^,  /3,  y,  d  sind  hierbei  ganze  Zahlen. 

Nach  dem  Multiplikationssatz  der  Determinanten  ist 

I  «1  /3i  j  I  «  /5 

Es  muß  also 

a  ß 

y  o 


=  1. 
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sein.     Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend.     Wenn 

u  ß 


ist,  so  hat  man 


7  ^ 


«•  2a)  + /3  •  2tD'  und  y -203  -\- ö  'Jco'  bilden  also  dann  und 
nur  dann  ein  primitives  Periodenpaar,  wenn  die  ganzen  Zahlen 
a,  ß,  y,  d  die  Determinante  ad  —  ßy  =  +  1  bilden. 

Jedem  primitiven  Periodenpaar  entspricht  eine  parallelo- 
graramatische  Anordnung  des  Periodengitters  (vgl.  S.  -45). 

§  101.  Einige  Eigenschaften  der  elliptischen  Funk- 
tionen. f\z)  sei  eine  elliptische  Funktion  und  2oj.  2(o'  ein 
primitives  Periodenpaar.  Ein  Parallelogramm  mit  den  vier 
Ecken 

(*)  z„     z,  +  2co,     ^o  +  -^co'.     ^„  +  2ca  +  2ö', 

auf   dessen    Rand   kein    Pol    von    /"(>)    liegt,    nennt    man    ein 
Periodenparallelogramm.     Daß  sich         r v 

das    Parallelogramm    wirklich    so    kon-       /      Zo^2v>' 

'      I 

struieren  läßt,  daß  auf  dem  Rande  kein      /      / 

Pol    vorkommt,    ist    sehr    leicht    zu    er-     /      [ 

kennen.  '  /      '"    "^''^«' 


Wir  wählen  zuerst  den  Punkt  z^  ganz     ~  Fig.  ii9. 

beliebig.     Dann    werden   vielleicht    Pole 

auf  dem  Rande  von  {*)  vorkommen.  Jedenfalls  aber  gibt  es 
eine  positive  Zahl  d,  so  daß  ein  Pol,  der  nicht  auf  dem  Rande 
von  (*)  liegt,  von  allen  Rand  punkten  um  mehr  als  d  entfernt 
ist.  Um  das  zu  erkennen,  schließt  man  (*)  in  ein  größeres 
Parallelogramm  ein  (vgl.  Fig.  119).  Dann  liegt  in  diesem 
größeren  Parallelogramm  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen. 
Für  diese  Pole  gibt  es  eine  solche  Zahl  Ö.  Verkleinert  man  Ö 
so  weit,  daß  es  kleiner  ist  als  die  kürzeste  Entfernung  zwischen 
dem  Rande  des  großen  und  des  kleinen  Parallelogramms  in 
Fig.  119,  so  genügt  es  für  alle  Pole. 

25« 
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5j  sei  ein   Pol  auf  dem  Rande  von  (*).     Durch  eine  kleine 
Verschiebung,    bei    der  s^  um    weniger  als  d  fortrückt,   kann 
man  erreichen  (vgl.  Fig.  120),  daß  ,?i  nicht 
mehr  auf  dem  Rande  des  Parallelogramms 
liegt.     Ist  ^  ein  Pol,  der  nicht  dem  Rande 
zi  zo  von  (*)  angehört,    so    kann    er  auch  nicht 

^'      '  auf  den  Rand  des   verschobenen   Parallelo- 

gramms fallen.  Sonst  wäre  seine  kürzeste  Entfernung  vom 
Rande  des  Parallelogramms  kleiner  als  d,  während  sie  doch 
größer  als  d  ist.  Durch  die  kleine  Verschiebung  haben  wir 
also  einen  Pol  vom  Rande  abgeworfen,  und  es  ist  kein  neuer 
hinaufgekommen.  Da  es  auf  dem  Rande  des  Parallelogramms 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  gibt,  so  lassen  sie  sich 
durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  alle  abwerfen. 

Es    gibt    also    Parallelogramme  (*),    auf   deren    Rande   kein 
Pol  liegt. 

Nun  beweisen  wir  folgenden  Satz: 

Eine    elliptische    Funktion,    die    im    Innern    des 
Periodenparallelogramms     keinen     Pol     hat,     ist 
eine   Konstante. 
Hat  f{,z)   im  Innern  von  (*),   also  überhaupt  in  (*),   keinen 
Pol,  so  gibt  es  im  Endlichen  nirgends  einen  Pol. 
Ist  nämlich  z^  ein  Pol,  so  sind  auch  die  Punkte 

(**)  Zi  -f  2mc3  +  '2m' a'     (m,  m'  =  0,  +1,  +2,  .  .  .) 

Pole.  Einer  dieser  Pole  fällt  aber  in  das  Parallelogramm  (*). 
Man  sieht  das  aus  Fig.  118,  wo  die  Punkte  (**),  die  man  die 

^  mit  .jj  äquivalenten  Punkte  nennt, 
•  *^^'  markiert  sind.    Soll  es  in  (*)  keinen 

Pol   geben,   so   durf  auch   sonst  im 
•  *o  *^^  Endlichen  kein  Pol  existieren.    f{z) 

ist  dann  eine  ganze  Funktion.    Aber 

•  •  •  es  läßt  sich  weiter  zeigen,  daß  diese 

^^'  Funktion  eine  Konstante  sein  muß. 

Sie    hat   nämlich    in    dem    Parallelogramm    (*)    einen    größten 

Betrag  31.     Da   nun    in    den    anderen    Parallelogrammen    der 

Fig.  118  nur  dieselben  Funktions werte  vorkommen  wie  in  (*), 
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so  kann  \f{s)\  in  der  Ebene  nirgends  größer  als  M  sein. 
Hieraus  läßt  sich  aber  nach  §  7l  schließen,  daß  f{2)  eine 
Konstaute  ist. 

Die  Residuen  der  im  Periodenparallelogramm  be- 
findlichen Pole  haben  die  Summe  Null. 

Die  Summe  der  Residuen  aller  Pole,  die  in  (*)  liegen,  ist 
nach  §  74  gleich  dem  längs  des  Randes  von  (*)  erstreckten 
Integral 


also  sleich 


+  2 


^0  +  2(11  Zo-\-3w-\-2u/ 

-'0+2  tu'  fo 


.-,-f  2(u  +  2o>'  Jo+2ü)' 

Diese  Summe  läßt  sich  aber  auch  so  schreiben: 

i„-|-2(u  Zo  +  2«)' 

-'0+2  tu  -0  +  2(0' 

~o  ^o 

Jetzt  sieht   man,  daß  sie  verschwindet;  denn  es  ist 

A^  +  2cD)  =  /(xr+2a3')=A4 

Es  gibt  keine  elliptische  Funktion,  die  im  Pe- 
riodenparallelogramm nur  einen  und  zwar  einen 
einfachen  Pol  hat. 

Nach  dem  vorigen  Satze  müßte  diesem  Pol  das  Residuum 
Null  entsprechen,  was  bei  einem  einfachen  Pol  unmöglich  ist. 
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Die  Anzahl  der  Pole  im  Periodenparallelogramm  nennt  man 
den  Grad  der  elliptischen  Funktion.  Ein  wi-facher  Pol  muß 
dabei  m-mal  gezählt  werden.  Um  den  Grad  zu  bestimmen, 
muß  man  so  viele  inäquivalente  Pole  als  möglich  in  der  Ebene 
suchen  und  ihre  Ordnungen  summieren.  Man  sieht,  daß  der 
Grad  von  dem  zufällig  gewählten  Periodenparallelogramm 
nicht  abhängt. 

Der  niedrigste  Grad,  der  bei  einer  elliptischen  Funktion 
möglich  ist,  ist  nach  dem  letzten  Satze  der  Grad  2.  Vom 
Grade  2  ist  z.  B.  die  Funktion  (p{2),  sie  hat  in  jedem  Perioden- 
parallelogramm einen  zweifachen  Pol. 

Wenn  f\z)  eine  elliptische  Funktion  ist,  so  ist  auch 
1  :f{z)  eine  solche,  und  sie  hat  dieselben  Perioden  wie  f{z). 

Wir  schließen  den  Fall,  daß  f{z)  eine  Konstante  ist,  aus. 
Dann  hat  jede  Stelle  Zq  im  Endlichen  für  f\z)  eine  bestimmte 
Ordnung  p^  und  für  1  :  f{z)  die  Ordnung  —  Pq  (vgl.  §  67). 
1  :  f{z)  ist  also  meromorph  wie  f{z).  Daß  1  :  f{z)  dieselben 
Perioden  hat  wie  f{z),  liegt  auf  der  Hand. 

Wenn  f{z)  eine  elliptische  Funktion  ist,  so  ist  f  (z) 
eine  elliptische  Funktion  mit  denselben  Perioden,  f  iß) 
hat  dieselben  Pole  wie  f[z\  nur  ist  die  Ordnung  eines  jeden 
um   1  höher. 

Den  Beweis  überlassen  wir  dem  Leser.  Er  möge  sich  auch 
überzeugen,  daß  Produkt  und  Summe  von  zwei  ellip- 
tischen Funktionen  mit  denselben  Perioden  wieder 
solche  Funktionen  sind. 

Jetzt  sei  (*)  ein  Periodenparallelogi*amm  der  elliptischen 
Funktion  f\z),  und  es  sei  so  gewählt,  daß  auf  dem  Rande 
kein  Pol  von  1  :  f{z)  liegt.  Das  läßt  sich,  wie  wir  wissen, 
stets  durch  eine  kleine  Verschiebung  des  Punktes  Zq  erreichen. 
Die  Pole  der  elliptischen  Funktion  f  {z)  :  f{z)  liegen  dann 
alle  im  Innern  von  (*),  und  die  Summe  ihrer  Residuen  ist 
Null.  Diese  Residuensumme  ist  aber  nichts  anderes  (vgl. 
§  77)  als  die  Anzahl  der  Nullstellen  der  Funktion  f{z)  ver- 
mindert um  die  Anzahl  ihrer  Pole. 

Es    gibt    also    in    dem    Periodenparallelogramm    ebenso  viele 
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Nullstellen  als  Pole  von  f{z).     Wir  können  den  Satz  auch  so 
aussprechen: 

Nimmt  man  in  der  Ebene  möglichst  viele  inäquivalente 

Nullstellen    der    elliptischen    Funktion   fiz^,    so    ist     die 

Summe  ihrer  Ordnungen  gleich  dem   Grad  von  f{z). 

c   sei    eine    beliebige    Konstante.     Dann    hat    die  elliptische 

Funktion   f(2)  —  c    dieselben    Pole    mit    denselben   Ordnungen 

wie  f{3),  also  denselben  Grad  wie  f{3). 

Es  gilt  also  auch  der  folgende  allgemeinere  Satz: 

Eine  elliptische  Funktion  ^-ten  Grades  nimmt 
in  ihrem  Periodenparallelogramm  jeden  Wert 
p-ma.1  an.  Dabei  kann  es  passieren,  daß  der  Wert  auf 
dem  Rande  angenommen  wird.  Dies  kann  man  aber 
durch  eine  kleine  Verschiebung  des  Parallelogramms  be- 
seitigen. Will  man  das  Periodenparallelogramm  nicht 
verschieben,  so  muß  man  so  viele  Randpunkte  ausmerzen, 
daß  in  dem  Parallelogramm  keine  äquivalenten  Punkte  vor- 
kommen. Das  erreicht  man  z.B.  indem  z„+2w> 
man  die  Seiten  Zq  +  2co,  z^-i  2co +  2co'  [  / 
und     ^0  +  2aj'.     .^^  +  ^"  +  -"'      ^"i-      / 

schließlich  ihrer  Endpunkte  ausmerzt.    I 1 

Solange   man  nicht  längs    des  Randes  '"  Zo+2w 

.  .  ,  ,  .  Fig.  122. 

zu    integrieren   hat,    kommt    man  mit 
diesem  unabgeschlo.^senen  Periodenparallelogramm  aus. 
Sind   Wj,  i?2j  .  .  .,  Wp   die   Nullstellen   und   u^,  iio,  .  .  .,  iip 
die     Pole     von    f{z)    in    dem    Periodenparallelogramm 
(Fig.  11^2),  so  ist 

(Wi  H h  np)  —  (Ui  H h  Up) 

eine  Periode  von  f{z).     Jeder  Pol  und  jede  Nullstelle  muß 
so  oft  aufgeschrieben  werden,  als  ihre  Ordnung  angibt. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  benutzen  wir  ein  Perioden- 
parallelogramm (*),  auf  dessen  Rand  weder  eine  Nullstelle 
noch  ein  Pol  von  f(2)  liegt  oder,  was  dasselbe  ist,  weder  ein 
Pol  von  f{2)  noch  ein  Pol  von  1  :  f{s).  Längs  des  Randes 
dieses  Parallelogramms  integrieren  wir  die  Funktion 

z£{z) 
/■(«)  * 


292  Eigenschaften  der  elliptischen  Funktionen. 


Ist  z^  ein  m-facher  Pol  von  f{z),  so  hat  sie  dort  das  Re- 
siduum —  mz^.  Ist  z^  eine  ?w- fache  Nullstelle  von  f{z^,  so 
lautet  das  Residuum  mz^.  Andere  singulare  Stellen  hat  die 
betrachtete  Funktion  nicht.  Daher  ist  das  längs  des  Randes 
von  (*)  erstreckte  Integral 


(z)dz 


gleich  (wi  H V  n^  —  fw,  H h  Upj. 

Dieses  Integral  ist  aber  gleich  folgender  Summe: 


d.  h.  gleich 


J_     rzf'(z)dz        J_     rzf'jz-'dz 
2TciJ        l{z)      '^2%iJ        J{z) 

.-,  +  2a>'  ■-, 

J_     f'zf'jz^dz       J_     rzf'{z)dz 
'^2^iJ        m      '^-inij        f{z)     ' 

r,4-2aj  +  2(o'  .-,  +  2f«' 

s„  +  Sm  i,+  2co' 

1       f'zf'(z)dz  j_  J_     f\z  +  2w)f'{z)dz 
2niJ        f{z)         '    2niJ  f{z) 


J_     f'z-\-2o}')f'(z)dz       J_     f'zf'i 
'^  2niJ    '  m  "^  2  7ciJ        f 


'{z)dz 

m 

Zo4-2w  io+  2w' 


Hierbei  haben  wir  bereits  benutzt,  daß  f'{z)  :  f{z)  die  Perioden 
2(0,  2  03'  hat. 

Jetzt  können  wir  die  obige  Summe  so  schreiben: 


(£KS 
(2) 


Da  /"i'^)  längs  der  Seit-  Z^,  z^^  +  2(a  weder  verschwindet 
noch  unendlich  wird,  gibt  es  auf  z,,  z^-\-2g>  einen  stetigen 
Logarithmus  von  f[_z),  sobald  wir  uus  an  der  Stelle  ^^  für 
einen  bestimmten  Logarithmus  entscheiden.     Dieser  Logarith- 
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mus    von    f{i2)    heiße    Log /'(^).       Er    hat    längs   Sq,   3q  +  2g) 
überall  die  Ableitung  (vgl.  §  30) 

Also  hat  man  (vgl.  §  46) 

^^"^'^'=Log/-(„^,+  2cD)-Log/-(^o). 


rn 


m 

Weil  nun 


tXz,-\-2a>)  =  f{z,) 


ist,   können  sich    Log   f{zQ-\-2c3)    und    hogf{z^    nur  um  ein 
Vielfaches  von  2jti  unterscheiden.     Also  ist 


^^ij  . 


2ä*V       f{z) 
eine  sanze  Zahl  und  ebenso 


\%ij       f{z) 


Daher  hat  (f)  die  Form 

2mG)  -4-  2m' C3\ 
wobei  m  und  m '  ganze  Zahlen  sind. 

Bei  der  Funktion  s-^(2)  gibt  es  in  dem  Parallelogramm 
—  CO  —  co',      CO  —  co',     00  -{-  co',     CO  —  co' 

zwei  Pole,  nämlich  0  und  0.  Sind  also  ^^  und  z.2  die  in 
diesem  Parallelogramm  ^j  liegenden  Wurzeln  der  Gleichung 

p(0)  =  c 

(c  eine  Konstante),  so  muß  nach  dem  obigen  Satze  5,  +  0^ 
eine  Periode  sein.  Das  stimmt  mit  der  Tatsache  zusammen, 
daß  p(s)  eine  gerade  Funktion  ist.  Wenn  v>(^i)  =  '^'  ist,  so 
hat  man  zugleich  \D  (—  2^)  =  c. 

1)    Die     Seiten     a»      a\    (o-\-(o'    und     ca -j- co',     <b      cd'     gehören    nicht 
mit  dazu. 
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xsur  die  Gleichungen 

haben  zusammenfallende  Wurzeln.  a,  co',  co  -f  ca'  sind  die 
drei  inäquivalenten  Nullstellen  von  <)■?' (^s).  Man  könnte  auch 
sagen,  daß  die  Gleichung 

eine  Doppelwurzel  hat.  Sobald  c  von  ipia),  p{<3'),  t^J  (co -\- a') 
und  oo  verschieden  ist,  hat  \-H^)  =  c  in  dem  Periodenparallelo- 
gramm zwei  verschiedene  Wurzeln. 

§  102.  Differentialgleichung  der  Funktion  p{2).  Be- 
zeichnen wir  die  Gitterpunkte  2mG)  +  2m' a'  mit  «q,  a^,  cl^... 
(a^=0),  so  ist  (vgl.  S.  378) 


^j{z)  =  ^  +  y 


1 


^      {z-a„Y        al  ) 
«  =  1 

Beschreiben  wir  um  ^  =  0  einen  Kreis  ^,  der  durch  den 
nächstliegenden  Periodenpunkt  hindurchgeht,  so  sind  inner- 
halb dieses  Kreises  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 


2 


1 


(2-a„)*        K 


regulär.  Ferner  ist  die  Reihe  in  jedem  Kreise,  der  ganz  im 
Innern  von  ß  liegt,  gleichmäßig  konvergent.  Es  sind  hier 
also  die  Voraussetzungen  des  §  90  erfüllt.  Nun  ist  inner- 
halb von  Ä  1  1  z         z^ 

^  -  ««  ~  o«         al        «n 
also 

1         _     1     _  2^     .    3^^ 
(^  -  %?  ~  a2   ~  "^  "^  ^f  +  ■  ■  ■' 

mithin  (vgl.  §  96) 

i^{^)  =  p  +  ^h^  +  3s,^2  ^_  .  .  .^  (^^0) 

wobei  wir 
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n       1 

gesetzt  haben.  Da  mit  a„  auch  —  a„  eine  Periode  ist,  so 
verschwinden  alle  S;-,  deren  Index  ungerade  ist.  Man  hat 
daher 

^g(^)  =  ^,  4-  'ds^S^  +  ÖSqS^  +   •  .  ■ 

Setzen  wir  nach  Weierstraß 

so  können  wir  schreiben 

y  V'J         2«  ^   20         '28        ^ 

Hieraus  folgt 
Ferner  ist 
und 

Man  kann  aus  den  obigen  Reihen  entnehmen,   daß 

und 

ist.  so  daß 

eine  Reihe  von  der  Form 

wird.  V»+o..«+... 

Die  elliptische  Funktion  (*)  verhält  sich  überall  regulär 
außer  vielleicht  an  den  Stellen  2 wo  4  2»w'co'.  Aber  auch 
hier  ist  sie,  wie  aus  dem  eben  gefundenen  Resultat  hervor- 
geht, regulär.  Daher  muß  sie  (vgl.  S.  Sf^S)  eine  Konstante  sein. 
Da  sie  überdies  an  der  Stelle  z  =  i)  verschwindet,  so  ist  sie 
überall  gleich  Null. 
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^{z)  genügt  also  der  Differentialgleichung 
Hieraus  folgt  weiter 
Solange  z  keine  Nullstelle  von  j-»'  ist,  ergibt  sich  hieraus 

Läßt  man  z  nach  einer  Nullstelle  Zq  von  p'  konvergieren,  so 
streben  ^.>"  und  (^)  den  Grenzwerten  p"{z^,  i^K^o)  zu,  und  die 
Gleichung  gilt  also  auch  an  der  Stelle  5,,. 

Setzt  man^) 

^,y  ( .s)  =  Z  K  z",  (w  =  -  2, 0, 2, 4  . . .) 

so  wird 

und 

ij?" (z)  =  2:n{n  -  l)b„z"-\ 

Nun    soll    iyj"  =  6p^  —  -gy    sein.      Also    müssen    folgende 
Gleichungen  bestehen: 

w(w— !)&„  =  6(&_2&„  +  h^hn^i  +  h^h„-i  +  •  •  •  +  hnh-^). 

(n  =  6,  8,  10,  .  .  .) 
Da 

\  =  0,  &_2  =   1 

ist,  können  wir  auch  schreiben: 

{W(W— 1)  —    12}&„  =  &2^«-4  +   &4&«-6  H 1-  &«-4&2- 

Es  drückt  sich  also  &„  ganz  und  rational  durch  t^,  .  .  .,hn—i 
aus,  also 

&6  durch  &2  =  ^'   ^-  ^-  durch  g^, 

1)  2  muß  näher  an  2  =  0  liegen  als  alle  Periodenpunkte. 
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&s   durch   &2  =  20'  ^^^  S'    ^-  ^-   ^"^'^^^   '^2  7  .Va; 
&10  durch  &o,  &4,  &fi,  d.  h.  durch  ^o,  f/^, 
&12  durch  &2>  ^47  ^6?  ^8;  ^-  ^-  durch  g^,  g^  usw. 
Alle  Koeffizienten  in  der  Reihe 

(t)      p!^ = \. + i^'  +  i^'  +  \^'  +  &8^'  +  •  •  • 

sind  ganze  rationale  Ausdrücke  in  g.^,  g^.  Die  Koeffizienten 
in  diesen  Ausdrücken  sind  rationale  Zahlen. 

VYeierstraß  nennt  g^^^  g,^  die  Invarianten  von  \){z). 

Wenn  zwei  «(.^-Funktionen  übereinstimmende  In- 
varianten haben,  so  sind  sie  überhaupt  identisch. 

Sie  sind  nämlich,  wie  aus  der  Reihenentwicklung  (-j-)  her- 
vorgeht, in  einer  gewissen  Umgebung  U  des  Anfangspunktes 
einander  gleich.  Daraus  folgt  aber,  daß  sie  überhaupt  identisch 
sind.  Ist  nämlich  z^  weder  für  die  eine  noch  für  die  andere 
Funktion  ein  Pol  und  z^  ein  ebensolcher  Punkt  innerhalb  U, 
so  können  wir  von  z^  zu  z^  durch  eine  Kette  von  Kreisen 
gelangen,  die  keinen  Pol  enthalten.  Der  erste  Kreis  hat  den 
Mittelpunkt  z^,  und  jeder  Kreis  der  Kette  enthält  in  seinem 
Innern  den  Mittelpunkt  des  folgenden  Kreises.  Innerhalb  des 
letzten  Kreises  liegt  der  Punkt  Zy  Nun  wird  so  geschlossen 
(vgl.  S.  356):  Im  Innern  des  ersten  Kreises  sind  die  beiden 
y?-Funktionen  identisch,  weil  z^  innerhalb  11  liegt  und  daher 
die  Taylorschen  Reihen  der  Funktionen  übereinstimmen.  Aus 
demselben  Grunde  sind  dann  die  Funktionen  innerhalb  des 
zweiten  Kreises  identisch  usf.  In  allen  regulären  Stellen  fallen 
also  die  beiden  s^r/- Funktionen  zusammen.  Nähert  man  sich 
einem  Pol  der  einen,  so  sieht  man  sofort,  daß  er  auch  ein 
Pol  der  andern  ist.  Folglich  sind  die  beiden  Funktionen  mit- 
einander identisch. 

§  103.  Die  elliptischen  Funktionen,  ausgedrückt  durch 
t,  und  %\  ^", .  .  .  f{£)  sei  eine  elliptische  Funktion  mit  dem 
primitiven  Periodenpaar  2q,  2»'.  Wir  werden  sehen,  daß  sie 
sich  durch  ^) 


1)  o,,  flj,  öj,  .  .  .  sind  die  von  0  verschiedenen  Perioden, 
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und  die  Ableitungen  von  ^  ausdrücken  läßt. 
An  der  Stelle  -  =  0  hat 

t(i')   den  kritischen  Teil        ^ ; 

b    \^'         V  7}  V  "■  2«' 

b     V'*')       '?  >f  »  2"' 

2  3 


b      (ß)       ?>  ;j  « 


2' 


also 

den  kritischen  Teil 
Ebenso  hat 

an  der  Stelle  u  den  kritischen  Teil 

A    .  _^^  .  ..    .  ^A^. 

Nun   seien   a,  ß,  .  .  .,  X   die   verschiedenen  Pole  von  f{z)  in 
einem  Periodenparallelogramm')  und 


Z-ß     '     (Z-ß)^     '  '     (^_^) 


\  +  ,Ar.  +  ---f-      "^^ 


die  zugehörigen  kritischen  Teile. 

1)  Wir    können    das    Parallelogramm    so    wählen,    daß    alle  Pole    im 
Innern  liegen. 
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Bildet  mau  nun   die  Funktion 

F(^)  =  M  -  { A  t(^  -  «)  -  ^  r  (^  -  «)  +  • 


Aa 


-{i5,U^-/3)-fn'(^-/3)+--. 

so  ist  sie  eine  elliptische  Funktion  mit  den  Perioden  '2co,  2  cd'. 
Es  ist  nämlicli  (vgl.  S.  381) 

t^^  +  2(o)^  t'z)  +  27?,       ii^  +  2co')  =  ^[z)  -f  2r/, 
^(^  4-  2co)  =  ^'{,\  t'iß  +  2co')  =  r(4 

^"(^+2(0)  =  r(4  e"(^  +  2«')  =  e"(4 

mithin 

F(2  +  2(0)  =  F{z)  -  27;  {A^+B,  +  --+  L,\ 

F{z  +  2a)')  =  i^(^)  -  -Ii-i^A,  +  B,  +  ---  +  L,). 

Nun  ist  aber  (vgl.  S.  389) 

A,  +  B,-r-   ■+  L,  =  0. 
Also  folgt 

F{s  +  2  ra)  =  F{z\     F{z  +  2  a'  i  =  i^(^). 

Die  elliptische  Funktion  F{z)  kann  höchstens  an  den  Stellen 
a,  ß,  .  .  .,  X  und  den  damit  äquivalenten  Pole  haben.  Macht 
man  aber  an  einer  der  Stellen  a,  ß.  .  .  .,  X  die  Laurentsche 
Entwicklung,  so  heben  sich  die  kritischen  Teile  auf.  Z.  B. 
haben  au  der  Stelle  a 

m       und      ^,^,-a)-...  +  (-l)a-i_A»_e(a-i)(^_^) 

beide  den  kritischen  Teil 

.—  +••■+  ^^"v 

^-^  [z-af- 

während 
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A  ^0  -  A)  -  • .  •  +  (- 1)'-^  ^,  r^-^)  (^  -  X) 

dort  regulär  sind. 

F{z)    ist    also    überall    regulär    und    daher    eine    Konstante, 
<1.  h.  es  gilt  eine  Formel  von  folgender  Gestalt: 


+  (-i)"(^,^'"-^'(^-«)l 


(5  ist  eine  Konstante  und 


der  kritische  Teil  von  {(2)  für  den  Pol  a.  Die  Summation 
erstreckt  sich  über  alle  Pole  in  einem  Periodenparallelogramm. 
Man  könnte  auch  sagen,  sie  erstreckt  sieh  über  ein  volles 
System  von  Polen.  Ein  volles  System  von  Polen  ist  da- 
durch charakterisiert,  daß  jeder  Pol  mit  einem  und  nur 
einem  Pol  des  Systems  äquivalent  ist. 

Man  sieht  aus  dem  Obigen,  daß  man  die  Pole  und  die 
kritischen  Teile  einer  elliptischen  Funktion  im  Pe- 
riodenparallelogramm beliebig  vorschreiben  kann. 
Die  Formel  [*)  hat  Ähnlichkeit  mit  der  Partialbruchzerlegung 
der  rationalen  Funktionen. 

i;  104.  G-ewisse  Klassen  einfach  periodischer  Funk- 
tionen. f{z)  sei  eine  einfach  periodische  ganze  Funktion  mit 
der  primitiven  Periode  27ci.    Dieselbe  Periode  hat  auche''  =  M;. 

Wir  können  /■(^)  auch  als  eine  Funktion  von  w  betrachten. 
Ist  ein  von  0  und  00  verschiedener  Wert  iv  gegeben,  so  ist 
z  =  log  tv  bis  auf  Vielfache  von  27il,  also  /"(^)  vollkommen 
bestimmt.     Wir  können  also  schreiben 

Nun  wollen  wir  zeigen,  daß  die  Ableitung  (p'{w)  existiert. 
Wir  suchen  unter  den  Logarithmen  von  w   einen    bestimmten 
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log*?f  heraus  Dann  gibt  es  für  |/i;|  <  w  einen  und  nur  einen 
steti<:en  Logarithmus  von  w -\-  Je,  der  sich  für  /.:  =  0  auf 
log*  «(;  reduziert  (vgl.  S.  118).  Ihn  nennen  wir  log*  («; -f  ä;). 
Setzen  wir 

0  -{-  h  =  log*  (w  -f  1c), 

so  können  Avir  schreiben 

f{z-\-h)-f{z)  ^  h  _  cp{w-\-k)-<p{ic) 
h  k  k 

Wir  nehmen  Je  =|=  0  an.     Dann  ist  auch  h  =|=  0,  weil 
Lassen  wir  k  nach  Null  konvergieren,  so  ergibt  sich 

k  I       \     /  y. 

Es  existiert  also  (p'(tü). 

Nun  entwickeln  wir  (p{tv)  an  der  Stelle  w  =  0  in  die 
Laurentsche   Lieihe 

ao 

(t)  cp(tv)=^a„w\ 

Diese  Entwicklung  gilt  (vgl.  §  GG)  für  die  ganze  w- Ebene 
(mit  Ansuahme  von  tt'  =  0  und  w  =  oo).  Es  ist  also  in  der 
ganzen  ^- Ebene  (mit  Ausnahme  von  s  ==  cx)) 


f{3)=^ane^^ 


Ist  51  eine  Punktmenge,  die  zwischen  den  beiden  Geraden 
X  =  a,  X  =  h  lit'gt,  so  entspricht  ihr  vermöge  w  =^  e'  eine 
Punktmenge  33  in  der  w- Ebene,  die  zwischen  den  beiden 
Kreisen  \ic\  =  e^  und  \iv\  =  e*  enthalten  ist.    In  93  konvergiert 

00 

aber   ^  a '  xo^  gleichmäßig,  ja  sogar  normal.^)     Folglich   kon- 

—  < 
vergiert  2!a„e"'  in  St  normal. 


1)    a^  -{-a^iD -\--  ■  •    konvergiert    in    dem    Kreise    '«;|<]e*  normal   und 
a — lit— 1-|-   ■•   außerhalb  des  Kreises  |?('|<^ea. 

Kowalewski,  die  komplexen  Veränderlichen.  26 
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Daß  wir  die  primitive  Periode  gleich  2ni  gesetzt  haben, 
ist  nur  eine  scheinbare  Beschränkung.  Hat  f{s)  die  primitive 
Periode  2©,  so  setzen  wir  2  =  —■     Dann  hat 

fC)  ='^(8) 
die  primitive  Periode  27ti.     Es  gilt  also  die  Entwicklung 

d.  h. 

CO  nnit 

(*)  f{,)==^^Ä„e^. 

— 00 

Die  Reihe  konvergiert  normal  in  jeder  Punktmenge,  die 
sich  zwischen  zwei  Geraden  einschließen  läßt,  die  zu  der  Ge- 
raden 0,  2(0  parallel  sind,  also  zu  der  Geraden,  die  die 
Periodenpunkte  enthält. 

Wir  wollen  jetzt  noch  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  ab- 
leiten.    In  (f)  ist  nach  §  66 


(tt) 


1       /^(p{io)dn 


Die  Integration  geht  längs  eines  Kreises  \iv\  =  q,  und  zwar 
so,  daß  das  Innere  zur  Linken  liegt.  Wir  können  auch  ^  =  1 
nehmen.     Dann  wird  der  Integrationsweg  dargestellt  durch 

Damit  w  =  e'  diesen  Weg  beschreibt,  muß  s  auf  der  ^- Achse 
von  0  bis  2^i  gehen.  Wir  können  also  die  Formel  (ff) 
auch  so  schreiben 


^y«.» 

""-  =  ¥^1]  f^')^""^'- 


0 
Jetzt  ist  der  Integrationsweg  die  Strecke  von  0  bis  2%i. 
In  Formel  (*)  ist  hiernach 


^'-^iß(i)<'-" 


<lh 
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d.  fa.,  wensi  wir  \  =  — -  setzen, 


l   ff 


2(11 

nni  z 


(**)  ^«  =  ^,       Me     "•    ^^        («  =  o,±i, +2,  ...)- 


2 

0 


Der  lategrationsweg  ist  die  Strecke  von  0  bis  2(o. 

Man  kann  (**)  in  folgender  Weise  verifizieren.  Da  die 
Reihe  (*)  auf  der  Strecke  0,  2»  gleichmäßig  konvergiert,  gilt 
dasselbe  von  der  Reihe 

X  (m — p)niz  pjtit 


«  = X 


Daher  ist  (vgl.  S.  327) 

2u)  3(u 

/>  jiTtiz  X  /^{n — p)niz 

Ö  « =  — »       0 

Sobald  n  ^  p.  hat  man  (vgl.  §  46) 

2cu  2(u 

/» (n  -  p)niz  l  (n—p)ni.z  \ 

e      ">       dz=\,~~^    .e      -  =0. 

0  0 

Im  Falle  n  =  /)  hat  man  dagegen 

2(tj 
/^(n—p)niz 

je      '"       ds  =  2(0. 


Also  ist 


2w 

/Xf)e~  •" 


2(oA„=  I  f{z)e     •"    dz 


0 


Damit  ist  Formel  (**)  bewiesen. 

Das  obige  Resultat  läßt  sich  noch  etwas  verallgemeinern. 

f{2)  habe  die  Periode  2:ii  und  sei  zwischen  den  beiden 
Geraden  x  =  a,  x  =  h  überall  regulär.  Dann  ist  f{z)  in  dem 
Kreisring  e'' <  s\  <  e''  eine  Funktion  cp(w)    von   w  =  e%   und 

26* 
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es    existiert    in    dem    Kreisring    überall    die    Ableitung   (p  {w). 
Daher  hat  man  nach  §  66 

<p{w)=^a,M^     und    a„=^^j^^^. 

—  CO  ^ 

.^    ist    ein    Kreis,    dessen    Radius   sich   in  der  Form  e"  dar- 
stellen läßt  (a  <  c  <  h).     Daher  können  wir  schreiben 

0  4   ^Tti 


(ttt) 


''^-2^iJ  i 


^3T-        f{z)e-"'ds      („  =  o,  ±l,  +  2,  .     .), 


^c+Zpu 


wobei  der  Integrationsweg  die  Strecke  von  c  nach  c  +  23r?'  ist. 

Für  f{z)  gilt  also  zwischen  den 
beiden  Geraden  x  =  a,  x  =  h  die  Ent- 
wicklung 

CO 

Sie    konvergiert    in    jeder    Puuktmenge 
Flg.  123.  gleichmäßig,  ja  sogar  normal,    die   sich 

zwischen  zwei  Geraden  x  =  a',  x  =  y  einschließen  läßt,  die 
ihrerseits  zwischen  x  =  a  und  x  ^  h  liegen.  Daher  kann  man 
die  Reihe  f{z)e~P'  von  c  bis  c  +  27ti  gliedweise  integrieren 
und  findet  so  noch  einmal  die  Formel  (fff). 

Hat    die    Funktion    f(2)    die    Pe- 
riode 2co  und  ist  sie  zwischen  zwei 
,  Geraden  ^,,  g^  überall  regulär,  die 
Ä'"^,<Ti'^ "  L^^^    :,>'^^^     parallel     zu      der      Strecke     0,    2» 
laufen,    so    gilt  zwischen  g^  und  g^ 
die    Entwicklung  (*)    und    sie    kon- 
^/^  verffiert      Q;leichmäßig      in      jedem 

Fii?    12i.  ö  »  o  J 

Streifen  wie  gi' gJ  in  Fig.   124. 
Für  die  Koeffizienten  Ä„  gelten  die  Formeln 

0+2(0 

/"'  nJtiz 

1 


A^  — 


2C9 


f,,)e 


dz. 


Der  Integrationsweg  ist  die  Strecke  von  c  bis  c  -f  2co. 
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Eine  Funktion  /(-*),  die  die  Periode  2;r  bat  und  zwischen 
Aj,  h^,  zwei  Parallelen  zur  a;-Achse^  regulär  ist,  läßt  sich  hier- 
nach durch  eine  Reihe  von  der  Form 

darstellen,    die    in  jedem    Streifen  h^,  h^    konvergent  ist  (die 
Geraden  /t/,  li^  liegen  zwischen  h^  und  li^.     Hierbei  ist 

C-j-27t 


33 


(2£ 


d.  h. 


0 

c+2ä 

%n=  ~  \  fiß) cosnzdz, 

C+27t 

33«  =  -  /  /"(-3)  sin  ns  dz. 


(%*)  heißt  die  Fouriersche  Reihe  von   f{z). 

§  105.  Anweuduugfeu  auf  die  doppelt  periodischen 
Funktionen.  Wir  wollen  zunächst  mit  Hilfe  von  §  104 
zeigen,  daß  es  keine  doppelt  periodische  ganze  Funktion  gibt. 
Wäre  2a,  2ö'  ein  primitives  Periodenpaar  der  ganzen 
Funktion  f{z),  so  hätte  man  zunächst 

x>  nrtiz 

00 

und  diese  Reihe    wäre    zwischen  irgend  zwei  Parallelen  ^,.  t/j 
zur  Strecke  0,  2co  normal  konvergent. 

Nun  soll  „,     .    o    fx       ^v  \ 

sein,  d.  h. 
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nit  I  z 


Beide  Reihen  konvergieren  zwischen  g^  und  g^  normal.  Das- 
selbe gilt  also  von  der  Reihe 

7iniz 

Sie   konvergiert   insbesondere   auf  der   Strecke   0,   2w   normal 

und  diese  Eigenschaft  bleibt  bestehen,  wenn  man  mit  e — ^ 
multipliziert.     Will  man  daher 

(m  — p)  n  i  z 

V^„(e2"^'^-  l)e      ^    =  0 

von  0  bis  ^Ica  integrieren,  so  darf  man  links  gliedweise  inte- 
grieren.    Dann  ergibt  sich  aber 

^^(e^^'^'^—  l)  =  0,      (p  =  o, +1, +2  .  .  .) 

^prtit  _  \  tann  nur  verschwinden,  wenn  2pnir  ein  Vielfaches 
von  27ti,  d.  h.  pt  eine  ganze  Zahl.  Nun  ist  aber  t  ^  03' :  a 
nicht  reell.  Also  bleibt  nur  die  Möglichkeit  p  =  0  übrig. 
Wir  sehen,  daß  alle  Ä^,  außer  A^  verschwindet,  d.  h.  daß  sich 
f{2)  auf  die  Konstante  Ä^,  reduziert.  Dies  haben  wir  in  §  101 
(S,  388)  auf  anderem  Wege  gezeigt. 

Es  gibt  auch   keine  ganze  Funktion  mit  den  Eigenschaften 

f{z  +  2«')  =  -  f{z). 

Von  dem  trivialen  Fall  /"=0  sehen  wir  ab. 

Jetzt  wollen  wir  eine  Klasse  von  ganzen  Funktionen  be- 
trachten, die  die  Periode  2ca  haben  und  sich  mit  einem 
Faktor  von  der  Form 

multiplizieren,  wenn  man  z  durch  z  -\-  2c>'  ersetzt    Es  soll  also 

f{z  +  2co)=f{z), 

f\z  +  2ra')  =  e^'+tif^z) 
sein,     cc  und  /?  sind  Konstanten. 
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Da 

f{z  +  2(o'  +  2 Ol)  =  f{s  -j-  2cJ), 
so  hat  man 

d.  h. 

(e2««'-  l)e«^+/*/'(^)  =  0. 

Da    der    triviale    Fall    ((s)  =  0    natürlich    ausgeschlossen  ist, 

sein,  d.  h.                                                             ^^^ 
aoj  =  —  fc:t?'     oder     a  = > 

wobei  unter  Ti  eine  ganze  Zahl  zu  verstehen  ist. 
f{2)  läßt  sich  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

ao  nniz 

—  t» 

darstellen,  die  zwischen  irgend  zwei  Parallelen  zu  0,  2ra  nor- 
mal konvergiert,  also  insbesondere  auf  der  Strecke  0,  2cj. 
Dies  gilt  auch  von  der  Reihe 

QG  (n  —  k)7tis 

e«  ^ + ,^7  (.0)  =  V  ^ » ^'*  ^     ^^^ 

w  =  —  00 

CO  nitiz 

und  von  der  Reihe 

oc  nttiz  , 

Multipliziert  man  mit 


pftii 

e~    '" 


und    integriert    von   0   bis    2(0,    wobei    man    gliedweise    inte- 
grieren darf,  so  ergibt  sich 

(*)  Äpe^p^'^-Ap+ke!^  =  0.     {p  =  o,±i,±2,...) 

Wenn  Je  =  0  ist.  findet  man,  daß 
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qTl  ii 

sein  mub. 

Diesen  trivialen  Fall  wollen  wir  beiseite  lassen  und  daher 
^  =^  0  annehmen. 

Setzen  wir  ,  .  ,       r. 

indem  wir  uns  die  Verfügung  über  die  Konstanten  p,  6  noch 
vorbehalten,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (*)  in 

oder 

Wählen  wir  p,  <5  in  der  Weise,  daß 

7t  it  =  q]c, 

ist,  setzen  wir  also 

Ttiz  .  ß 

80  reduziert  sich  (f)  auf 

Bp  =  Bp^i,.  (i)  =  0,±l,±2,... 

Wir  können  jetzt  schreiben: 

(**)  f{z)^^B„^^-^'\-^, 

wobei  ~  "^ 

q  ==  t'^'"^     und      X  =    % 

TtlT 

ist.     Je    zwei   Koeffizienten    B,   deren   Indizes    kongruent   mo- 
dulo  k  sind,  sind  einander  gleich. 

Es  muß  nun  untersucht  werden,  ob  die  Reihe  (**)  wirk- 
lich das  Verlangte  leistet.  In  erster  Linie  müssen  wir  fordern, 
daß  sie  in  der  ganzen  Ebene  konvergiert.  Für  z  =  a  lautet 
aber  das  allgemeine  Glied 

rC-  -\-).n 
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Sein  Betrag  ist,  wenn  wir  t  =  Tj  -f  itc,  und  A  =  Aj  -f  '-'•2 
setzen,  gleich 

Da  2«  und  2«'  nicht  mit  0  in  gerader  Linie  liegen,  so  kann 
Tg  nicht  gleich  Null  sein.  Wir  dürfen  aiinehtnen,  daß  Tg  >  0 
ist.     Eventuell  würden  wir  2co'  durch  —  2»'  ersetzen. 

Wäre  ]c  <  0,  so  gäbe  es  in  der  Reihe  (**)  Glieder  von  be- 
liebig großem  Betrage.  Es  muß  also  /i  >  0  sein.  Diese  Be- 
dingung ist  aber  auch  vollkommen  ausreichend.  Die  Reihe 
(**j  konvergiert,  wie  der  Leser  nachweisen  möge,  zwischen 
zwei  Geraden,  die  parallel  zur  Strecke  0,  2(o  gezogen  sind, 
stets  normal.'  Daher  ist  (vgl.  §  90)  f{2)  eine  ganze  Funktion, 
und  diese  Funktion  hat  die  verlangten  Eigenschaften.  Wenn 
man  0  durch  5  -f  2(0  ersetzt,  bleibt  sie  ungeändert.  Ersetzt 
man  z  durch  0  4-  2fo',  so  geht  sie  über  in 


2 


oder,  wenn  man  n  durch  n  —  Je  ersetzt, 

kTtiz 


y^.r 


j^„>v* 


—  k(l  +  >)n!r 


Nun  ist  aber 


kiti 


und     ~  k^X -\-  X)%ir  =  ß. 


Die  Funktion  hat  sich  also,  wie  verlangt  wurde,  mit  6"-+/* 
multipliziert. 

Wir  Wollen  jetzt  das  Parallelogramm 

(tt)  ^0.      -0+  2a,      2o  +  2«  +  2aj',      .z^  +  '2ci', 

oder  A,  B,  C,  D 

80  wählen,  daß  auf  dem  Rande  keine  Nullsfelle  von  ^'(2)  liegt. 
Das  können  wir,  solange  f{z)  nicht  überall  gleich  Null  ist, 
stets  erreichen  (vgl.  die  ähnliche  Überlegung  auf  S.  3'88),  weil 
in  jedem  Kreise  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen  ent- 
halten ist. 
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Wie  viele  Nullstellen  hat  f{s)  in  dem  Parallelogramm  (ff)? 
Ihre  Anzahl  ist  gleich 


1    Tru) 

7fi   I       f{z)      "^  2  Tri  /       f(z) 


z)dz 
d.  h.  gleich 

B 


2 

vi  ;; 


A 


dz 
Aus 

(***)  /"(^  +  2«)  =  /"(^f),     /"(.s  +  2oj')  =  e«^+<7X^) 

folgt  aber 

/•(^-4-2co)         /•(2)'        /(0  4-2(0')  ""^   /(2) 

Demnach  ist 


B  D 

1       f'f'(z)dz  ^     1_    /Vm 

l3t*^  f(z)  2TtiJ  / 


(ä)  d  0 2  a  ta  , 


2Tci  J       f(z)  2ni  /        /  (z)  2«^ 

^  C 

und  ^^  ;^ 

'  (0)  d  0 


2Tti  J       f{z)        '    27ti  /       f(z)  ' 


i_  rf'(z)dz  ^  j_  r^ 

B  D 

also  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  f{z)  in  (ff)  gleich  h. 

Die    Gleichungen   (***)    lehren    uns,    daß   jede  andere  Null- 
stelle von  f{z)  mit  einer  Nullstelle  in  (ff)  äquivalent  ist. 

Ist   Ä;  =  1,    so  haben    wir  in  (ff)  nur  eine  Nullstelle. 

f{s)  lautet  in  diesem  Falle 

Die  Nullstellen  dieser  Funktion  bilden  ein  Gitter,  das  aus  dem 

^^'^®^"  2ma  +  2m' a'        (m,  m'=  0,  + 1,  ±2, . . .) 

durch    eine    Parallelverschiebung   hervorgeht.     Es    sind    natür- 
lich lauter  einfache  Nullstellen. 
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Setzt  man  X  =  0,  so  kommt  man  zu  der  Funktion 

00  II  7t  i  t  cc 

X{z)  =  y  3"^e  ''•    =  1  +  2^q-'  cos  -"^ , 

—  x  1 

die  in  Herrn ites'  Darstellung  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  eine  fundamentale  Rolle  spielt.  Die  Nullstellen 
von  X(x)  lassen  sich  leicht  bestimmen.     Es  ist  nämlich 

X{-  z)  =  X{z) 
und  daher 

X{-  a-  (o')  =  X((o  +  G}'\ 

Andererseits  hat  man  aber 

X(.?  +  2  0)')  =  e~  '■'  ~  ""  X{z) 

und  _  njj  _ . 

X{z  -\-2o}  +  2(o')  =  e       <"     ""x{z+2Gy) 


itiz 
nir 


=  e      '"  X(3). 

Hieraus  erhält  man  für  s  =  —  (o  +  ca') 

X{g}  +  co')  =  e'"X{-  CO  -  a')  =  -  X(^  o)  -  w'). 

Es  ist  also  ,^,  ,,  ,, .  ,, 

X{g)  +  cj')  =  -  X{o]  +  co'), 
j   Vi 
*    '  X{co  +  co' }  =  0. 

Die  Nullstellen  von  X(.i]  sind  daher  folgende: 

0)  +  (o'-V  '2mco  +  '2  m'  co'     (vi,  m  =  0,  + 1,  +  2, . . .) 

Die  Funktion  „,  ,, 

X{s-\-  CO  4-  <o') 

hat  die  Nullstellen 

2mco  +  2m' co'  {m,m'=0,±i,±2, ...) 

Für  die  Funktion 

^  '         X{z  +  CO  -|-  oj  ) 

sind  sie   einfache  Pole   mit  dem  Residuum  1.     Sonst  ist  Z(^) 
überall  regulär.     Zfi")  hat  offenbar  folgende  Eigenschaften 

I    Z(.^  +  2«)  =  Z(,E), 
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Die  Funktion  n{z)  =  —  Z'{/)  hat  an  jeder  der  Stellen 
2m(a  -\-  ^m!  gJ  einen  zweifachen  Pol  und  der  kritische  Teil 
der  Laurentschen  Reihe  lautet 


(2  — 27/1  <fl  — 2m' cd')* 
Aus  (ttt)  folgt 

•J7(^+2od)  =  J7(4 

n{z  +  2(o')=n{z). 

n{z)  ist  also  eine  elliptische  Funktion  zweiten  Grades. 

Ist  <ip{s)  die  zu  2co,  2co'  gehörige  Weierstraßsche  ^^-Funktion, 
so  verhält  sich  die  elliptische  Funktion 

überall  regulär.    Sie  ist  daher  eine  Konstante  y.    Die  Funktion 

z(^)-e(^) 

ist  überall   regulär   und  hat  die  Ableitung  —  y.    Wir  können 
daraus  schließen,  daß 

ist,  wo  ö  eine  Konstante  bedeutet.    Die  Formeln  (fff)  liefern 
t{z  +  2(o)-t,{z)-2ya==(), 

Also  ist  (vgl.  S.  381) 

y  =  - 

und 

h  —  y(o  =  - -—}     d.h.      ri  a  —  rj  (0  = -^' 

'         '  2  CO  '  '  2 

Um    auch    noch    d    zu    bestimmen,    beachte    man,     daß    aus 

X(-  z)  =  X{s)  folgt  X'{~  z)  =  -  X\z). 

Demnach  ist 

,_      .  _  X'(-g  +  ca  +  cD') ^X' (g  -  cj  -  to') 

Z[_—  2)  —  xi{-zJ^(a^(a')  ~         X  (2 -CO -cd') 

=  -Z{3-2a-  2g)')  =  -  -^  -  Z(4 
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Es  muß  also  sein 

^{—  2)  -\-  yz  +  d  -=       ^{s)  -{-  ys  —  d  — 


d.  h. 

A  _  ** 

""  "~  2m' 


Die    Funktion    Z(^)    hängt    also    mit    der    Weierstraßscheu 
Funktion  t.iß)  in  folgender  Weise  zusammen: 


Zz)=^Vz)-l^ 


Die  sanze  Funktion 


hat  die  logarithmische  Ableitung 

g'(g)  ^  X' [s -if  CO -\- a')     ,     n        ,    ^ 
c(i)  X{z-\-(ü-\-co')    "*"  0)      "^  2(a 

2  =  0  ist  für  (?(^)  wie  für  X(z'  -\-  (o  -\-  a')  eine  einfache  Null- 
stelle. Durch  passende  Wahl^j  von  C  läßt  sich  erreichen,  daß 
die  Potenzreihe  für  6(2)  mit  dem  Gliede  2  beginnt.  Dann  ist 
6[z)  die  Weierstraßsche  (?- Funktion.  Sie  ist  eine  ungerade 
Funktion.     Denn  man  hat 

'I  -    ^* 

Z  (- 2r -f  03  +  ra')  e^'""' ^^ 

'1    ,    '^ « 
=  Z (.s  —  ca  —  o')  e^öi"  ~ä^'_ 

Anderseits  ist  aber 

X(2  —  G)~(o')  =  X(2  +  CO  —  Co') 

yTi{i-{-i:>  —  tu')  niz 

=  X{2  +  (o  +  a')e  <"         +'"-'^  _  X(^  +  a  +  c>')e", 

also 

X{2  —  co  —  o')e^'"      ^'"  =  —  X{2-\-(D-\-a')e^'"'     ^'"' 

und  daher 

6{-2)=  -  6(2). 

1)  Es  muß  C=l:  X'(cü-f-£o')  sein. 
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Die  Potenzreihe  für  6(2)  hat  nach  dem  obigen  folgende  Form 

Nun  wissen   wir,  daß  in') 

F(^)  =  F.  +  2^^'  +  ft^*  +  --- 

die  Faktoren  der  einzelnen  Potenzen  Polynome  in  g^,  g^  sind, 
und  zwar  mit  rationalen  Koeffizienten.     Dasselbe  gilt  von 

^^^         z         60  140        ^        ' 

weil  ^j{z)  =  —  %\£)  ist.     Aus 

6'{Z)  =  6{Z)1{Z\ 
d.  h. 

(1  4-3a3^^+-.)  =  (^' +  «3 ■^^+--)('~|^'' -•••)' 

folgt  ohne  Schwierigkeit,  daß  auch  «3,  %,  .  .  .  Polynome  in 
.(/2,  ^3  mit  rationalen  Koeffizienten  sind.  Der  Leser  berechne 
rtg,  ttg  und  «;.     Er  wird  finden,  daß 

^^'')-''  -  2iÖ^    ~840"    "•"    ■ 
ist. 

Aus  der  Definitionsgleichung  von  X{z)  ist  zu  entnehmen 

00  nJli{i-\-u)-\^a>') 

X  (^  +  ö  +  cj')  =  V  q"'  e         <" 
— » 

Wegen  der  absoluten  Konvergenz  dürfen  wir  die  Glieder 
beliebig  ordnen  und  zu  Gruppen  zusammenfassen.  Die  neue 
Reihe  ist  in  jeder  be.^chränkten  Punktmenge  normal  konvergent 
wie  die  alte.  Die  sämtlichen  Glieder  der  Reihe  X{z-\- G)-\-Gi') 
sind  folgende: 

1,     —  ^i-^e'»,     q^'^e'-',     —q^'^e  '",... 

niz  27tiz  Sni:  iTtiz 


1)  I  2  I  muß  genügend  klein  sein. 
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71  t  :  /    n  I  Z  71  I  z 


Es  ist  also 

X(^-(-   GJ-f  ra')r2o,_  j  g2.,   _^>       8a,    j_^1.2j  e2a.   _g       2'-)-f, 

d.  h. 

rtiz  l 

^  ^  (         2a)       ^  2a)        -^  2ü) 

Hieraus  folgt  (vgl.  §  93) 

71  iz  nis 

X'(^  +  cj  +  cd')('21^4-  i^X(.?  +  ra  +  (D')e2^ 
=  —  cos  _ do^  ''cos-r h  Oö^  ■'cos 

0)    l  2a)  ^  2(B  ^ 


'Ja) 
33r2    .    r    a  q         5«^  1 

Y^ 1' 

also 

X'(ra  +  a)  =  ^{l-3^^-2  +  5g2-3 }. 

Demnach  können  wir  schreiben 

71 13 

/aä\         /  \    ~  irr  *"        X(z-\-w4-o}')e''" 

.      ItZ  ZitZ    ,       o    q     •      5=*-^ 

Sin Ol  •  3  sin  +  0-^  **  sin •  • 

_2a)  2a)-'  2oj'^  2e) 

~"  ^r  l_3gl-2_|_5g,2.3 

Man  findet  nach  §  96  die  Potenzreihe  für 

indem  man  auf  der  rechten  Seite 

.     -uz  .     Stiz 

sin  ^—7     sin  „     ,  ■  ■  ■  i 

2  CO  2  0)  [ 

durch  ihre  Poteuzreihen  ersetzt    und    dann    die  gleichnamigen 
Potenzen  zusammenfaßt. 

Der  Koeffizient  von  s^  auf  der  linken  Seite,  d.  h.  in 

f  der  rechten  Seite  lautet  ( 


lautet  —  i—-      Auf  der  rechten  Seite  lautet  er 
2a) 


S^l-S-l-ögX-S 
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Also  gilt  die  Gleichung 

^  ~  12^    i_3gi-2^5g2.3.r:T.   ■ 

Hiernach    kann   man    bei    gegebenen    2(0,  2co'    die  Zahl  rj  be- 
rechnen.    Früher,  S.  412,  fanden  wir  die  Relation 

)]G)   -  rja)  =  ^- 

Sie  liefert,  wenn  man  >/  bereits  hat,  r]'. 

§  106  Die  doppeltperiodischen  Funktionen  als  Quo- 
tienten ganzer  Funktionen.  In  §  lOö  haben  wir  die  a- 
Fuuktion  kennen  gelernt,  die  zu  ^(z)  in  der  Beziehung 

vr.)  =  M 

steht.     6{z)  ist  eine  ganze   Funktion    mit  den    einfachen  Null- 
stellen 

2 m G)  +  2 m' co'     {m,  m' =  0, +1,  ±2,  . .  .). 

Bilden  wir  nun  den  Quotienten 

6{2+2(o) 

so    ist    er    eine    ganze    Funktion,    die    nirgends    verschwindet. 
Dasselbe  gilt  von 

a{z) 
Nun  hat  man  aber 


=  (p{z). 


<3P'(2)  _  _  2«  -4-  ^IS^"^  _  ^^'(2) 

(p{2)  ^  "•"  ö(2+2(0)  6{Z) 

==-27?  +  e(^  +  2o)-^(^;  =  o, 

also  q)'{z)  =  0.  Daher  ist  cpf's)  eine  Konstante.  Um  den  Wert 
dieser  Konstante  zu  finden,  setze  man  z  =  —  (o.  Dann  er- 
gibt sich 

Es  gilt  demnach  die  Formel 

(*)  ö{z+2oj)  =  —  e-  '•  (^ + '"'  6  iß). 
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Ebenso  beweist  man,  daß 

(**)  (5(^  +  2(o')  =  -  e-' ';'(-•+'•'■) 6{z) 

ist.  Die  Funktion  6{z)  hat  vor  X{s  +  co -\- g)')  den  Vorteil, 
daß  die  Addition  von  2(o  und  2co'  zu  z  in  genau  entsprechender 
Weise  wirkt.  X  blieb  bei  Addition  von  2(o  zw.  z  ungeändert 
und  multiplizierte  sich  bei  Addition  von  2co'  zu  s  mit  einem 
Exponentialtaktor. 

Jetzt  sei  f{ß)  eine  elliptische  Funktion  mit  den  Perioden 
2  03,  2co'.  Sie  sei  vom  Grade  p.  Dann  gibt  es  im  Perioden- 
parallelogramm p  Nullstellen  und  j)  Pole.  Jede  Nullstelle 
wird  dabei  so  oft  gezählt,  als  ihre  Vielfachheit  angibt,  ebenso 
jeder  Pol.     Sind 

Wj,         Wo?    •    •     •>    ^/) 

die  Nullstellen  und 

die  Pole  im  Periodenparallelogramm,  so  ist 

(t)  Wj  +  ^2  -I W^  ^  Uy  +   »o  H 1-  Up, 

(modd.  i(o,  2co') 

d.  h.    die  Differenz    zwischen    Wj  +  •  •    -f  w^  und  ?'i  +  •  ■  •  +  iip 

eine  Periode  (vgl.  S.  391).    Ersetzt  man  n^  durch  eine  passende 

äquivalente    Nullstelle,    so    verwandelt    sich   die  Kongruenz  in 

die  Gleichheit. 

Der  Quotient 

<i{z  —  n,)6{z  —  n^)...  6(z  —  ri\ 

Q(z)  =  -^ — ^ 

^  ^  ^        G  (z  —  tc^)  6  (z  —  u,) . . .  a  {z  —  U  \ 

ist  eine  meromorphe  Funktion.  Wir  können  außerdem  zeigen, 
daß  Q{z)  die  Perioden  2(d,  2co'  zuläßt.  Man  hat  nämlich 
nach  (*)  und  (**) 

6(z  +  2(0  —  fii)  =  -  e^"'^'-"^+''''>0{z  —  wj, 


6{z  +  2co  —  Hp)  =  —  e'^'i('~\+">^6{2  —  n,), 
ebenso 

6{z  +  2(0  —  U^  =  —  e2.;(.— «,+o,)^(-_2;  _  ,,j^ 

6{z  -\-2(o  —  Up)  =  —  e'''^'-"p+'"^6{z  —  Hp). 

KowalewBki,  die  komplexen  Veränderlichen.  27 
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Daher  ist 

Q{z  +  2(0)  =  ^(^)e2 ';("!+•  •  ■  +  %-«. «p 

Da  nun  die  Gleichung 

t«i+  •  ■  •  +  «>  =  n^-\-  ■  ■  ■  n,, 

besteht,  so  ist  wirklich 

Q{z  +  2(o)==Q{z). 

Ebenso  zeigt  man,  daß 

Q<,z-^2co^)=Q{z) 
ist. 

Die  elliptische  Funktion 

hat  keine  Nullstelle  und  keinen  Pol.  Also  ist  sie  eine  Kon- 
stante, und  wir  könnet)   schreiben 

C  (Z  —  «,)  6[Z  —  »ij)  ...(?(£—  n^ 
(tt)  f{^)  =  ^  e(^Z-U,)6{Z-U,)  .  .  .  6j7^^' 

Aus  dieser  Formel  kann  man  die  Nullstellen  und  Pole  der 
elliptischen  Funktion  f(z)  ablesen.  Sie  setzt,  wie  man  zu 
sagen  pflegt,  die  Nullstellen  und  Pole  von  f{z)  in  Evidenz. 

Man  kann  die  Formel  auch  benutzen,  um  eine  elliptische 
Funktion  mit  vorgeschriebenen  Nullstellen  und  Polen  zu  kon- 
struieren. Sobald  die  Kongruenz  (f )  erfüllt  ist,  wird  die  Aufgabe 
durch  Formel  (ff)  gelöst.  Man  muß  nur  zu  Wj  eine  solche 
Periode  addieren,  daß  ^i  -f  •  •  •  +  w^  =  «i  -\-  ■  •  ■  +  Up  wird. 

Wir    wollen,    um    eine  Anwendung    von  (ff)  zu  geben,  die 

elliptische  Funktion 

f(z)  =  f{z)-P{u) 

betrachten,  wobei  u  eine  Konstante  (aber  nicht  eine  Periode) 
sein  soll.  Diese  elliptische  Funktion  hat  in  jedem  Perioden- 
parallelogramm zwei  Pole,  die  wir  durch  0,  0,  und  zwei  Null- 
stellen, die  wir  durch  u,  —  u  repräsentieren  können  (vgl.  S.  393). 
Wir  können  nach  (ff) 

.  .  .^6{Z  i-  U)6{Z  -  U) 
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setzen.  Es  kommt  nur  noch  darauf  an,  die  Konstante  C  zn 
finden.      Nun    wissen    wir   aber,    daß  in  genügender  Nähe  von 

F(^) -fOO  =  ,.  +  ••• 

ist.     Ferner  wissen  wir,  daß 

6{Z  +  U)  =  6{u)  +  •  •    , 

6(2  —  u)  =  —  6{ll  —  Z)  =  —  6{u)  +  •  ■  •, 

6{Z)6{/)  =  Z^-^..., 

6{Z-\-U)g{Z —  U)  6{u)6{u) 

G(Z)6{Z)  P  ^   ■  ■   ' 

ist.     Daher  muß 

6{U)  G{u) 

sein.     Damit  ist  folgende  Formel  gewonnen 

/    \  /    \  6{Z-\-U)6(Z—  u) 

p(^0-fOO  =  — %),»(.)    • 

Hieraus  folgt 

p'{z)        _  a'(z-\-u)        6'(z-u)         2  6'{z)^ 
p[z)—p{u)         g(z-]-u)  a{z  —  u)  a(z) 

£(.  +  «)  + S(. -«)- 2S(.)  =  ^1^- 
Vertauscht  man  u  und  z,  so  ergibt  sich  die  Formel 

t(z  +  u)  -  tis  -  u)  -  2^h)  =  -     ,?^^, 
und  durch  Addition  beider  Formeln  erhält  man 

Man  nennt  diese  Relation  das  Additionstheorem  der  ^-Funktion. 
Differenziert  man  nach  z,  so  findet  man  das  Additionstheorem 
der  p -Funktion: 

Wir  wissen,  daß 

27* 
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ist  und 

Infolgedessen  können  wir  sagen,  daß  p(s'  +  u)  sich  rational 
ausdrückt  durch  p{z),  p{u),  <p'{z),  p'{u).  Differenzieren  wir 
noch  einmal,  so  zeigt  sich,  daß  auch  p'{s-\-u)  sich  rational 
durch  ip{s),  p(«),  P\z),  p'(m)  ausdrückt.  Eine  weitere 
Differentiation  läßt  erkennen,  daß  dies  auch  von  p"(^  +  u) 
gilt  usw. 

p{z  +  u),       p\z  +  w),       p'\z  +  m),  .  .  . 

drücken  sich  alle  rational  durch  p{s),  <p(u),  p' {z),  p'(it)  aus. 
Die  Koelfizienten  setzen  sich  aus  rationalen  Zahlen  und  aus 
den  Invarianten  g^,  g^  rational  zusammen. 

In   §  103    hatten  wir  eine  Darstellung    einer   elliptischen 
Funktion  mit  Hilfe  von  t,{z),  t,' (z),  •  ■  ■    Sie  war  von  folgender 

^''*^^*  nz)  =  (i+u 

Die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  Pole  in  einem  Perioden- 
parallelogramm.  Ä^  ist  das  Residuum  des  Poles  a,  also  (vgl.  S.  389) 

ZA^  =  0. 
Setzen  wir  nun 

U^  -a)  =  Uz)  +  K-  a)  +  l ^''f\-^''(-^^ 
*^  •         »V  /    I    »V         ^    '     2    p{z)—  p{—a) 

und  drücken 

t\z-a),...,      V'^-'K^-'^), 
d.  h.  _ 

-p(z-a),...,       -  p(a-2)(^  _  t.), 

durch  p(z),  p'(z)  aus,  so  verwandelt  sich  f(z)  in  eine  ratio- 
nale Funktion  von  p{z)  und  p'{z).  Denn  ^(z)  fällt  wegen 
2JAi  =  0  ganz  heraus.     Es  gilt  also   folgender  Satz: 

Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  rational  durch 
p{z)  und  p'{z)  ausdrücken. 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  zu  dem  Additions- 
theorem   der   ^;?- Funktion  zurück.     p(z  +  u)  drückt  sich,   wie 
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wir    sahen,    rational    durch    pi^),    ^•^(u),    p\^),    F'(^)    '^^^• 
Anderseits  ist  aber^) 

Man  kann  also  auch  sagen,   daß  p{s  +  ii)  sich  rational  durch 


p{z),      iQ{u),       V4p\0)  -  g^piz)  -g„ 


y4(0\u)-g,p{u)-g, 

ausdrückt.     Schafft  man  die  Wurzelzeichen  in  bekannter  Weise 
heraus,   so    erhält   man   eine  algebraische  Gleichung  zwischen 

Die  ^,7-Funktion  hat  ein  algebraisches  Additions- 
theorem. 

Diese  Eigenschaft  überträgt  sich  sofort  auf  alle  elliptischen 
Funktionen.  Ist  f(2)  eine  solche,  so  drückt  sie  sich  rational 
durch  p{.s)  und  p'(ß)  aus.  Es  besteht  also  zwischen  f{s) 
und  p{z)  eine  algebraische  Gleichung.  Ebenso  besteht 
eine  algebraische  Gleichung  zwischen  f(u)  und  p(u)  und  eine 
zwischen  /(*  +  «)  und  ^,9  (,"  +  w),  folglich  auch  eine  zwischen 
f(3  +  u),  (p(ß),  piu).  Wir  haben  also  drei  algebraische 
Gleichungen  zwischen 

f(z  +  ti),     f{£),     f{u),     p(s),     ^Jl^u). 

Eliminieren    wir    daraus    (p{2)    und    (p{u),    so   resultiert   eine 
algebraische  Gleichung  zwischen 

Jede  elliptische  Funktion  hat  ein  algebraisches 
Additionstheorem. 

Weierstraß  hat  alle  meromorphen  Funktionen  bestimmt, 
die  ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzen.  Diese  Unter- 
suchung steht  am  Anfange  seiner  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen.     Wir   beschränken    uns    auf   die   Angabe    des  Re- 


1)  A  =  yB  bedeutet  so  viel  wie  J.*  =  J5. 
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sultats.  Außer  den  elliptischen  Funktionen  befolgen  nur  noch 
die  rationalen  Funktionen  und  gewisse  einfach  periodische 
Funktionen  ein  algebraiches  Additionstheorem,  und  zwar  sind  es 
diejenigen  einfach  periodischen  Funktionen,  die  sich  rational 
durch  e'''  (x  eine  Konstante)  ausdrücken  lassen. 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  Anwendung  von  der  Formel  (ff) 
machen,  und  zwar  auf  die  elliptische  Funktion  <fp^{u).  Sie 
ist  vom  dritten  Grade.  Die  Nullstellen  können  wir  reprä- 
sentieren durch 

m,     oj',     —  (a>  -f  cj') 
und  die  Pole  durch 

0,       0,       0. 

Die  Bedingung  n^  -\-  n^  +  Wg  =  Mj  -f  u^^  +  u.^  ist  bei  dieser  Aus- 
wahl der  Repräsentanten  erfüllt.  Nach  (ff)  können  wir 
also  schreiben: 

tr,U^\  _  r>g(^-<a)g(g-<"')g(g  + "  +  <»') 
¥  K^)-^  ^(^)    g(2)    ^(^) 

um  C  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  daß  in  genügender  Nähe 
von  ^  =  0 

^^'(^)  =  -p  +  --- 

und 

6{z  —  (ü)  G  {z  —  (a')  6  {z  -\-  (a  ■\-  w') e  (o)  ö  (co ')  c  (o  -f  «') 

6(Z)6(Z)6(Z)  Z^ 

ist,  mithin 


ö((b)  6{oi')a{(a-\-<a') 
und 

//  N  ^  _  26(2  -  CO)  6  {z  -  a')  6  (Z  +  o  i-  (O') 
^    ^)  <r(eo)c((B')ö(ö-|-c9')<j''{3) 

Es  empfiehlt  sich,   in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
die  Bezeichnungen 

C3  =  öj,         C)'^  öo,         CO  4-  03  =  —  »2 

zu   benutzen.     Dann    nimmt    die    obige    Formel   folgende    Ge- 
stalt an: 

5     ^^J  6{co,)6(w._)a(as)G^(z) 

Da  p'  {z)  =  —  p'(—  3)  ist,  so  gilt  zugleich  die  Formel 
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_       ,         ^  2c(-g-a)^)c(-^-g>,)  ß  (-Z-  <»,) 
V^  ^^^  6{a>,)6(<o,)6(a>^)6H-2) 

(J(q),)  c  («2)0(0)3)  ff-' (?) 

Durch  Multiplikation  beider  Ausdrücke  ergibt  sich 
»'^     "^^^        ^'         c«(<o,)ö*(2)    ''■         (T»(a,,)(;*(z) 

C(g  +  (Bs)c(g  — CJg) 

TVT        •  ,      u  <;*(fi)s)  (r*(?) 

^un  ist  aber 

/  N  /      \  g(s  -\-  (a,)ff  (2  — <B,) 

folglich 

Die  rechte  Seite  muß  mit 

identisch  sein.     Setzt  man  also 

F  (öl)  =  e^ ,      p  (co,)  =  e, ,      F  (cJs)  =  ^3  j 
so  bestehen  die  Gleichungen 

€^  +  e.2-\-  63=0, 

4  (6,63  +  e^Ci  +  e-ißa)  =  -  ^2; 
4e,  e.,e3  = /73- 
€1,  e^,  63  sind  voneinander  verschieden,  weil  die  Werte 

Ol,     —  Ol,     Oo,     —032,     o_^,     —  O3 
paarweise  inkongruent  sind  (modd.  2o,  2o  ). 

§  107.    Berechnung   elliptischer    Integrale.      Wir  be- 
trachten ein  Integral  von  der  Form 
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(*)  /  R  (u,  y4:ii^  —  g^u  —  g^)  du. 

g^,  r/3    sind    die   Invarianten    einer   ^^^  -  Funktion.     Das   Integral 
setzt  sich  rational  aus  a  und  Y^u^  —  g^u  —  g^  zusammen. 

Wir  nehmen  an,  daß  der  Integrationsweg  (der  ganz  im 
Endlichen  liegen  soll)  keinen  Wurzelpunkt  von  ^u^  —  g^u  —  g^ 
enthält,  also  keinen  der  Punkte  e^,  e^,  e^.     Die  Quadratwurzel 


y4.u^  -  g,u-  g^ 

wählen  wir  so,  daß  sie  längs  des  Weges  stetig  ist.  Es 
gibt  nämlich  längs  des  Weges  stetige  Logarithmen  von  u  —  e^, 
u  —  e^,  u  —  63.     Wir  bezeichnen  sie  mit 

Log  {u  -  61) ,     Log  (m  -  e,) ,     Log  (m  —  e^). 

Zu  jedem  von  ihnen  können  wir  irgendein  Vielfaches  von 
2xi  addieren. 

xpiii)  =  2  {log4  +  Log(M  -  ej  +  Log(w  -  e,)  +  Log(M  —  ^3)} 

ist  ebenfalls  längs  des  Integrationsweges  stetig,  und  wir 
können    dann   irgendein  Vielfaches   von  ni  addieren.    Offenbar 

"""''  I  eV'M  I«  _  e'VW  _  4  (h  -  e,)  (m  -  Cj)  {u  —  e,) 

also  =4»°-g,«-g„ 

eV(")  =  y^u*  —  g^u  —  g^. 

e^fC")  ist  eine  längs  des  Integrationsweges  stetige  Quadrat- 
wurzel von  4:11^  —  goU  —  g^.  Addieren  wir  zu  ip{u)  ein  Viel- 
faches von  7t  i,  so  multipliziert  sich  die  Wurzel  mit  1  oder 
—  1.  Sobald  wir  uns  an  einer  Stelle  des  Weges,  z.  B.  in 
seinem  Anfangspunkt,  für  eine  bestimmte  Quadratwurzel  von 
Au^  —  g^u  —  g^  entscheiden,  ist  "|/4m^  —  92^~93  längs  des 
ganzen  Weges  bestimmt.  Dies  bewirkt  die  Forderung  der 
Stetigkeit. 

Man  kann  B  {11,  ■)/4  u"^  —  9^^  ~  g^)  offenbar  so  dar- 
stellen: 
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p(u)  +  Q(u)y4.y-  9i  »-9, 

wobei    P,  Q,  Pj,  ^1    Polynome   bedeuten.      Multipliziert  man 
im  Zähler  und  Nenner  mit 


so  nimmt  der  Bruch  folgende  Gestalt  an: 


wo   ^,  O,  ^i  wieder  Polynome  sind.     Es  ist  also 


R{u,  y^u^-goU  -  g^)  =  BM  +  R,^u)Y4ÜF^  g^^  -  gs- 
Unter  Ri(u),  R^(u)   sind   rationale  Funktionen   von  u  zu  ver- 
stehen. 

Man  kann  übrigens  auch  schreiben: 


R{u,  y^u^  -giU-g^  =  Sa (m)  + 


y4.u^-g.,u-  g^ 

91  (m),  (3(«()    sind    wieder    rationale  Funktionen,   und  zwar  ist 
9fl  {u)  =  P,  (w),    ©00  =  (4m^  -  ^2'w  -  ^3)  R,  (u). 

Wir  wollen  dem  Integrationsweg  noch  die  weitere  Be- 
dingung auferlegen,  daß  er  durch  keinen  Pol  von  Pi(?0>  ^2(^0 
oder  9^(<<),   (S(m)  hindurchgeht. 

Der  Integrationsweg  möge  U  heißen. 

Wir  behaupten  nun  folgendes: 

Es  gibt  in  der  ^-Ebene  einen  Weg^)  3;  der  in  solcher 
Beziehung  zu  dem  Wege  steht,  daß  u^=<p{z)  den 
Weg  U  durchläuft,  wenn  z  den  Weg  3  durchläuft. 

Ist  ito  ein  Punkt  von  U,  so  gibt  es  in  der  5 -Ebene  unend- 
lich viele  Punkte  s,  die  der  Gleichung  Uq  =  <p{2)  genügen. 

Wenn  z^^  einer  von  ihnen  ist,  so  sind  die  anderen  kongruent 
Zq  oder  —  Zq  (modd.  2c3,  2co').  z^  und  —  Zq  sind  aber  nicht 
konsruent,    weil   z^  keiner   der  Punkte  ma  +  m' a'  sein  kann 


1)  Man   erinnere   sich  an  §  39.     Am  besten  ist  es  nur  Wege  von  der 
in  §  39  betrachteten  Art  zuzulassen. 
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(ni,  m'=0,    +  1,    ±2,...),    denen    die  Werte  e^,  e^,   e^,   oo 
von  p(^)  entsprechen. 

Wir  beschreiben  um  jeden  der  Punkte 
+  Sq  -{-  2  7)1  G)  +  2  m '  G) ' 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  d  und  wählen  d  hinreichend 
klein.  Dann  nimmt  die  Funktion  ^(2)  in  allen  Kreisen 
dieselben  Werte  an  und  in  jedem  Kreis  keinen  Wert 
mehr  als  einmal.  Die  Abbildung  u  =  (p(^)  verwandelt  die 
Kreise  alle  in  eine  und  dieselbe  Jordansche  Umgebung  von 
Wo  (vgl.  §  80),  und  zwar  ist  die  Abbildung  eineindeutig  und 
stetig.  Jeder  Punkt  des  Weges  U  liegt  innerhalb  eines 
solchen  Jordanschen  Bereiches  J.  Wenn  wir  um  den  Punkt 
Kreise  ^q,  B^,  ^ot  ■  ■  -  ^^^  ^^^  Radien  1,  — >  t'  *  '  *  beschreiben, 
so  sei  ^  der  zweite  Kreis  in  dieser  Reihe,  der  die  Eigen- 
schaft hat,  ganz  innerhalb  des  erwähnten  Jordanschen  Be- 
reiches zu  liegen.  Zu  jedem  Punkt  des  Weges  gehört  ein 
solcher  Kreis  S,  und  nach  dem  Theorem  von  Borel-Heine 
(§  94)  läßt  sich  unter  diesen  Kreisen  eine  endliche  Anzahl 
auswählen,  die  ebenfalls  eine  Kreisumschließung  des  Inte- 
grationsweges U  darstellt.  q  sei  der  kleinste  Radius  bei 
diesen  endlich  vielen  Kreisen.  Den  ausgewählten  Kreisen  ent- 
spricht eine  endliche  Anzahl  von  Bereichen»/.  Jeder  Punkt  vonU 
liegt  innerhalb  eines  dieser  endlich  vielen  Bereichet/,  und  zwar  so, 
daß  er  vom  Rande  um  mehr  als  q  entfernt  ist.  Wenn  wir  den 
ganzen  Weg  U  in  Stücke  zerlegen,  die  kleiner  als  q  sind, 
so  liegt  jedes  ganz  in  einem  Bereich  J.  Einem  solchen  Stück 
entsprechen  in  der  .?- Ebene  unendlich  viele  völlig  getrennte 
stetige  Wege.  Entschließen  wir  uns  bei  dem  Ajifangsstück 
für  einen  dieser  Wege,  so  gibt  es  bei  dem  nächsten  Stück  nur 
einen  Weg  in  der   ^'-Ebene,  der  den  ersten  fortsetzt  usw. 

Damit  ist  der  behauptete  Satz  bewiesen  und  man  sieht  zu- 
gleich, daß  der  Weg  3  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  man 
seinen  Anfangspunkt  hat.     Das  Integral 


ß 


können  wir  jetzt  auch  so  schreiben: 
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8 
Wir    können    uns    den    Anfangspunkt  a    von  3    so  gewählt 
denken,  daß  

ist.     Wäre  

F'(«)  =  -  VH^\a)  -  g^Pia,)  -  9s. 
80    würden    wir    einfach    a    durch  —  a  ersetzen.     Ist  a  in  der 
angegebenen  Weise   gewählt,  so  gilt  längs  des  ganzen  Weges 

die  Gleichung 

F,'(^)  =  y  4f'(^)  -  92  F(^)  -  .93, 

und  das  Integral  lautet 

(t)  /j^(f(^),  P'i^))p'i^)dz. 

3 

RUo(2!),  p' {s))  p' {:3)  ist  eine  elliptische  Funktion,  und  der 
Integrationsweg  3  g^^t  durch   keinen  Pol    von    ihr    hindurch. 

Wir  können  übrigens  statt  (f)  ein  anderes  Integral  be- 
trachten, indem  wir  das  Integral  (*)  in 

<B(u)  du 


I  m{ii)du  +  I  - 


u  u 

zerlegen.  Die  Integration  einer  rationalen  Funktion  erledigt 
sich  mittelst  der  in  §  73  auseinandergesetzten  Partialbruch- 
zerlegung.  Ist  c  ein  Pol  von  3t(^f)  mit  dem  Residuum  C 
und  Log(w  —  c)  ein  stetiger  Logarithmus  von  u  —  c,  so  hat 
man  (vgl.  §  73) 


9i(^.)  =  2;--^-+^;0*), 


und 


J'Siiu)  du  =  { ZChogiu  -  c)}:;  -f  { %{u)]l\ 


Das  Integral  P      ®^^)^^    _ 

J    y/^u^-g^u-g^ 

u 
ist  gleich 


fe{p{,))d,. 
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Man  hat  also  eine  elliptische  Funktion  zu  integrieren,  die  sich 
rational  durch  ^^{z)  ausdrückt,  ^{p)  zerlegt  sich  nach  §  73 
in  einen  ganzen  Teil 

und  in  Bestandteile  vom  Typus 

(^-  =  1,  2,  3,  .  .  .) 


W(z)-BY 
oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 


W{z)-p{h)Y 


Es  ist  leicht,  den  kritischen  Teil  von  «o  +  «i  ^-^  + f-  am^m 

an    der  Stelle   5  =  0  zu   berechnen.     Er  wird  die  Form  haben 

Ungerade    Potenzen   können    nicht    vorkommen,    weil    p   eine 
gerade  Funktion  ist.     Die  elliptische  Funktion 

^F(^)  +  ^.P'\^)  +  •  •  •  +  (^i?^F^^"'-^K^) 

hat  an  der  Stelle  s  =  0  denselben  kritischen  Teil.     Also  ist 

=  A  +  Ä,p{z)  +  f^  p"(.)  +  . . .  +  j0^,  p^^—^^  (ß) 

und  daher 

/  («0+  «lF(^)  +   ■  •  ■   +  CC,nP'^{2)'jd2 

3 

Ein  solches  Integral  ist,  wie  man  sieht,  unabhängig  vom 
Wege.  Es  hängt  nur  ab  vom  Anfangs-  und  vom  Endpunkt 
des  Wes:es. 
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Was  nuu  die  Integrale 

3 
anbetrifft,  so  wollen  wir  zuerst  annehmen,  daß  p'Qj)  =j=  0  ist, 
also  <p(t))  keine  der  Zahlen  c^,  e«?  ^s- 
Dann  ist  (nach  S.  419) 

»    ^     rw  ö-(&)(j*(2) 

Differenziert  man  logarithmisch  nach  b,  so  ergibt  sich 

^<ra)  =  S(.-«-5(.  +  6)  +  2UJ). 

Eine  weitere  Differentiation  nach  h  liefert 


und  durch  nochmalige  Differentiation  nach  b  erhält  man 

2!    p'^b)  ■6p'(b)p"(b)  p"'{b) 


iPi^)  -  p{h)f         {p{z)  -  P(b)y         F(^)  -  F(&) 

usw. 

Die  Summe  aller  Integrale  (**),  die  zu  demselben  b  ge- 
hören, läßt  sich  hiernach  als  ein  einziges  Integral  schreiben, 
dessen  Integrand  folgende  Form  hat. 

(tt)        B,+  B,{Uz-b)-t{^-^b)}-iB,{(p{z-b)  +  pi0-\-h)] 

+  B,{p'(,-b)-p'iz  +  b)} -{-... 

Das  Integral  des  Bestandteils 

B,{piz  -b)  +  p{z  +  b)\  +  B^\p\z  -b)-  p\z  +  &))  +  ••. 
lautet 

-B,{e(^-i)+e(^-f6)};;+53{p(^-6) -,^.9(^+6)};;+... 

Es  ist  aber  (vgl.  S.  419) 

e(.-&)  +  ,^(.  +  6)  =  2e(.)  +  ^^,(^, 

so  daß  man  das  erste  Glied  auch  durch 
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ersetzen  kanu. 

p{z  +  h),  ^p{z  —  h)  und  ihre  Ableitungen  nach  z  drücken 
sich  (vgl.  S.  420)  rational  durch  ^'){2),  f^'^'i^)  aus. 

Das  Glied  mit  Bq  in  (ff)  liefert  zu  dem  Integral  den  Beitrag 

Bq{s2  —  ^i). 
Das  Glied 

liefert  endlich  den  Beitrag 

Dabei  ist 

ein  längs  des  Weges   3  stetiger  Logarithmus  von 

a{z-b) 

a(z-\-b)' 

Einen  solchen  gibt  es,  weil  s  +  b  keine  Periode,  also  keine 
Nullstelle  von  6,  ist;  der  Integrand  hat  nämlich  längs  des 
Weges  3  keinen  Pol. 

Nun  müssen  wir  noch  den  Fall  ip '  (b)  =  0  erörtern,^)  Da 
ip'{2)  im  Periodenparallelogramm  drei  einfache  Nullstellen 
hat,  so  ist  „,^.    I    Q^ 

Aus  den  Formeln  auf  S.  429  können  wir  entnehmen: 

^(|~k)  -  ^'■^  -  *^  +  ^''  +  *)  -  ^^^^'>- 

Es  ist  aber 

Z  —  h  =  £  -\-h,  (modd.2tD,  2«') 

^^^°  &"(b) 

^m  =  '^^'  - '')  -  -*•'(*'■ 

Hieraus  ersehen  wir,  daß  die  Summe  der  zu  diesem  h  ge- 
hörigen Integrale  (**)  von  der  Form 


1)  p{b)    ist    ein    Pol    von    S(m),    aber   zugleich    eine    Nullstelle    von 
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/• 


[yo+7i ^-K-  -  6)  +  •  ■  ■  4-  ^«v>"'(-  -  ^^)}d3 

ist. 

Dieses  Integral  ist  aber  gleich 

(***)  flYo+Tx 9 (^)  +  •  ■  •  -f  Ymr'i^) ] dz, 

3' 

wobei  3'  aus  3  durch  die  Translation 

s'  =  z-b 

entsteht.  3'  ^^^  .'^^^  3  die  Eigenschaft,  durch  keinen  der 
Punkte  7)1(0  -\-  m'co'  hindurchzugehen.  Denn  h  ist  kongruent 
oj  oder  co'  oder  co  +  o'. 

Wie  das  Integral  (***j  berechnet  wird,  ist  uns  bekannt. 
Wir  wissen  auch,  daß  es  vom  Wege  unabhängig  ist. 

Man  kann  das  Integral  (f )  auch  berechnen,  ohne  den  Integran- 
den  in  zwei  Teile  zu  zerlegen.  Dann  muß  man  sich  auf 
§  103  stützen.    Der  Integrand  läßt  sich  nach  §  103  so  schreiben 

fiz)  =  ©  +  Z 

Also  wird 

J^f(^,)d,=  Q{z,-z,) 
3 

+  ZA.ßiz  -a)dz-  EA^Mh-  «)  -  ^(-^1  -«)}  +  •■• 
3 

Die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  lassen  sich  zu  einem 
Ausdruck  von  folgender  Form  zusammenfassen: 

F  setzt  sich  rational  aus  ^.?{s)  und  ^.?'{z)  zusammen. 
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Da 

l{z  -  a)  =  %{£)  4-  %{-  «)  +  2     p (,)_,,(,,) 

ist,  so  wird 

2;^  ju^-«));;  =  ^^2  j  e(^2)  -  ^(^i))  +  •  •  • 

**)  vereiiiigeii  können. 
Ferner  wird 

j%{z -  a)dz  =j%{z)dz  ^J \%{z-a)  -  %{z)\dz. 
&  8  8 

So  setzt  sich  also  das  Integral 

fmdz 

8 
zusammen  aus  einer  rationalen  Funktion  von  '^iiz)  und  p'{z), 

r     r 

J  ''^'  J  ^^^^^^^ 

8  3 

und  aus  gewissen  Integralen  von  der  Form 


3  8  8 

Das  Integral 

/  R{u^  Y-iu^  —  g^u  —  g^)  du 
u 
setzt   sich   demnach    zusammen   aus   einer  rationalen  Funktion 
von  w  und  )/4 m^  —  g.2U  —  g^,  aus 

und  aus  gewissen  Integralen  von  der  Form 
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(3)      f^c+ fr    J':-- •    0-)^*='-^.--'.) 

u  u 

Man  nennt  (1)  und  (2)  elliptische  Integrale  1.  und  2.  (Jattung 
und  (3)  ein  elliptisches  Integral  3.  Gattung. 

Manchmal  werden  die  Integrale  der  drei  Gattungen  auch 
anders  angegeben. 

Die  Reduktion  des  allgemeinen  elliptischen  Integrals  auf 
diese  drei  Gattungen  von  Integralen  läßt  sich  auch  rein  ele- 
mentar durchführen. 

Man  bezeichnet  als  elliptisches  Integral  jedes  Integral  von 
der  Form 

j  B{u,  Yä w*  +  5 iif^~CÜ^  -\-  Du  +~^)  du. 

Das  Integral  setzt  sich  rational  zusammen  aus  u  und  aus 
der  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom  vierten  Grades.  Die 
vier  Wurzeln  von 

Au^  +  Bu^  +  Cu'  +  Du-\-  E 

werden  als  verschieden  vorausgesetzt.  Im  Falle  Ä  =  0  sagen 
wir,  daß  die  eine  Wurzel  oo  ist. 

Man  kann  den  Fall  Ä  -^  0  immer  herbeiführen.  Sind 
nämlich  alle  Wurzeln  des  Polynoms  endlich,  so  nimmt  man 
eine  von  ihnen,  etwa  a,  und  wendet  die  Transformation 

1 

u,  = 

^        u  —  a 

an.  Man  erhält  dann,  wie  der  Leser  sich  überzeugen  möge, 
ein  Integral,  das  sich  in  der  Form  (*)  (vgl.  S.  424)  schreiben 
läßt. 

Wir  wissen,  daß 

du 


/. 


=  2  —  2, 


u 

ist,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  des  Weges  3?  aus  dem  II 
durch  die  Abbildung  « =  p(^)  entsteht,  mit  j^  und  seinen 
Endpunkt  mit  2  bezeichnen.     Lassen   wir  2y  immer  näher  an 

Kowalewaki,    Jie  komplexen  Veränderlichen.  28 
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z  =  0  heranrücken,  so  rückt  der  Anfangspunkt  des  Weges   U 
ins  Unendliche.     Wir  können  daher  schreiben 


u 


du 

3. 


y^Lu'' -  g^u  -  g^ 


Der  Integrationsweg  kommt  aus  dem  Unendlichen  und  geht 
bis  u.  Da  nun  ii  =  ^7(^z)  ist,  so  stellt  p{2)  die  Umkehrung 
des  elliptischen  Integrals  z  dar. 

Jede  elliptische  Funktion  zweiten  Grades  fiz)  läßt  sich 
als  die  Umkehrung  eines  elliptischen  Integrals  ansehen.  Hat 
f(z)  im  Periodenparallelogramm  zwei  zusammenfallende  Pole 
wie  p{z),  so  ist  die  Funktion  f'{z)  vom  dritten  Grade. 
f'{z)  hat  also  im  Periodenparallelogramm  drei  Nullstellen 
~i>  ^2>  •^s  ^^d  dort,  wo  f{z)  unendlich  wird,  einen  dreifachen 
Pol." 

n^  =  im  -  f(^r)]{fiß)  -  ah)){m  -  /x^s)} 

hat  an  derselben  Stelle  einen  sechsfachen  Pol.  Dasselbe  gilt 
von  der  elliptischen  Funktion  f'^iß).  Außerdem  haben  F{z) 
und   f^{z)   im    Periodenparallelogramm    beide    die    Nullstellen 

Also  ist  (vgl.  §  106) 

f\z)  =  C{f\z)  -  f{z,)\{f{z)  -  f{z,)]{f{z)  -  az,)]. 

Wenn  f{z)  im  Periodenparallelogramm  zwei  verschiedene  Pole 
besitzt,  so  ist  die  Funktion  fi^s)  vom  vierten  Grade.  Sind 
•^i>  -^2  7  %>  •^d  ^^^  ^^^^  Nullstellen  im  Periodenparallelogramm, 
so  ergibt  sich  ähnlich  wie  oben 

f\z)  =  c[f{z)  -M)]{m  -f{z,)][m  -  f{h)]{m  -  /"m- 

f^{z)  ist  also  ein  Polynom  dritten  oder  vierten  Grades 
in  f{z). 

Da  f{z)  vom  zweiten  Grade  ist,  kann  an  keiner  der  Stellen 
^17  %?  -^3  ^2;w.  %,  z.^,  z^,  z^  außer  f'(z)  auch  noch  /"(^)  ver- 
schwinden. Dies  hat  zur  Folge,  daß  die  Werte  f{z^),  ({z^), 
f(z^)  bzw.  f(Zi),  f{z^),  fi^z),  /"(^i)  alle  verschieden  sind. 
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Jede    elliptische    Funktion    zweiten    Grades    genügt 
also  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 

wo  -4  =j=  0  oder  ^  =  0  ist,  je  nachdem  die  Funktion  nur  ein- 
fache Pole  hat  oder  nicht. 

Nun    ergibt  sich  ähnlich  wie  oben,    daß   diese  Funktion  die 
Umkehrung  von 


/i 


du 

=  z 


yAu*i-  Bu'-\-  Cu^-\-Du-\-E 

"o 

ist.    Unter    Uq  hat   man  den  Wert   von  n  an  der  Stelle  s  =  0 
zu  verstehen. 

Die  elliptischen  Integrale  sind  früher  betrachtet  "worden 
als  die  elliptischen  Funktionen.  Legen dre  hat  fast  sein 
ganzes  Leben  auf  ihre  Untersuchung  verwandt.  Aber  es  ent- 
ging ihm,  daß  die  umgekehrten  Funktionen  von  viel  ein- 
facherer Natur  sind,  daß  z.  B.  die  Umkehrung  des  obigen 
Integrals  eine  elliptische  Funktion  zweiten  Grades  ist.  Das 
Integral  ist  vom  Wege  abhängig  und  unendlich  vieldeutig. 
Integriert  man  auf  verschiedenen  Wegen  von  u^  bis  u,  so  er- 
hält man  die  Werte 

s  +  2mo  4-  2m' 03'         (/«,  m'  =  o,  ±  i, . . .) 

Aber    die  Umkehrung    des    Integrals    ist    eindeutig.      Ähnlich 
ist  es  bei  dem  Integral 


f-, 


du 


yi  —  u- 

0 

dessen  Umkehrung  sin  z  lautet. 


§  108.  Unendliche  Produkte  von  Funktionen.  Diese 
lassen  sich  durch  Logarithmieren  auf  unendliche  Reihen 
zurückführen  (vgl.  §§  110,  111). 


28' 
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Siebentes  Kapitel. 

Das  Theorem  Yon  Mittag  ■  Leffler  und 

die  Weierstraßsche  Prodiiktdarstelluiig 

der  ganzen  Funktionen. 

§  109.  Theorem  von  Mittag  -  LeflQer.  Wir  betrachten 
hier  eine  Funktion  Fis),  die  im  Endlichen  nur  Laurentsche 
Stellen  hat.  Dann  gibt  es  in  jedem  Kreise  nur  eine  endliche 
Anzahl  singulärer  Stellen.  Eine  Häufungsstelle  singulärer 
Punkte  wäre  nämlich  keine  Laurentsche  Stelle. 

Wir  nehmen  an,  daß  F{z)  unendlich  viele  singulare  Stellen 
hat  und  z  =  0  nicht  zu  ihnen  gehört.  Dann  können  wir 
diese  Stellen  so  zu  einer  Folge  a^,  a,,  «g, .  . .  ordnen,  daß 

ö  <  I  ^1 1  ;^  '  ^2 1  ^  I  ^3  i  ^  •  •  • 

und 

lim  I  a^  I  =  oo 
ist  (vgl.  S.  382). 

Beschreiben  wir  um  die  singulare  Stelle  a  einen  Kreis,  der 
außer  a  keine  singulare  Stelle  enthält,  so  wird  innerhalb 
dieses  Kreises  (mit  Ausnahme  von  z  =  a)  die  Laurentsche 
Reihe  gelten 

F{z)  ^^A„iz  -  aY  -f  ^3r.(.0  -  a)-\ 

0  1 

^5(„(^  —  a)~"",  der  kritische  Teil,  bestimmt  die  Singu- 
larität,  die  an  der  Stelle  a  vorliegt.     Denn 

X 

^A^{z-aY 

0 

ist  an  der  Stelle  a  regulär.     Da  die  Reihe  2%n{z  —  a)~'"  be- 
liebig nahe  an  a  konvergiert,  so  ist 

eine    beständig    konvergente  Potenzreihe,    ihre    Summe  Ga(u) 
also  eine  ganze  Funktion.    Zu   jeder  'singulären   Stelle  a   von 
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Fiß)  gehört    eine    solche  gauze  Funktion  Ga{iC),  und   der  kri- 
tische Teil  von  F{z)  an  der  Stelle  a  lautet 


««(.•-») 


Wir  wollen  für  Fi^z)  eine  Reihenentwickelung  herleiten,  aus 
der  man  die  singulären  Stellen  und  die  zugehörigen  kritischen 
Teile  ersehen  kann.    Wenn  die  Reihe 


(*)  ^ö«C47.) 


in  jedem  Kreise,  der  keinen  der  Punkte  a,;  enthält  (auch  nicht 
auf  dem  Rande),  gleichmäßig  konvergierte,  so  wäre  ihre 
Summe  ^{z)  eine  Funktion  von  derselben  Art  wie  F{z)  und 
hätte  auch  dieselben  singulären  Stellen  und  kritischen  Teile 
wie  F{z).     Die  Differenz 

F{z)  -  ^{z) 

wäre  also  im  Endlichen  überall  regulär,  d.  h.  sie  wäre  eine 
ganze  Funktion  G{z).     Wir  könnten  daher  schreiben 

J'(.)=.ß(^)+Z&',(^)- 

Nun  wird  die  Reihe  (*)  die  angegebene  Konvergenz - 
eigenschaft  in  den  seltensten  Fällen  haben.  Wir  können  aber, 
wenn  wir  an  §  98  denken,  hoffen,  daß  sich  vielleicht  die 
Polynome  Fa{z)  so  wählen  lassen,  daß  die  Reihe 

die  fragliche  Konvergenzeigenschaft  besitzt.  Dann  dürften 
wir  schreiben 

(t)  Fiz)  =^G{z)+2:[  G.  {^  '_  J-  +  Pa(^)  I  • 

Wir   werden    sehen,    daß    sich    wirklich    solche    Polynome 
Pa{^)  finden  lassen. 

Beschreiben    wir   um    den  Anfangspunkt    einen  Kreis  ^aj 
der  durch  a  hindurchgeht,  so   ist 
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"  \z  -  a) 


G 

innerhalb    U„    überall    regulär.     Es    gilt    also    für    |  ^  1  <  j  a 
die  Entwicklung 


^a  (^1-)  =  %  +  Ol-"  +   «2^'  + 


Ist  Äö  ein  um  ^  =  0  beschriebener  Kreis  mit  dem  Radius 
—  ja,  bo  konvergiert  die  Potenzreihe  in  Ä^  normal.  Wir 
können  daher  den  Index  u  so  wählen,  daß 

^A^^  -  «0-  fli-'' a„.0« 

in  ^a  überall  kleiner  ist  als  eine  positive  Zahl  «„. 

Wenn  nun  die  positiven  Zahlen  Sa,  die  wir  bei  den  ein- 
zelnen singulären  Stellen  von  F{z)  benutzen,  eine  konvergente 
Reihe  bilden^)  und  wir  setzen 

so  hat  die  Reihe  (**)  die  gewünschte  Eigenschaft. 

Sie  konvergiert  nämlich  normal  in  jeder  beschränkten  ab- 
geschlossenen   Punktmenge    ^,     die    keinen    der    Punkte   a, 

ttg,  ög, . . .  enthält.    Da  lim  |  a„  |  =  oo,  also  auch  lim  -  |  a„  |  =  cx) 

ist,  so  werden  fast  alle  Kreise  ü'a  die  Punktmenge  ^  ent- 
halten. Die  entsprechenden  Glieder  in  (**)  haben  in  ^4> 
Maximalbeträge,  die  kleiner  sind  als  die  zugehörigen  £„.  Sie 
bilden  also  eine  konvergente  Reihe.  Diese  Reihe  bleibt  aber 
konvergent,  wenn  wir  noch  die  Maximalbeträge  der  fehlenden 
endlich  vielen  Glieder  hinzufügen.  Liegt  es  uns  nur  daran, 
die  gleichmäßig-absolute  Konvergenz  (vgl  S.  328)  nachzuweisen, 
so  können  wir  unter  ^  irgendeine  beschränkte  Punktmenge 
verstehen,  die  keinen  der  singulären  Punkte  «j,  (i^,  %,  .  •  • 
enthält. 


11  So  können  wir   sie  stets  wählen.    Wir  können  z.  B.  der  singulären 
Stelle  a    die  Zahl  1  :  >**  zuordnen  oder  die  Zahl  1  :  2". 
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Formel  (f)  enthält  das  Theorem  von  Mittag-Leffler. 
Wir  sehen  aus  dem  Obigen,  daß  man  die  kritischen  Teile 
beliebiff  vorschreiben  kann.  Ebenso  kann  man  die  sinsu- 
lären  Stellen  beliebig  vorschreiben.  Nur  muß  man  dafür 
sorgen,  daß  sie  außer  oo  keine  Häufungsstelle  haben. 

Will  man  auch  an  der  Stelle  0  eine  Singularität  haben, 
etwa  mit  dem  kritischen  Teil 

e.(|). 

so    fügt    man    auf  der   rechten    Seite   der  Gleichung  (f)  noch 
das  Glied  GqI—)  hinzu.     Man  schreibt  also 

§  110.  Satz  von  Weierstraß.  ö(^)  sei  eine  ganze 
Funktion.  Ist  G{z)  rational,  so  gilt,  wenn  G(())  =f=  0  ist, 
eine  Darstellung  von  folgender  Art 

G(.)  =  G(i-;)(i-^)...(i-i). 

Dabei  sind  a^,  ao,...,a„  die  Nullstellen  von  G{z),  jede 
so  oft  aufgeschrieben  als  ihre  Vielfachheit  angibt.  C  ist  eine 
Konstante. 

Weierstraß  hat  eine  ähnliche  Produktdarstellung  bei  den 
ganzen  transzendenten  Funktionen  durchgeführt. 

Unter  den  ganzen  rationalen  Funktionen  sind  die  einzigen, 
die  überhaupt  keine  Nullstellen  haben,  die  Funktionen  nullten 
Grades,  d.  h.  die  von  Null  verschiedenen  Konstanten. 

Unter  den  ganzen  transzendenten  Funktionen  gibt  es  auch 
solche,  die  nirgends  verschwinden.  Z.  B.  ist  e-  nirgends 
gleich  Null  Diese  Funktionen  spielen  hier  eine  ähnliche 
Rolle  wie  die  Konstanten  in  der  Theorie  der  ganzen  ratio- 
nalen  Funktionen. 

Ist  f[z)  eine  ganze  Funktion,  die  nirgends  verschwindet, 
so  ist 
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f(g) 

m 

im  Endlichen  überall  regulär.     Überall  existiert  nämlich  (vgl. 
S.  90)  die  Ableitung  und  zwar  ist   sie  gleich 

f{z)f"(z)-f^{z) 

r(z) 

f{z)  :  fiß)  ist  also  wieder  eine  ganze  Funktion.  Eine  solche 
läßt  sich  aber  stets  als  die  Ableitung  einer  anderen  ganzen 
Funktion  g{z)  betrachten,  weil  eine  beständig  konvergente 
Potenzreihe  stets  die  Ableitung  einer  anderen  ist. 

Wir  können  also  schreiben 

Nun  hat 

überall  die  Ableitung 

e~9(^f{z)  -  e-9(-)g\z)f(2)  =  0. 
Mithin  ist 

Zu  g  {z)  dürfen  wir  eine  beliebige  Konstante  addieren. 
Dadurch  können  wir  ^(0)  einen  beliebigen  Wert  verschaffen, 
und  wir  können  wegen  /"(O)  =[=  0  bewirken,  daß 

/'(0)  =  e^(o) 
ist.     Dann  folgt,  daß  (7=1  ist,  und  wir  haben 

Ist  umgekehrt  giß)  irgendeine  ganze  Funktion,  so  ist  auch 
e?W  eine  solche,  weil  die  Reihe 


1!      '      2!      ^ 


in  jedem    beschränkten  Bereich    normal   konvergiert,     e^^^^  ist 
aber  nirgends  gleich  Null. 

Wenn  eine  ganze  Funktion  G{z)  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Nullstellen  ;^hat,  so  gibt  es  ein  Polynom  P(p),  das 
dieselben     Nullstellen     (mit     denselben     Ordnungen)     besitzt. 
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Giz) :  P(^)  ist  dann  überall  regulär  und  nirgends  gleich  Null, 
d.  h.  von  der  Form  e^<"^. 
Wir  haben  hier  also 

Nun  wollen  wir  den  Fall  behandeln,  wo  die  ganze  transzen- 
dente Funktion  G{/)  unendlich  viele  Nullstellen  besitzt.^) 
Wenn  a  eine  ^- fache  Nullstelle  von  G{z)  ist,  so  hat 

G'Jß) 
G{z) 

an  der  Stelle  a  den  kritischen  Teil 


An  jeder  anderen  Stelle  im  Endlichen  ist  G' (2)  :  G{2)  regulär. 
Es  gibt  daher  nach  §  109  Polynome  Pai/),  so  daß 

H{z)  bedeutet  eine  ganze  Funktion. 

Ist  0,  z  ein  Integrationsweg,  der  keinen  der  Punkte  a 
enthält,  so  gibt  es  längs  desselben  stetige  Logarithmen  von 
G{z)  und  von  den  Differenzen  s  —  a.  Da  die  Reihe  (*)  längs 
des  Weges  normal  konvergiert,  so  darf  man  gliedweise  inte- 
grieren und  findet  dann^) 

r)         Log^  =  5r(.)+2'{i'Log(l-J)+  &(.)}• 

Dabei  haben  wir  gesetzt 

Ch{z)  dz  =  K{£),     fPa{z)  dz  =  Qa{s\ 
0  0 

K{z)  ist  also  eine  ganze  Funktion  und  Qa{/)  ein  Polynom. 

(**)  ist  sicher  absolut  konvergent,  weil  (*)  auf  dem  Inte- 
grationsweg normal  konvergiert.  Sind  daher  h^,  b.^,  b^,  ■  ■  - 
die  Punkte  a  in  einer  beliebigen  Reihenfolge,  so  hat  man 

1)  2  =  0  soll  nicht  dazu  gehören. 

2)  Die  Logarithmen  in  dieser  Formel  verschwinden  für  «  =  0. 
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d.  h. 


mithin 

I       1  ==  1 
Hierfür  schreibt  man 

r  =  l 

oder  kurz 

Setzt  man  g{s)  =  jfiTi/)  —  c  und  c  =  logi''(0),  so  wird 

F(.) -«»<■)/-/ j(i-:-)'Ä<"}- 

Das  unendliche  Produkt  auf  der  rechten  Seite  ist  unbedingt 
konvergent,  d.  h.  wenn  wir  seine  Faktoren  in  irgendeiner 
Reihenfolge  aufschreiben,  so  konvergiert  das  Produkt  der  w 
ersten  Faktoren  nach  i'(^)e— «'(*).  Bewiesen  haben  wir  dies 
nur  für  den  Fall,  daß  2  von  allen  a  verschieden  ist.  Für 
z  ^  a  ist  es  aber  selbstverständlich,  weil  dann  ein  Faktor  des 
Produktes  gleich  Null  ist,  ebenso  wie  F{z). 

Pa(/)   ist  (vgl.  S.  438)    eine    Partialsumme    in    der  Potenz- 
reihe für 

und  Qaiz)  die  entsprechende  Partialsumme  in  der  Potenz- 
reihe für 

-i,Log(l-^). 

Es  wird  also  sein  (vgl.  S.  120) 
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Der  Faktor 
läßt  sich  also  als  Produkt  von  p  Faktoren  auffassen,  die  gleich 


+  -^  +  •  •  •  +  — - 


(l-a)^"''" 
Sind. 

Die  Reihe  (*)   bleibt  längs  des  oben  benutzten  Integrations- 
weges normal  konvergent,  wenn  man 

^-   +   Pa  iß) 

in  die  p  Summanden 

{jh  +  ^-C^))  +  iih)  +  ^•(-))  +  ■  ■  •  +  (r'-„  +  °«(-')) 

auflöst.     Denn    das  hat    nur  zur  Folge,  daß  in  der  Reihe  der 
Maximalbeträge  ein  Glied  ^iüf  in  Jf  +  ilf  4-  ■  •    -f  Jf  aufgelöst 
wird.     Die  Reihe  der  Maximalbeträge  bleibt  dabei  konvergent. 
Bilden  wir  also  das  unendliche  Produkt 


(***)         n 


,üa(--)l 


wobei  a  jeden  der  Werte  a  so  oft  annimmt,  als  die  zugehörige 
Ordnung  p  angibt,  so  ist  dieses  Produkt  unbedingt  kon- 
verofent,   und  man  hat 


F(^)  =  ..'(^>]7{(l-^^)e^a(^-)} 


Dies  ist    die  Weierstraßsche  ProduktdarsteUung    einer  ganzen 
Funktion  mit  unendlich  vielen  Nullstellen. 


O.W  -:+h+- 

sind  so  gewählt,  daß  die  Reihe 

^17^+:-+;. +• 

0/.-1 

in  jedem    Kreise,   der   (auch  auf  dem  Rande)  keine  Nullstelle 
von  F{z)  enthält,  normal  konvergiert. 
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Wenn  sich  die  ganze  Zahl  7v  so  wählen  läßt,  daß  die  Reihe 

^|a|*  +  i 

konvergiert,  kann  man,  wie  wir  aus  §  98  wissen,   alle   X  gleich 
h  setzen.    In  diesem  Falle  lautet  die  Produktdarstellung    Ton 

Ordnet  man  die  a  so  zu  einer  Folge  aj,  Oa,  03,  .  . 

I  Ol  I  ^  I  «2  I  <  I  03  :  ^  •  •  • 

ist,    so    kommt  man  mit    folgender  Wahl    der   Polynome   Q 
zum  Ziele: 

a.»  =  f^  +  ,$  +  ---  +  4- 

Dann  hat  nämlich  die  Reihe 


X  !   1 0  —  a„        a 


die  gewünschte  Konvergenzeigenschaft.    Es  ist  in  der  Tat 

+  T  +  A  +  ---  + 


2— o„       ci„       a„*  a"n  aJ^iz  —  a^ 

Bewegt  sich  z  in  einer  abgeschlossenen  beschränkten  Punkt- 
menge ^,  die  keinen  der  Punkte  a«  enthält,  so  hat  |  ^  {  in 
%  einen  größten  Wert  q  und  jedes  ]  ^  —  a„  |  einen  kleinsten 
Wert  d„.  Da  limd'„  =  ex»  ist,  so  gibt  es  unter  den  d„  ein 
kleinstes  —  es  heiße  8.     Der  Maximalbetrag  von 


in  ^  ist  kleiner  als 
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Um  die  normale  Konvergenz  der  Reihe 

^  a„"  {z  -  On) 

in  ^  nachzuweisen,  genügt  es,  sich  von  der  Konvergenz 
der  Reihe 

zu  tiberzeugen.     Die  Potenzreihe 

hat  aber  den  Konvergenzradius  00,  weil 

liml/ ;  =  lim  -. r  ==  0 

'         "n     i  I      n    I 

ist.  (Vgl.  S.  100.)  Eine  Potenzreihe  konvergiert  im  Innern 
ihres  Konvergenzkreises  absolut.  Daher  ist  die  Reihe  (f) 
konvergent. 

Wir  wollen  noch  eine  Bemerkung  über  das  unendliche 
Produkt  (***)  machen.  ^  sei  ein  Kreis,  der  (auch  auf  dem 
Rande)  keinen  der  Punkte  a  enthält.    Dann  ist  in  ^  die  Reihe^) 


2{^  +  ^"(^)}i 


normal  konvergent.  Wenn  wir  nun  von  ^  =  0  nach  einem 
Punkte  2  in  ^  gelangen  wollen,  ohne  einen  der  Punkte  a  zu 
treffen,  so  können  wir  das  in  der  Weise  machen,  daß  wir 
zuerst  von  0  nach  dem  Mittelpunkt  von  Ä  gehen  (unter  Ver- 
meidung der  Stellen  a)  und  dann  von  dort  geradlinig  nach  z. 
Hat  der  erste  Weg,  den  wir  stets  festhalten,  die  Länge  ?,  so 
ist  die  Länge  des  ganzen  Weges  kleiner  als  l  +  (>,  wobei  q 
den  Radius  von  2  bezeichnet.  Wir  können  also  schließen, 
daß  die  Reihe  ^) 

y.    {L0g(l  -   f  j   +    Qni^)] 

1)  P^{z)  ist  dasselbe  wie  OJ  {z)  und  Q^{z)  dasselbe  wie  Q^  (z). 
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in  Ä   normal   konvergent  ist.^)     Bezeichnen   wir  den  Maximal- 
betrag von 

Log(l-^-)  +  Q„{z)=^'iv„{z) 

in  ^  mit  3J?„,  so  ist  also 

2Ki  +  a«2  +  2)?3  +  •  •  • 

eine  konvergente  Reihe.     Dasselbe  gilt  dann  von 
(tt)  (e^'  -  1)  +  (e^^=  -  1)  +  (e^^  -  1)  4-  ■  •  • 

Fast    alle     3^,,     sind    wegen    der    Konvergenz     der    Reihe 
9Jli  +  9J?2  +  '  •  •   kleiner  als  -  •    Ist  aber  Tl„  <  ^  >  so  wird 


2        ^"^ -"*"   ^   2 


kleiner  sein  als 


e   „_!  =  _+    2T-  +  --- 
3««(l  +  ^+2*+--) 


d.  h.  kleiner  als  2Tl„.     Fast  alle  Glieder  der  Reihe  (ff)  sind 
also  kleiner  als    die   entsprechenden  Glieder  der  konvergenten 
Reihe    2  dJt^  +  2  9)^2  +  •  ■•      Damit    ist    die    Konvergenz    der 
Reihe  (ff)  bewiesen. 
Setzen  wir  nun 

so  gilt  in  Ä  die  Ungleichung 
Mithin   ist  die   Reihe 

Ml(^)  +  U^i^)  +  <<3(^')   +  •  ■   • 

in  Ä  normal  konvergent.  Diese  Eigenschaft  überträgt  sich 
sofort  auf  jede  abgeschlossene  beschränkte  Punktmenge,  die  keinen 
der  Punkte  a  enthält. 

§  111.  Unendliche  Produkte  von  differenzierbaren 
Funktionen.  Die  Funktionen  Wi(^),  W2(^),  %(^), .  .  .  seien 
innerhalb  des  Kreises  §C  überall  differenzierbar.  Ferner  sei 
die  Reihe 


1)  Vgl.  hierzu  S.  370. 
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in  jedem  Kreise  Ä'  normal  konvergent,  der  im  Innern  von 
M  liegt. 

Wir  werden  sehen,  daß  dann  das  unendliche  Produkt 

{l+«i(/)}{l+«2(^)}{l  +  %i^)}--- 

innerhalb  Ä  konvergiert  und  eine  Funktion  (pi^z)  darstellt,  die 
differenzierbar  ist.  M„  sei  der  Maximalbetrag  von  Uni^)  in  Ä'. 
Da  M^  +  -Mo  +  •  •  eine  konvergente  Reihe  sein  soll,  so 
werden  fast  alle  11,1(2)  in  W  kleiner  als  ~  sein.  Es  sei  also 
etwa  für  n^  v 

Dann  stellt  (vgl.  S.  100)  die  Reihe 

einen  Logarithmus  von  1  +  u„  (z)  dar,  den  wir  mit 

log*(l+i.„(.-)) 
bezeichnen  wollen. 
Die  Reihe 

(t)  l0g*(l  +  Uv(z))  +  log*  (1  +  Ur  +  l(z))  +  •■■ 

ist  in  ^'  normal  konvergent,  weil  der  absolute  Betrag  von 
(*)  kleiner  ist  als 

\u„{z)    (1+ J  +  ^.+    .-)  =  2ilf„. 

Die  Summe  von  (f),  die  Sv(^)  heißen  möge,  ist  also  eine  Funktion 
von  z,  die  innerhalb  ^'  überall  eine  Ableitung  s,'(^)  besitzt, 
und  zwar  ist  nach  §  93 

{TT)  '^^■^>'-i  +  M.,(.) +  !  +  «,+,(.)  + 

Die  Funktion  e»>^^)  hat  innerhalb  Ä'  die  Ableitung 

e'v(-)5,'(^). 
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Nun  ist  aber  e-v^-'  gleich  dem  Grenzwert  von 

(1  +  «„(^))(l  +  M,+  l(^))  ...  (l  +  «„(/)) 

für  unendlich  zunehmendes  n.     Wir  können  also  schreiben 
Auch 

( 1  +  *'l  i^))  (l  +  «2  (^))  .  .  .  ( 1  +  W.  (^)) 

strebt  bei  unendlich  zunehmendem  n  einem  Grenzwert  q)(2) 
zu,  und  zwar  ist 

(**)       ^(^)  =  (1  +  «i(^))(l  +  ^(2(^))  .  .  .  (l  +n,-,(z))e'r(^\ 
Da 

(l  +  Mi(5))(l  +  u,{z))  .  .  .  (l  +  W,_x(^)) 

und  e-s^')  innerhalb  Ä'  differenzierbar  sind,  gilt  dasselbe 
von  (p{z).  ^'  kann  hierbei  jeden  Kreis  bedeuten,  der  aus  Ä 
durch  Verkleinerung  des  Radius  entsteht.  Daher  können  wir 
auch  sagen,  daß 

(l  +  U,(z))(l  +  W,(^))(l  +  U,(z))   ...  =  (p{2) 

innerhalb  ^  differenzierbar  ist. 

Wir  wollen  noch  folgende  Bemerkungen  machen.  Das  un- 
endliche Produkt  9P(^)  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn  man 
die  Reihenfolge  der  u„{2)  abändert.  Man  kann  nämlich  jede 
Reihenfolge  dadurch  herstellen,  daß  man  zunächst  u^i^), 
Wv+iC-s^),  ...  in  geeigneter  Weise  vertauscht  und  dann  in  der 
neuen  Reihenfolge  aller  n^iz)  die  N  ersten  Glieder  passend 
umordnet.  Die  Umordnung  von  Ur{z),  Uy^i{s), .  .  .  bewirkt 
aber  keine  Änderung  von  Sr(s),  weil  die  Reihe  8^.(2)  absolut 
konvergent  ist,  also  auch  keine  Änderung  von  (p{2).  Durch 
Vertauschung  einer  endlichen  Anzahl  von  Faktoren  wird  aber 
die  Konvergenz  und  der  Wert  'eines  unendlichen  Produktes 
offenbar  nicht  beeinflußt. 

Das  unendliche  Produkt  q){s)  verschwindet  nur,  wenn  einer 
der  Faktoren  gleich  Null  ist.  Das  erkennt  man  aus 
Formel  (**).     e'»(^)   ist    von    Null    verschieden.      Also    kann 
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(p{2)  nur    gleich  Null  sein,    wenn    wenigstens    einer    der  Fak- 
toren  1  +  Hi(^),  .  .  .,  1  +  Ut — 1(0)   es  ist. 

Wenn  an  der  Stelle  s  (im  Innern  von  ^)  kein  Faktor  des 
unendlichen  Produktes  ^(^)  verschwindet,  so  ist 

"^        ^  cp(z)  l-{-u,(z)'^  1  +  U,(Z)'^"' 

Ä'  sei  so  konstruiert,  daß  die  betrachtete  Stelle  s  im  Innern 
von  ^'  liegt.  Dann  ist  nach  der  Differentiationsregel  für  ein 
Produkt  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Faktoren 

y'(^)_    V(^)     ,         I  ""^--"^'^  I  ,'(A 

cpiz)  -l  +  n,{z)  +  ■'■+     «,,(.)     +M^> 

Beachtet  mau  die  Formel  (tt)i  so  ergibt  sich  sofort^)  (***). 
Gibt  es  in  Ä'  keine  Nullstelle  von  qp(^),  so  konvergiert 
die  Reihe  (***)  in  ^'  normal.  Aus  §  93  wissen  wir,  daß  in 
^'  die  Reihe  tt[(z) -{- nl(z) -{- ■  ■  ■  normal  konvergiert.  An- 
derseits ist  für  n^v 

I  1   -\rUn{2)\^'\--\u„{z)\>l, 

also 

und  die  Funktionen 

II  1 


haben    in    ^'    gewisse    Maximalbeträge    M^,    Mo,...,     M,_i. 
Wählt   man    M    größer   als  2  und  M^,  Mo,...,  M,_i,  so  sind 

die  Funktionen 

1  1  1 

1  +  u,  [z)'      1 +  «,(.-)'      l  +  «,(^)'"" 

in  ^'  alle    ihrem    Betrage    nach    kleiner    als  M.     Daher    folgt 


1)  Ist  z   eine  XuUstelle   von  (p(z),   etwa  eine  Nullstelle  von   1-f-i/,  (5), 
so  hat  man  nach  (**) 

cp'{z)  =  u[{z)(l+^u(z))(l  +  u,(z))-.. 
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aus   der  normalen   Konvergenz    von  «{(2)  +  uli^)  +  •  •  •  in  ^' 
die  normale  Konvergenz  von  (***). 

Die  obigen  Bemerkungen  gelten  insbesondere  für  die  Weier- 
straßsche  Produktdarstellung  (§  110). 

§  112.    Beispiele.     1.  Die  ganze  Funktion 

sm  z  = -. ^  -  ^  +  5 ! 

hat  die  einfachen  Nullstellen  0  und 

(*)_  ±3t,     ±2;r,..., 

weil  nur  dann 

ßiz  =,e-iz^     (j.  h.     e^''  =  1 

sein  kann,  wenn  2 12  ein  Vielfaches  von  27ti  ist. 

a  sei  eine  Zahl,    die    die  Werte  (*)    in  irgendeiner  Reihen- 
folge durchläuft.     Dann  ist 

^T»  i  _  A  'S?  i 

konvergent. 

Nach  §  110  können    wir  also   schließen,   daß  für  die  ganze 
Funktion 

(t)  ■^-i-|',  +  --- 

folgende  Produktdarstellung  gilt: 

g{z)  ist  eine  uns  noch  unbekannte  ganze  Funktion. 

Wenn  z  von   allen    a   und  von  0    verschieden  ist,    so  folgt 
aus  (**)  nach  §  1 II 

cot. -!=,'(.) +^(^4-^ +  i). 

Nun  wissen  wir  aber  aus  §  95,  daß 

z        X  /  \z  —  a        a] 
ist.     Also  folgt 
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d.  h.  g{z)  =  c  (c  eine  Konstante). 

Um  c  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  (**)  z  =  0.  Dann  re- 
duziert sich  die  linke  Seite  nach  (f)  auf  1,  die  rechte  Seite 
aber  auf  e'^.  Wir  können  also  c  =  0  setzen.  Formel  (**) 
lautet  dann  ^ 

Wir  können  auch  schreiben 

sm.  =  .J7{(l-,-^)  .="»)• 

n  durchläuft  alle  ganzen  Zahlen  mit  Ausnahme  von  0. 
2.  Wir  betrachten  jetzt  ein  ebenes  Punktgitter 

2mc}  -{-  2m,'(o'.      (w,  m'=0,  ±i,  ±2, .. .) 

a  durchlaufe  in  irgendeiner  Reihenfolge  alle  Werte 
2maj  +  2;«'(o'  mit  Ausnahme  von  0.     Dann  ist  (vgl.  99) 

absolut  konvergent.     Daher  stellt  das  unendliche  Produkt 

eine  ganze  Funktion  g){2)  dar,  die  nur  die  einfachen  Null- 
stellen 2 }n CO -{■  2 7)i' a'  hat,  sonst  aber  nirgends  verschwindet. 
Denn 

verschwindet    nur    an    den    Steilen  a.      Daß  jede  solche  Stelle 
eine    einfache    Xullstelle    ist,    geht    daraus    hervor,   daß    nach 
Streichung    des    betreffenden    Faktors    in    (***)    ein    von    Null 
verschiedenes  unendliches  Produkt  übrig  bleibt. 
Ist  z  kein  Gitterpunkt,  so  hat  man  nach  §  111 

(p(z)        z       -^  \s  —  a        a        a- 
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Die  rechte  Seite  ist  aber  gerade  die  Weierstraßsche 
Funktion  ^{2).    Also  ist 

Nun  haben  wir  in  §  105  eine  ganze  Funktion  6(2)  kennen 
gelernt,  die  auch  die  einfachen  Nullstellen  2m(o+  2m'ca' 
hat  und  sonst  nirgends  verschwindet.  Wir  können  also 
sehließen,  daß 

ist,  wobei  g{2)  eine  ganze  Funktion  bedeutet.  Aus  dieser 
Gleichung  folgt  aber 

6'{z):6{z)  ist,  wie  wir  wissen,  gleich  t,{s).  Also  muß 
g\s)  =  0,  d.  h.  g[s)  =  c  sein.  Um  die  Konstante  c  zu  be- 
stimmen, erinnern  wir  uns,  daß  ö(^)  :  z  sich  für  ß  =  0  auf  1 
reduziert. 

Dasselbe  tut  (p{2).     Daher  ist  c  =  0  und 


«w--J7i(^-^)^"^'°*|- 


3.  a  durchlaufe   diesmal  die  negativen  ganzen  Zahlen    —  1, 
—  2,  —  3, .  .  .     Dann  ist  wie  bei  dem  Beispiel  1  die  Reihe 

konvergent.     Daher  stellt  das  unendliche  Produkt 

eine  ganze  Funktion  dar  mit  den  Nullstellen    0,   —  1.    —  2,  .  . 
Jede  Nullstelle  ist  einfach.     Wählt    man   die  Konstante  C  so,, 
daß  die  Funktion  für  z  =  1  den  Wert   1  hat,    so  ist  der  rezi- 
proke  Wert  von  ihr  die  berühmte  Grammafanktion  r{z). 

§    113.     Meromorphe    Funktionen     als     Quotienten 

ganzer   Funktionen.     f{2)    sei    eine   meromorphe    Funktion 
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(vgl.  S.  382).  Hat  sie  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  im 
Endlichen,  so  kann  man  sie  durch  Multiplikation  mit  einem 
Polynom  in  eine  ganze  Funktion  verwandeln.  Hat  ({s)  un- 
endlich viele  Pole,  so  kann  man  die  von  Null  verschiedenen 
so  zu  einer  Folge  a^,  %>  «3>  •  •  •  ordnen,  daß  |  «i  |  <  i  ö^^ !  ^  • .  • 
und  lim  |  a„  |  =  oo  ist.  Jeder  Pol  soll  in  dieser  Folge  so  oft 
figurieren  als  seine  Ordnung  angibt.     Setzt  man  nun 


an  '^% 


so  ist 


Gw-77|(i-.^)«"(^) 


eine  ganze  Funktion,  die  (im  Endlichen)  überall  von  Null 
verschieden  ist,  wo  f(ß)  regulär  ist,  und  eine  Nullstelle 
p*®'"  Ordnung  hat,  wo  f{0)  einen  Pol  p*"  Ordnung  hat. 
Daher  ist  /•/  \  i-»  /  \ 

eine  ganze  Funktion  H{s),  die  im  Endlichen  nur  da  ver- 
schwindet, wo  f{s)  verschwindet.     Man  hat  also 

Jede  meromorphe  Funktion  läßt  sich  als  Quotient 
von  zwei  ganzen  Funktionen  (ohne  gemeinsame  Null- 
stellen) darstellen. 
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